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Vorwort 


Wiewol  die  darstellende  Geometrie  seit  ihrer  Wissenschaft- 
liehen  Begründung  durch  Monge  zu  Ende  des  vorigen  Jahr- 
hnndertes;  vielseitig  durchforscht  und  bereichert,  zu  einem  voll- 
endeten woleingerichteten  Baue  gedieh,  haben  die  Fortschritte  der 
reinen  Geometerie,  sowie  auch  die  Entstehung  der  grafischen 
Statik  dennoch  gezeigt,  dass  dieses  Gebäude  den  Bedtlrf- 
nissen  der  Gegenwart  nicht  mehr  vollständig  genügt, 
sondern  mit  Hinzuziehung  neuen  Materiales  teilweise  umge- 
staltet werden  müsse. 

Im  Jahrgange  1863  der  Schlö  milch 'sehen  Zeitschrift  ftlr 

Mathematik  und  Fisik  werden  diesen  Anschauungen  von  Herrn 

Dr.  Wilhelm  Fiedler  folgende  Worte  geliehen:     „Das  System 

der    darstellenjien  Geometrie   muss  diese  Constructionsmethoden 

der  centralen  CoUineation   oder   der   räumlichen  homografischen 

Transformation  in  sieh  aufnehmen  und  es  ist  gewiss,  dass  sie  in 

allen  ihren  Teilen  davon  grosse  Vorteile  zu  ziehen  im  Stande  sein 

wird.  Das  Letztere  ist  in  vielem  Einzelnen  längst  bekannt»  und  es 

kann  nicht  ausbleiben ,  dass  auch  die  systematische  Einftihrung  der 

betreffenden  Theorien  der  neueren  Geometrie  in  die  darstellende 

Geometrie  vollzogen  werden  wird,  weil  sie  eben  dieser  Letzteren 

naturgemäss  angehören^    —    und  in  den  Sitzungsberichten  der 
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kais.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien ,  März  1867,  finden 
diese  Ansichten  durch  ihn  insoweit  eine  Ausführung,  als  bei  der 
Entwicklung  der  centralen  Projection,  der  Zusammenhang  der 
darstellenden  Geometrie  mit  der  Lagen-Geometrie  nachgewiesen 
wird.  Allerdings  lässt  sich  hiedurch  die  Wissenschaftlichkeit  der 
beschreibenden  Geometrie  in  den  höheren  Sfären  des  Un- 
terrichtes wesentlich  fördern,  allein  dem  elementaren  Unter- 
richte erwächst  daraus  kein  Gewinn. 

In  dem  vorliegenden  Buche  suchte  ich  nun  die  Aufgabe  zu 
lösen,  die  geeigneten  Lehren  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  in  die  darstellende  Geometrie  syste- 
matisch einzuführen,  somit  den  Unterricht  in  letzte- 
rer Wissenschaft  an  Mittelschulen,  und  in  Folge  hie- 
ven auch  an  technischen  Hochschulen,  auf  erweiterte 
Grundlagen  zu  stellen. 

Möge  es  mir  erlaubt  sein,  im  Nachfolgenden  die  Grundzüge 
dieser  Arbeit  in  Kürze  zu  erwähnen : 

Die  Vorbereitung  zu  einem  erfolgreichen  Stadium  der  dar- 
stellenden Geometrie  wird  durch  eine  sichere  Kenntniss  der  vorzüg- 
lichsten Lehren  der  reinen  Geometrie,  und  durch  die  Gewandtheit 
im  geometrischen  Zeichnen  bedingt.    Da  aber  in  den  Real*Mittel- 
schalen  nur  ein  kleiner  Teil  der  reinen  Geometrie  dam  Skidium 
der  beschreibenden  vorausgeht,  so  moss  im  ünter^chte  der  dar- 
stellenden Geometrie  eine  korze  Wiederholung  namentfich  jener 
geometrischen  Lehren  vorhergehen,  welche  mit  Bücksich*  auf  ihre 
constructive  Verwendung  eine  mehr  oder  weniger  veränderte  Be- 
bandlungs weise  erfordern;  insbesondere  aber  werden  die  stereome- 
trischen  Vorbegriffe  einer  vorzüglichen  Würdigung  zu  unterziehen 
sein,  weil  mit  ihnen  der  wichtigste  Act  der  darstellenden  Geometrie, 
die   Ausbildung  des    Vo  rstellungsvermögens   räum- 
licher Formen  bei  den  Schülern  zu  beginnen  ist.    Die  hiebei 
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entotehenden  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  ist  eine  nicht  un- 
bedeutende Aufgabe  für  jeden  Lehreri  indem   bei  deren  unrich- 
tiger Lösung  jeder  Fortschritt  der  Schüler    im    weiteren  Unter- 
richte  illusorisch  wird.  Es  ist  sonach  dringend  geboten,  alle  dieser- 
halb  zur  Anwendung  gelangenden  Hilfsmittel  einer  genauen  Er- 
wägung zu  unterziehen,  um  die  ungeeigneten  unbenutzt  lassen  zu 
können.    In  dieser  Beziehung  ist  die  allgemein  übliche  Methode, 
nach  welcher  perspectivartige   Bilder   zur  Erklärung    der 
räumlichen  Operationen  angefertigt  werden,  nicht  als  zweckdien- 
lich zu  erkennen;  denn  einerseits  ist  es  eine   nur  selten   zutref- 
fende Voraussetzung,    dass  die  Lernenden   sich  wirklich  die  ab- 
gebildeten Baumgebilde  und  Baumoperationen  richtig  in  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen   vorstellen,   andererseits   ist   bei   der 
Lehre  von  den  orthogonalen  Projectionen    die  Möglichkeit  vor- 
handen, die  Schüler  mit  der  Vermengung  von  perspectivartigen 
und  orthogonalen  Bildern  zu  verwirren,  und  drittens  ist  es  unlo- 
gisch, Projectionen  in  Anwendung  zu  bringen,  ehe  sie  noch  ge- 
lehrt wurden.    Aus  diesen  Umst&nden  fand  ich  mich  denn  auch 
veranlasst,   auf  die  erwähnten   Abbildungen   zu  verzichten   und 
dafür  zu  räumlichen  Gebilden,  zu  Modellen  zu  greifen.    Nun  ist 
aber  bekanntermassen   der  häufige  Gebrauch  von  Modellen   der 
Ausbildung  des  mit  Denken  verbundenen  Sehens  nachteilig,  also 
bleibt  nur  ein   einziges  rationelles  Mittel  übrig:    die  Lernen- 
den zu  notigen,  Modelle  nach  gegebenen  Bedingun- 
gen selbst  anzufertigen.  Der  Gebrauch  von  Schulmodellen 
ist  auf  ein  Minimum  zu  beschränken. 

Unter  diesem  (Gesichtspunkte  wurden  die  Vorbegriffe  im 
ersten  Abschnitte  geschrieben  und  sind  die  dabei  vorkommenden 
Figuren  derart,  dass  sie  zu  Modellen  ergänzt  werden  müssen, 
um  ihre  Zwecke  zu  erfüllen.  In  sehr  vielen  Fällen  eignen  sich 
die  zur  Hand  liegenden  Beqnisiten,  um    vorübergehend  Modelle 
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anzufertigen;  in  dieser  Anfertigung  soll  der  Lernende  eine  vorzugs- 
weise Uebung  erlangen. 

Im  ersten  Abschnitte  wurde  noch  die  Eugel  mit  einigen 
ihrer  Eigenschaften  behandelt;  im  mündlichen  Unterrichte  wird 
ein  Modell  mit  den  geeigneten  Schnitten  anzuwenden  sein.  Das 
Notwendigste  aus  der  Kreislehre,  welche  des  Zusammenhanges 
wegen  im  nächsten  Abschnitte  betrachtet  wird ,  kann  hier  ein- 
geschaltet werden. 

Der  zweite  Abschnitt  besteht  aus  zwei  Teilen,  von  welchen 
der  erstere  das  Projicieren  auf  gerade  Linien  bespricht  und  eine 
wesentliche  Vorbereitung  ftlr  das  Projicieren  auf 
zwei  oder  mehrere  Ebenen  bildet. 

Der  zweite  Teil  handelt  von  den  geometrischen  Verwandt- 
schaften solcher  Figuren,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 
Im  constructiven  Unterrichte  bilden  diese  Verwandtschaften  ein  vor-' 
zügliches  Materiale,  die  Fertigkeit  im  geometrischen  Zeichnen  zu 
erhöhen,  namentlich  wird  aber  durch  die  fortwährende  Beziehung 
einer  Figur  auf  eine  andere,  durch  das  Construieren  verwandter 
Punkte,  verwandter  Qeraden,  verwandter  Tangenten  u.  s.  w.,  der 
Sinn  fnr  die  Auffassung  geometrischer  Gebilde  geweckt,  und  es 
verursacht  keine  besondere  Mühe  durch  die  Aufstellung  einfacher 
metrischer  Beziehungen  auf  das  projectivische  Grundgesetz 
überzugehen,  welches  durch  den  Begriff  eines  Punktwertes  unter 
der  Form  geometrischer  Proportionen  gegeben  wird. 

Um  die  Stralenbüschel  einer  Vergleichung  unterziehen  zu 
können ,  ohne  die  trigonometrischen  Functionen  zu  benutzen, 
welche  den  Lernenden  auf  dieser  Lehrstufe  gewöhnlich  noch  un- 
bekannt sind,  wurden  sie  nach  den  Punktreihen  beurteilt,  welche 
sie  auf  Transversalen  erzeugen;  unter  den  harmonischen  Ge- 
bilden wurden  die  halbierten  hervorgehobep  und  eine  invo- 
lutorische  Punktreihe   wurde  als   eine   solche   erklärt,    die   ihre 


eigene    indirecte  Projection    in    veränderter  Reihenfolge    aufneh- 
men kann. 

Nach  der  Erklärung  der  Verschwindungselemente  und  einer 
Erwähnung  der  in  der  darstellenden  Geometrie    am   öftesten  an- 
gewendeten Kreiseigenschaften,  wurden  die  harmonischen  Eigen- 
tümlichkeiten des  Kreises  in  den  Hauptumrissen  erwähnt,  die  den 
Kreisen  verwandten  Gebilde  durch  die  CoUinear  -  Projection  aus 
dem  Kreise  abgeleitet,    und    die   vom  Kreise    unabhängige  Con- 
struction  dieser  Linien  auf  Grund   ihrer   projectivischen  Eigen- 
schaften gelehrt.    Endlich  fanden  die   Gesetze  der   Reciprocität 
eine  kurze  Besprechung,   und  wurde  noch  der  Nachweis  geliefert, 
dass  das  reciproke  Gebilde  einer  Linie   IL  Ordnung  der  Inbegriff 
aller  Tangenten  irgend  einer  anderen  oder  derselben  Linie  II.  Ord- 
nung ist 

Im  dritten  Abschnitte  wird  gezeigt,  welchen  Einfluss  die 
vorangegangenen  Lehren  auf  jene  Elemente  der  darstellenden 
Geometrie  nehmen,  welche  kaum  einer  neuen  Behandlung  für 
iUhig  gehalten  wurden.  Das  Charakteristische  des  ersten  Tei- 
les dieses  Abschnittes  ist  zunächst,  wie  schon  erwähnt,  die  Ver- 
meidung aller  in  schiefer  Projection  anzufertigenden  Hilfsfiguren, 
das  Bemerkenswerteste  die  Einführung  der  Sehrichtungen  in 
Pfeilen  ausgedrückt,  die  Vereinigungsart  der  verschiedenen  Pro- 
jectionsebenen  mit  der  Zeichnungsebene  nach  Ordinatengesetzen, 
der  Gebrauch  der  Deckelemente,  die  Bezeichnungsweise  der  Spuren 
und  der  Nullseite  einer  Ebene ,  der  Ersatz  des  Umlegens  ebener 
Figuren  durch  congruentes  Projicieren  und  die  Verwandtschaft 
der  orthogonalen  Projectionen  ebener  Figuren. 

Nachdem  noch  die  Axendrehungen  und  die  projectivischen 
Eigenschaften  der  Ebenenbüschel  zur  Sprache  gekommen,  werden 
in  den  folgenden  Unterabteilungen  des  dritten  Abschnittes  die 
axonometrischen ,  schiefen,  centralen  und  collinearen  Baumpro- 
jectionen  insoweit  behandelt,    als  die    entwickelten  Lehren  hin- 
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reichen,    ein  jedes    Gebilde   in    einer    dieser   Projec- 
tionsarten  direct  herstellen  zu  können. 

Beachtenswert  ist  die  Methode  der  schiefen  Pro- 
jection,  welche  ich  durch  die  Einführung  eines  Hilfsauges,  der 
Fluchtelemente  u.  s.  w.,  schon  vor  hieben  Jahren  am  Wiener  Poly- 
technikum zu  jener  Ausbildung  gebracht  habe,  die  sich  der  Methode 
der  freien  Perspective  gleichberechtigt  zur  Seite  stellen  kann ;  und 
nicht  ohne  Interesse  dürfte  gelesen  werden:  Ermittelt  man 
von  einem  Raumgebilde  und  irgend  einer  horizontalen 
Projection  von  ihm,  aus  einem  Projections  -  Centrnm 
die  centralen  Bilder  auf  einer  Yerticalebene,  so  sind 
diese  ein  orthogonaler  Grund-  und  Aufriss  eines  Re- 
liefs des  gegebenen  Raumgebildes.  Hiedurch  ist  die  Con- 
struction  der  Relief- Projectionen  in  das  Gebiet  der  gewöhnlichen 
Central- Projeetionen  zurückgeführt,  und  es  bedarf  erst  keiner 
neuen  um&ngreichen  Studien,  um  direct  ein  Relief  eines  gegebenen 
Raumgebildes  darzustellen. 

Bei  der  Theorie  der  Flächen  im  vierten  Abschnitte  weiche  ich 
in  sehr  vielen  Beziehungen  von  der  herkömmlichen  Behandlungs- 
weise  ab.   In  der  Haupteinteilung  werden  Regel  flächen  und  ihr 
Gegensatz,  Curven flächen,  unterschieden.  Jede  Fläche  besteht 
aus  Punkten  und  je  drei  gegenseitig  sich  berührende  Punkte  bilden 
ein  Elementar-Dreieck,  durch  welches  eine  Berührungsebene 
bestimmt  ist.  Bei  dieser  Grundanschauung  der  Flächen  als  Punkt- 
gebilde   erscheinen  Punkte,    die  in  Spitzen  oder  Kanten   einer 
krummen  Fläche  liegen,   nicht  als  Ausnahmen,   für  welche  die 
üblichen  Begriffe  über  berührende  Ebenen  nicht  gelten,  sondern 
im  Gegenteile ,  gerade  jener  Charakter,  der  sonst  nur  einer  Kegel- 
spitze eigen  ist,  wird  hier  allen  Punkten  einer  Fläche  zuerkannt. 
Es  sei  noch  bemerkt,  dass  ein  Unterschied  zwischen  einer  berühren- 
den und  einer  tangierenden  Ebene,  einer  berührenden  und  einer 
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tangierenden  Geraden  besteht,  und  dass  nur  für  gewisse  Fälle  der 
Unterschied  beider  als  verschwindend  klein  anzunehmen  ist 

Das  Elementar-Dreieck  lässt  übrigens  auch  die  Natur  mancher 
Flächen  in  klarster  Weise  erkennen,  wie  dies  namentlich  die  Un- 
tersuchung des  windschiefen  Flächeneleroentes  zeigt, 
auf  welche  hier  hingewiesen  wird. 

Die  Pyramiden-,  Prismen-,  Kegel-  und  Cy linderflächen  werden 
unter  Einemals  Stralenflächen  betrachtet;  die  Constructionen 
ihrer  ebenen  Schnitte  unterliegen  den  Gesetzen  der  projectivischen 
Verwandtschaft  und  durch  Rollen  der  Stralenflächen  entstehen 
ihre  Netze,  sowie  die  Cykloiden  und  Evolventenflächen,  aus 
welchen  die  Begriffe  der  Cykloiden  und  Evolventen  -  Linien  her- 
vorgehen. 

Eine  besondere  Aufmerksamkeit  durfte  wol  die  Entstehung 
und  Untersuchung  der  Curvenflächen  nach  projectivischem 
Prineipe  m  Anspruch  nehmen,  da  fast  alle  der  bekannten  Flä- 
chen nun  zu  einer  Flächenfamilie  geboren.  Wenn  man  be- 
denkt, dass  nach  projectivischem  Principe  jeder  Punkt  einer 
stetig  fortbewegten  Ebene  eine  Unie,  jede  Linie  dieser  Ebene 
eine  Fläche  beschreibt,  dass  die  Bedingungen  der  Bewegung  und 
jene  der  projectivischen  Beziehung  auf  das  mannigfaltigste  ab- 
geändert werden  können^  so  ahnt  man  die  Existenz  einer  Un- 
zahl noch  ungekannter  Flächen,  und  erkennt  ein  weites  Feld  für 
neue  geometrische  Untersuchungen. 

Auch  in  dem  f&nften  und  sechsten  Abschnitte,  welche  Du  rch- 
dringungen  und  Beleuchtungs  •  Constructionen,  sowie 
im  siebenten  Abschnitte,  welcher  in  Kürze  die  geometrischen 
Orte  bespricht  und  einige  der  fi*üheren  Theorien  erweitert,  lässt 
sich  der  fruchtbringende  Einfluss  der  vermehrten  Grundlehrcn 
der  darstellenden  Geometrie  nicht  verkennen. 

Nachdem  ich  nun  eifrigst  bemüht  war,  ein  Lehrbuch  der 
beschreibenden  Geometrie  zu   schaffen ,   welches   in   praktischer 
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und  in  theoretischer  Beziehung  Alles  aufgenommen,  was  zu  einer 
gründlichen,  den  Anforderungen  der  Zeit  entsprechenden  Vor- 
bildung für  höhere  technische  Studien  unumgänglich  notwendig 
ist;  glaube  ich  auch  ein  Hinderniss  beseitigt  zu  haben,  um  den 
projectivischen  Unterricht  an  Mittelschulen  im  Sinne  der  neueren 
Geometrie  vornehmen  ,  und  darauf  basiert,  an  polytechnischen 
Schalen  fortsetzen  zu  können.  Für  letztere  gedenke  ich  noch 
einen  Supplementband  folgen  zu  lassen. 

Wien,  im  September  1869. 


Jos.  Schlesinger. 


Erster  Abschnitt. 

Vorbegriife. 

Zweck  and  Mittel  der  darsteileuden  Geometrie.   Allgemeine 

Projectionsgesetze. 

§.  1. 

1.  Die  darstellende  Geometrie  ist  jene  Wissenscbaft,  welche 
ans  raomliche  Formen  nach  geometrischen  Gesetzen  abzubilden 
lehrt 

Der  Zweck  einer  Abbildung  besteht  entweder  darin,  in 
onserem  Geiste  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt  eines  wirklichen 
oder  eines  gedachten  Gebildes  hervorzurufen,  oder  darin,  nebst 
der  Form  auch  alle  Abmessungen  der  Gebilde  imd  etwaige  Be- 
ziehungen derselben  zu  einander  erkennen  zu  lassen. 

Die  Flächen,  auf  welchen  geometrische  Abbildungen  con- 
struiert  werden,  sind  in  den  gewöhnlichsten  Fällen  Ebenen, 
Bildebenen  genannt. 

Das  Mittel  zur  bildlichen  Darstellung  räumlicher  Formen- 
ist  das  Projicieren  dieser  Formen  aus  einem  Punkte  auf  die  Bild- 
flache. 

Wenn  man  aus  einem  Punkte  S  zu  einem  anderen  Punkte 
a  eine  gerade  Linie,  die  wir  etwa  l  nennen  wollen,  gehen  lässt, 
und  sich  diese  Gerade  ins  Unendliche  beiderseits  verlängert  denkt, 
so  sagt  man,  der  Punkt  a  werde  aus  dem  Punkte  8  durch  die 
Gerade  l  projiciert;  die  /  ist  ein  projicierender  Stral,  a  ist  der 
projicierte  Punkt  und  S  der  Projections- Mittelpunkt  oder  das 
Projections-Centrum. 

2.  Schneidet  der  projicierende  Strahl  l  die  Bildebene,  so  nennt 
man  den  Schnittpunkt  die  Projection  des  projicierten  Punk- 
tes auf  der  Bildebene. 

3.  Das  Projections-Centrum,  der  projicierte  Punkt 
und  seine  Projection  liegen  demnach  immer   in  einer 
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geraden  Linie,  oder  was  dasselbe  bedeutet:  Der  projicierte 
Punkt  und  seine  Projection  liegen  perspectivisch. 

Wenn  man  mit  einem  Auge  einen  fisischen  Punkt,  z.B. 
die  Bleistiftspitze,  betrachtet,  so  wird  diese  mit  einem  Punkte  des 
zunächst  dahinter  liegenden  Gegenstandes  zusammenzufallen  schei- 
nen. Jener  Punkt  ist  die  Projection  der  Bleistiftspitze  aus  dem 
Auge  auf  die  Oberfläche  des  Gegenstandes,,  weil  man  nach  ge- 
raden Linien  sieht,  so  lange  keine  Ursachen  zur  Abweichung 
des  sich  geradlinig  fortpflanzenden  Lichtes  von  dieser  Richtung 
vorhanden  sind.  Solche  störende  Ursachen  wollen  wir  bei  dem 
Projicieren  als  nicht  vorhanden  annehmen. 

4.  Sieht  man  mit  einem  Auge  durch  eine  Fensterscheibe  nach 
einem  dahinter  liegenden  Gegenstande,  so  scheint  jeder  Punkt 
desselben  mit  einem  Punkte  der  Scheibe  zusammenzufallen.  Mar- 
kiert man  an  ilir  alle  sichtbaren  Ecken  und  bemerkenswerten 
Linien  des  Gegenstandes,  so  erhält  man  auf  der  Glastafel  ein 
lineares  Bild  desselben,  welches  als  eine  centrale  Projec- 
tion des  Gegenstandes  aus  dem  optischen  Mittelpunkte  des 
Auges  anzusehen  ist.  Würde  man  jetzt  den  Gegenstand  entfer- 
nen ,  so  würde  die  Zeichnung  auf  der  Glastafel  dem  Auge  noch 
immer  scheinbar  das  Object  zeigen,  und  je  vollkommener  das 
Bild  angefertigt  ist,  desto  mehr  werden  wir  uns  zu  glauben  ver- 
sucht fühlen,  das  Object  wirklich  selbst  zu  sehen. 

Das  Sehen  ist  demnach  im  Sinne  der  darstellenden  Geo- 
metrie ein  Projicieren  der  sichtbaren  Dinge  auf  eine  Fläche,  am 
besten  auf  eine  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Vorstellungskraft 
irgendwo  in  der  Luft  aufgestellt  denkt;  daher  kann  man  sich 
vorstellen,  dass  alles  Sichtbare  gleichsam  auf  einer  Ebene  liegt 
und  desshalb  ist  es  auch  möglich,  getreue  Abbildungen  von  sicht- 
baren Dingen  auf  Ebenen  zu  erzeugen. 

Ausser  den  Flächenabbildungen  kann  man  noch  andere  Ab- 
bildungen körperlicher  Dinge  herstellen,  die  aber  selbst  wieder 
körperlich  sind  und  desshalb  als  Modelle  und  Reliefs,  wissen- 
schaftlich als  Raum-  oder  Collinear-Projectionen  bezeich- 
net werden.  Die  Gesetze,  nach  welchen  eine  CoUinear  -  Pro- 
jection aus  einem  gegebenen  Objecte  abgeleitet  wird,  sind  fol- 
gende zwei  allgemeine  Projectionsgesetze: 

5.  a)  Die  CoUinear-Projection  eines  jeden  Punktes  ist  wieder 
ein  Punkt  im  projicierenden  Strale. 


6.  b)  Die  Collinear-Projection  einer  jeden  Geraden  ist  wieder 
eine  Gerade,  und  die  Schnittpunkte  aller  Geraden  mit  ihren 
Collinear  -  Projectionen  liegen  durchwegs  in  einer  und  derselben 
JBbene.  (Begegnungsebene,  Collineationsebene.) 

£in  Beispiel,  welches  diese  Bildung  der  Collinear -Projec- 
tionen, aber  unter  eingeschränkten  Bedingungen  zeigt ,  bietet  die 
Spiegdnng  der  Gegenstände  auf  ebenen  Spiegelflächen.  Denken 
'wir  uns,  es  sei  hinter  der  Spiegelfläche,  dort  wo  wir  einen  Gegen- 
stand zu  sehen  vermeinen,  wirklich  ein  Gegenstand  statt  dem  Spie- 
gelbilde eines  gegebenen  Objectes,  so  finden  wir  nach  den  Lehren 
der  Fisik:  1.  Jeder  Punkt  liegt  mit  seinem  Spiegelbilde  in  einer 
zur  Spiegelebene  senkrechten  Geraden,  d.  h.  alle  projicierenden 
Stralen  sind  parallel ,  oder  das  Projections-Centrum  liegt  unend- 
lich weit  von  der  Spiegelebene  entfernt ,  und  2.  jede  Gerade  des 
G^enstandes  begegnet  in  der  Verlängerung  ihrem  Spiegelbilde 
in  einem  Punkte  der  Spiegelebene.  Diese  Eigenschaften  stimmen 
mit  den  zwei  allgemeinen  Projectionsgesetzen  vollständig  überein, 
folglich  ist  das  Spiegelbild,  insofeme  man  es  sich  als  wirklichen 
Gegenstand  denkt,  eine  Collinear.Projection  eines  andern  Gegen- 
standes aus  einem  unendlich  fernen  Projections-Centrum. 

In  ganz  allgemeinen  Fällen  kann  die  Collinear -Projection 
eines  Gegenstandes  mit  dem  Gegenstande  auch  auf  einerlei  Seite 
der  Begegnungsebene  liegen. 

Wir  sollten  nun  auf  die  Constructionen  der  Abbildungen 
übergehen;  allein  die  Nothwendigkert,  eine  Reihe  von  für  die 
darstellende  Geometrie  sehr  wichtigen  Vor  begriffen  über  die 
Lagen  von  Punkten,  geraden  Linien  und  Ebenen  tüchtig  inne 
zu  haben,  erfordert  vorher  diese  Begriffe  und  Beziehungen  zu 
besprechen. 

Begriffe  von  geometrischen  Flächen ,  Linien  and  Pnnliten.   Gerade 

Linien  nnd  Ebenen. 

§.  2. 

7.  Wie  setzt  die  Geometrie  den  Raum,  in  dem 
sich  alles  Körperliche  befindet,  voraus? 

Unendlich,  d.  i.'ohne  Ende. 

8.  Wie  unterscheidet  sich  eine  geometrische  Fläche 
von  einer  fisischen? 


Die  Grenze  eines  jeden  materiellen  Körpers  ist  eine  fisi- 
sche  Fläche.  Alle  materiellen  festen  Körper  bestehen  nach  den 
Lehren  der  Fisik  aus  Molekülen ,  die  durch  anziehende  und  ab- 
stossende  Kräfte  verbunden  sind;  in  Folge  der  letzteren  Kräfte 
besteht  zwischen  je  zwei  benachbarten  Molekülen  noch  ein  un- 
endlich kleiner  Zwischenraum^  und  desshalb  müssen  wir  schliessen, 
dass  eine  fisische  Fläche  eine  unterbrochene,  eine  unstetige 
Fläche  ist.  Wenn  wir  uns  aber  eine  ununterbrochene,  eine 
stetige  Fläche  denken,  so  bezeichnen  wir  dieselbe  als  eine  geo- 
metrische Fläche.  Geometrische  Flächen  sind  in  Wirklich- 
keit nicht  vorbanden,  sie  bestehen  nur  in  unserer  Einbildung. 
Geometrische  Flächen  sind  also  continuierlich ,  fisische  Flächen 
discontinuierlich. 

9.  Was  verstehen  wir  unter  einem  geometrischen 
Korper? 

Einen  leeren  von  geometrischen  Flächen  begrenzten  Raum. 

10.  Was  verstehen  wir  unter  einem  geometrischen 
Punkt? 

Den  kleinsten,  also  unteilbaren  Raum.  Wir  können  uns 
einen  geometrischen  Punkt  ebensowenig  vorstellen,  wie  den  un- 
endlichen Raum. 

11.  Wenn  wir  im  Räume  einen  Punkt  für  das  Auge  sichtbar 
machen  wollen,  so  setzen  wir  an  die  Stelle  des  geometrischen 
Punktes  einen  fisischen  Punkt;  wir  sagen  dann,  wir  haben  uns 
den  geometrischen  Punkt  versinnlich t.  Je  kleiner  der  fisi- 
sche Punkt,  desto  enger  schliesst  er  den  geometrischen  Punkt 
ein,   ohne  aber  jemals  ein  solcher  zu  sein, 

12.  Was  versteht  man  unter  einer  geometrischen 
Linie? 

Eine  stetige  Aufeinanderfolge  geometrischer  Punkte. 

13.  Wodurch  werden  geometrische  Flächen  geteilt? 

Durch  geometrische  Linien;  diese  sind  demnach  die  Gren- 
zen von  geometrischen  Flächen. 

14.  Geometrische  Linien  werden  durch  geometrische  Punkte 
geteilt;  diese  sind  also  die  Grenzen  geometrischer  Linien. 

15.  Welche  Punkte  des  unbegrenzten  Raumes  wer- 
den unendlich  ferne  Punkte  genannt? 

Jene  Punkte,  welche  sich  von  uns  oder  von  einem  anderen 
wirklichen  Punkte  unendlich  weit  entfernt  befinden.  Wir  können 


also  wol  von  anendlich  fernen  Punkten  sprechen ,   aber  die  Orte 
wo  sie  liegen,  können  wir  nns  nicht  versinnlichen. 

16.  Was  versteht  man  unter  zwei  congruenten 
Linien? 

Zwei  Linien  y  welche  so  ineinander  gelegt  werden  können, 
dass  sie  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  sich  decken.  Selbstver- 
ständlich darf  keine  Linie  ihre  Form  dabei  verändern. 

17.  Wann  werden  zwei  congruente  Linien  gerade 
Linien  genannt? 

Wenn  zwei  unbegrenzte  Linien  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
nach  zusammenfallen,  sobald  irgend  zwei  Punkte  der  einen  Linie 
in  der  andern  liegen. 

Spannt  man  zwei  feine  Fäden  schraff  so  an,  dass  sie  so 
gut  als  möglich  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen  ^  so  liegen 
diese  Fäden  ihrer  Ausdehnung  nach  nebeneinander  und  ver- 
sinnlichen uns  annähernd  zwei  gerade  Linien. 

18.  Wir  sehen  hieraus  ohne  Beweis  ein,  durch  zwei  Punkte 
kann  eine  und  nur  eine  gerade  Linie  gezogen  werden;  auch  er- 
kennt man  den  Satz: 

Alle  geraden  Liuien  sind  untereinander  congruent. 

19.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Strecke? 
Eine  durch  zwei  Punkte  begrenzte  Gerade. 

20.  Ist  eine  Strecke  unendlich  klein,  so  wird  sie  ein  Li- 
nienelement genannt. 

21.  Was  versteht  man  unter  einer  krummen  Linie 
oder  einer  Curve? 

Eine  Linie ,  bei-  welcher  die  aufeinander  folgenden  Linien- 
elemente, aus  welchen  man  sie  sich  zusammengesetzt  denkt,  nicht 
in  derselben  Geraden  liegen. 

22.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Tangente  einer 
Curve? 

Eine  gerade  Linie,  welche  mit  einer  Curve  ein  Linienele- 
ment  gemeinsam  hat  (20);  dasselbe  wird  Berührungselement, 
ofl  auch  Berührungspunkt  der  Tangente  genannt. 

23.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Ebene? 

Eine  Fläche  von  der  Eigenschaft,   dass  jede  gerade  Linie, 
die  man  durch  irgend  zwei  Punkte  der  Fläche  zieht,  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  nach  in  der  Fläche  liegt. 

24.  Wie  kann  man  eine  Ebene  erzeugen? 


Man  verbindet  einen  ausserhalb  einer  unbegrenzten  Gera- 
den a  liegenden  Punkt  A  mit  allen  Punkten  der  Qeraden  a  durch 
unbegrenzte  gerade  Linien;  alle  diese  Geraden  zusammen  machen 
eine  Ebene  aus. 

25.  Was  kann  man  von  zwei  sich  schneidenden  ge- 
raden Linien  a  und  b  behaupten? 

Man  kafin  durch  sie  eine  und  nur  eine  einzige  Ebene  legen. 
Denken  wir  uns  eine  Gerade  c  so  angenommeui  dass  sie  die  bei- 
den Geraden  a  und  h  schneidet;  wählen  wir  dann  in  c  einen  be- 
liebigen Punkt  A  und  verbinden  ihn  mit  allen. Punkten  von  a  durch 
gerade  Linied,  so  müssen  diese  auch  b  schneiden ,  was  wir  ohne 
weiteren  Beweis  erkennen.  Würde  sich  in  A  ein  projicierendes 
Auge  befinden,  so  würde  diesem  die  Gerade  a  mit  b  zusammen- 
fallend erscheinen. 

26.  Was  sagt  man  von  Punkten  oder  Linien,  durch 
welche  man  eine  und  nur  eine  Ebene  legen  kann? 

Sie  seien  Bestimmungsstücke  einer  Ebene. 

Wel  ch  es  sin  d  nun  Bestimmungs  stücke  ein  er  Ebene? 

27.  a)  Eine  Gerade  und  ein  ausserhalb  liegender  Punkt; 

28.  b)  zwei  sich  schneidende  oder  zwei  parallele  Gerade  (33) ; 

29.  c)  dreiPunkte^  die  nicht  in  derselben  geraden  Linie  liegen. 

30.  In  wie  viel  Punkten  kann  eine  Gerade  eine 
Ebene  schneiden? 

Nur  in  einem  Punkte;  denn  liegen  zwei  Punkte  einer  Ge- 
raden in  einer  Ebene  ^  so  muss  die  Gerade  ganz  in  der  Ebene 
liegen  (23). 

31.  In  was  für  einer  Linie  müssen  sich  zwei  Ebe- 
nen schneiden? 

In  einer  geraden  Linie.  Denn  legt  man  durch  irgend  zwei 
Punkte  der  Schnittlinie  eine  Gerade,  so  muss  diese  in  jeder  der 
beiden  Ebenen  liegen  (23). 

32.  Wann  werden  zwei  Ebenen  parallel   genannt? 
Wenn  ihre  Durchschnittsgerade  im  Une|idlichen  liegt 

33.  Wann  werden  zwei  gerade  Linien  parallel  und 
wann  sich  kreuzend  genannt? 

Wenn  sie  sich  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  schnei- 
den, sind  sie  parallel;  wenn  sie  aber  weder  parallel  sind,  noch 
sich  schneiden,  dann  sagt  man  sie  kreuzen  sich. 

34.  Wie  erhält  man  parallele  gerade  Linien? 


Zieht  man  in  einer  Ebene  gerade  Linien ,  die  weder  nach 
der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite  hin  verlängert  sich  schnei- 
den, dann  sind  die  Geraden  parallel;  ihr  Schnittpunkt  liegt  im 
Unendlichen,  was  eben  so  viel  bedeutet,  als  die  Geraden  liegen 
in  einer  Ebene  und  schneiden  sich  nicht. 

35.  Schneidet  man  zwei  parallele  Ebenen  mit  einer  dritten 
Ebene,  so  entstehen  zwei  parallele  Durchschnittsgerade;  denn 
die  beiden  Geraden  müssen  sich  in  der  Durchschnittslinie  der 
beiden  parallelen  Ebenen,  also  in  unendlicher  Entfernung 
schneiden. 

36.  Was  geschieht  mit  zwei  unbegrenzten  Ebenen, 
wenn  sie  drei  Punkte,  die  nicht  in  derselben  Geraden 
liegen,  gemein  haben? 

Sie  decken  sich;  denn  alle  Ebenen  sind  untereinander  con- 
gruent  (26,  29). 

Wenn  man  durch  alle  Punkte  einer  Geraden  eine 

Beihe  paralleler  Geraden  zieht,   was  für  eine  Fläche 

wird  durch  sie  gebildet?  (24.) 

> 

Die  ebenen  Winkel.  Rechte  Winlcel.  Senl^reehte  Gerade. 

Dreiecliswinliel. 

§.  3. 

37.  Ein  vollständiger  ebener  Winkel  ist  jener 
Raum,  den  eine  unbegrenzte  Gerade  durchläuft,  wenn  sie  sich 
um  einen  in  ihr  angenommenen  festen  Punkt  dreht,  und  dabei 
eine  Ebene  beschreibt.  Der  feste  Punkt  ist  der  Scheitel,  und 
die  erste  und  die  letzte  Lage  der  sich  bewegenden  Geraden  sind 
die  Schenkel  des  Winkels. 

38.  Jede  unbegrenzte  Gerade  wird  durch  jeden  in  ihr  ange- 
nommenen Punkt  in  zwei  Teile  geteilt,  deren  jeder  eine  Halb- 
gerade oder  auch  ein  Halbstral  genannt  wird.- 

39.  Ein  vollständiger  ebener  Winkel  besteht  aus  zwei  einfa- 
chen Winkeln,  Scheitelwinkel  genannt. 

40.  Scheitelwinkel  sind  einander  gleich^  weil  sie  ver- 
möge ihrer  Entstehung  aus  gleich  vielen  Halbstralen  zusammen- 
gesetzt sind. 

41.  Ist  der  Raum  eines  vollständigen  ebenen  Winkels  noch 
keine  vollständige  Ebene ,    so  ist  der  fehlende  Teil  abermals  ein 
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vollständiger  Winkel,   der  Ergänzungswinkel  des  gegebenen 
Winkels  zu  einem  vollen  Winkel. 

42.  Die  Summe  zweier  Ergänzungswinkel  ist  demnach  immer 
einer  vollständigen  Ebene  gleich. 

43.  Jede  unbegrenzte  Gerade  teilt  eine  Ebene  in  zwei  Halb- 
ebenen. 

44.  Jede  Halbebene  kann  als  ein  einfacher  Winkel  angesehen 
werden  ,  der  entsteht ,  wenn  sich  ein  Halbstral  um  seinen  festen 
Endpunkt  so  lange  in  einer  Ebene  weiter  dreht,  bis  er  die  Ver- 
längerung seiner  ersten  Lage  bildet. 

45.  Ein  der  Hidbebene  gleicher  Winkel  heisst  ein  flacher 
Winkel. 

46.  Wird  ein  flacher  Winkel  in  zwei  einfache  Winkel  geteilt, 
so  nennt  man  jeden  den  Nebenwinkel  des  andern.  Die  Su^mä 
von  zwei  Nebenwinkeln  ist  daher  gleich  einem   flachen  Winkel. 

47.  Die  einfachen  Winkel  werden  durch  die  Menge  ihrer 
Halbstralen  gemessen. 

Die  Menge  der  Halbstralen  wächst  in  demselben  Verhält- 
nisse, in  welchem  der  Kreisbogen  wächst^  den  irgend  ein  Punkt 
des  Halbstrales  bei  seiner  Bewegung  um  den  Scheitel  des  Win- 
kels  beschreibt  (336). 

48.  Um  Winkel  in  ihrer  Grösse  zu  vergleichen,  wird  man  also 
die  Längen  der  Kreisbogen  vergleichen,  die  man  mit  gleichen 
Radien  aus  den  Winkelscheiteln  als  Mittelpunkte  zwischen  den 
Winkelschenkeln  beschreiben  kann. 

49.  Gleiche  Winkel  sind  congruent,  d.  h.  man  kann  sie  zur 
Deckung  bringen. 

50.  Sind  zwei  Nebenwinkel  einander  gleich,  so  wird  jeder 
ein  rechter  Winkel  oder  kurzweg  ein  Rechter  genannt. 

Ein  rechter  Winkel  ist  sonach  jener,  der  seinem  Neben- 
winkel gleich  ist. 

Ein  rechter  Winkel  R  ist  die  Hälfte  eines  flachen  Winkels 
oder    der  vierte  Teil  einer  Ebene,  d.i.  eines  vollen  Winkels. 

51.  Alle  rechten  Winkel  sind  einander  gleich. 

Die  Summe  von  zwei  Nebenwinkeln  ist  zwei  Rechten  gleich. 

Jeder  Winkel,  der  kleiner  ist  als  ein  Rechter,  wird  ein 
spitzer,  jener  Winkel,  der  grösser  ist  als  ein  Rechter,  aber 
kleiner  als  ein  flacher  Winkel,  wird  ein  stumpfer  Winkel  ge- 
nannt. 


Man  sagt,  zwei  gerade  Linien  stehen  aufeinander 
senkrecht,  wenn  sie  einen  rechten  Winkel  einschliessen. 

52.  Zwei  sich  schneidende  unbegrenzte  gerade  Linien  erzeugen 
in  ihrer  Ebene  vier  ein&che  Winkel,  und  sind  die  Geraden  auf 
einander  senkrecht,  so  ist  jeder  von  ihnen  ein  rechter  Winkel 

Der  Winkel  paralleler  Geraden  wird  gleich  Null  gesetzt? 

53.  Drehen  sich  in  einer  Ebene  zwei  Halbstralen  a  und  b  um 
ihre  festen  Endpunkte  A  und  B  derart,  dass  sie  stets  zu  einander 
parallel  bleiben,  so  beschreiben  beide  Stralen  einfache  Winkel 
von  gleich  vielen  Halbstralen ,  also  gleiche  Winkel;  a  und  & 
können  dabei  entweder  im  gleichen  oder  auch  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  ihren  Scheitelpunkten  aus  betrachtet, 
parallel  sein«    Solche  Winkel    kann   man   parallele  Winkel 

nennen.    Parallele  Winkel  sind  einander  gleich. 

54.  Die  Schenkel  paralleler  Winkel  sind  beziehungsweise  zu 
einander  parallel,  und  zu  jedem  Halbstral  des  einen 
Winkels  gibt  es  einen  parallelen  Halbstral  im  an- 
dern Winkel. 

55.  Parallele  Winkel  sind  gleichzeitig  spitze  oder  gleizeitig 
stumpfe  Winkel. 

56.  Sind  die  Schenkel  zweier  Winkel  zwar  parallel,  ist  aber 
der  eine  ein  spitzer,  der  andere  ein  stumpfer  Winkel,  so  ist  die 
Sunmie  beider  Winkel  gleich  zwei  Kechten.  Denn  die  Summe 
zweier  Nebenwinkel  ist  gleich  zwei  Bechten  und  jeder  Neben- 
winkel von  einem  der  in  Frage  stehenden  Winkeln  ist  ein  Pa- 
rallelwinkel zum  andern,  also  jenem  gleich. 

57.  Zieht  man  zu  zwei  sich  kreuzenden  Geraden,  d.  i.  zu  zwei 
Geraden,  die  sich  nicht  schneiden  und  nicht  parallel  sind,  zwei 
beziehungsweise  parallele  sich  schneidende  Gerade,  so  nennt  man 
den  Winkel,  den  die  letzteren  einschliessen,  auch  den  Winkel 
der  sich  kreuzenden  Geraden  (33). 

58.  Werden  zwei  parallele  Gerade  von  einer  dritten  Geraden 
geschnitten,  so  entstehen  acht  einfache  Winkel ;  zu  jedem  gibt 
es  zwei  parallele  Winkel,  die  zu  einander  Scheitelwinkel  sind. 

Werden  zwei  gerade  Linien  a  und  b  einer  Ebene  von 
einer  dritten  Geraden  in  den  Punkten  A  und  B  geschnitten  und 
ist  ein  Winkel  bei  A  dem  correspondierenden  bei  B  gleich,  so 
sind  beide  Parallelwinkel,  folglich  sind  a  und  b  zu  einander  pa- 
«diel.  (53.) 

59.  Errichtet  man  in  einer  Ebene  auf  eine  Gerade  zwei  andere 
Gerade    senkrecht,    so    sind   sie  zu  einander  parallel;    denn  es 
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entstehen  acht  rechte  Winkel^  und  wegen  der  Gleichheit  aller 
rechten  Winkel  entstehen  auch  Parallel winkel,  folglich  sind  die 
zwei  Senkrechten  zu  einander  parallel  (54). 

60.  Errichtet  man  in  einer  Ebene  auf  parallele  gerade  Linien 
Senkrechte,  so  sind  diese  letzteren  auch  untereinander  parallel^ 
weil  Parallelwinkel  entstehen. 

61.  Steht  in  einer  Ebene  eine  geri^de  Linie  auf  einer  von  zwei 
parallelen  Geraden  senkrecht,  so  steht  sie  auch  auf  der  anderen 
Geraden  senkrecht,  weil  Parallelwinkel  entstehen. 

62.  Sind  die  Schenkel  eines  spitzen  oder  stumpfen  Winkels 
auf  den  Schenkeln  eines  anderen  spitzen  oder  stumpfen  Winkels 
beziehungsweise  senkrecht,  so  sind  die  beiden  Winkel  einander 
gleich. 

63.  Sind  die  Schenkel  eines  spitzen  oder  stumpfen  Winkels  auf 
den  Schenkeln  eines  anderen  stumpfen  oder  spitzen  Winkels  be- 
ziehungsweise senkrecht;  so  ist  die  Summe  beider  Winkel  gleich 
zwei  Rechten. 

Beide  Sätze  lassen  sich  leicht  beweisen,  wenn  man  durch 
den  Scheitel  des  einen  Winkels  einen  Parallelwinkel  zum  an- 
dern legt. 

64.  Verlängert  man  eine  Dreiecksseite  über  einen  Eckpunkt  des 
Dreieckes  hinaus,  so  entsteht  ein  Aussenwinkel  des  Drei- 
eckes. 

Jeder  Aussenwinkel  ist  ein  Nebenwinkel  eines  inneren 
Winkels. 

Jedes  Dreieck  besitzt  sechs  Aussenwinkel. 

65.  Jene  zwei  inneren  Winkel  eines  Dreieckes,  welche  nicht 
Nebenwinkel  eines  Aussen  winkeis  sind,  heissen  die  Gegenwin- 
kel des  Aussenwinkels. 

66.  Jeder  Aussenwinkel  eines  Dreieckes  ist  gleich  der  Summe 
seiner  Gegenwinkel.  Denn  zieht  man  durch  den  Scheitel  des 
Aussenwinkels  einen  Halbstral  parallel  zur  dritten  Dreiecksseite 
so,  dass  er  den  Aussenwinkel  teilt,  so  ist  jeder  Teil  ein  Pa- 
rallelwinkel zu  einem  der  beiden  Gegenwinkel. 

67.  Die  Summe  der  inneren  Dreieckswinkel  beträgt  einen 
flachen  oder  zwei  rechte  Winkel? 

68.  Zieht  man  in  einer  Ebene  eine  gerade  Linie  s  unter  glei- 
chen Winkeln  gegen  zwei  Gerade  b  und  c,  dann  sagt  man 
8  sei  gegen  b  und  c  gleichgeneigt,  oder  auch  s  schneidet 
die  Geraden  b  und  c  unter  gleichen  Winkeln. 
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Schneidet  man  vom  Scheitel  a  des  Winkels  aus,  auf  beiden 
Genulen  gleich  lange  Strecken  ab,  und  verbindet  sie  durch  ge- 
rade Linien,  so  erhält  man  zu  b  und  c  zwei  gleichgeneigte  Rieh- 
tongen;  die  eine  gehört  zu  dem  spitzen,  die  andere  zu  dem 
stumpfen  Winkel  den  b  mit  c  bildet. 

69.  Sind  zwei  Dreieckseiten  zur  dritten  Seite  gleichgeneigt,  so 
besitzt  das  Dreieck  zwei  gleiche  Winkel,  die  an  der  dritten  Seite 
liegen. 

70.  Ein  Dreieck  mit  zwei  gleichen  Winkeln  ist  bekanntlich 
auch  gleichschenklig,  denn  halbiert  man  den  dritten  Winkel,  so  ent- 
stehen zwei  congruente  Dreiecke,  woraus  dann  folgt:  1%  die 
Halbierungsgerade  steht  auf  der  Qrundlinie  senkrecht ;  2.  sie 
halbiert  die  Grundlinie  und  3.  die  beiden  andern  Dreiecksseiten 
sind  einander  gleich. 

71.  Sind  je  zwei  Dreiecksseiten  zur  dritten  Seite  gleich* 
geneigt,  so  ist  das  Dreieck  gleichseitig,  folglich  ist  jeder  Winkel 
Zweidrittel  eines  Rechten. 

iliehenwlokel.  Za  einander  senkrechte  Ebenen.  Die  Normalen 

einer  Ebene. 

§•  4. 

72.  Ein    vollständiger    Flächenwinkel    ist    jener 

Raum,  den  eine  unbegrenzte  Ebene  durchläuft,  wenn  sie   sich 

um  eine  in   ihr  angenommene   feste  Gerade  dreht.     Diese   feste 

Gerade  ist  die  Scheitellinie  und  die  erste  und  letzte  Lage  der 

sich  bewegenden  Ebene  sind  die  Schenkel  des  Winkels. 

73.  Ein  vollständiger  Flächenwinkel  besteht  aus  zwei  ein- 
fachen Flächen  winkeln,  Scheitelwinkel  genannt 

74.  Scheitelvrinkel  sind  einander  gleich,  weil  sie  vermöge  ihrer 
Entstehung  aus  gleich  vielen  Halbebenen   zusammengesetzt  sind. 

75.  Ist  der  Raum  eines  vollständigen  Flächenwinkels  noch 
nicht  der  ganze  unendliche  Raum,  so  ist  der  fehlende  Theil  aber- 
mals ein  vollständiger  Flächen winkel ,  der  Ergänzungswinkel  des 
gegebenen  Winkels  zum  unbegrenzten  Raum. 

76.  Die  Summe  zweier  Ergänzungs-Flächenwinkcl  ist  dem- 
nach dem  ganzen  unendlichen  Räume  gleich. 

77.  Jede  unbegrenzte  Ebene  teilt  den  unendlichen  Raum 
in  zwei  Halb  räume. 
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78.  Jeder  Halbraum  kann  als  ein  einfacher  Fläohenwinkel  an- 
gesehen werden,  der  entsteht,  wenn  sich  eine  Halbebene  um  ihre 
feste  Begrenzungsgerade  so  lange  weiter  dreht,  bis  sie  die  Ver- 
längerung oder  Erweiterung  ihrer  ersten  Lage  bildet. 

79.  Ein  dem  Halbraume  gleicher  Flächenwinkel  heisst  ein 
flacher  Flächenwinkel. 

80.  Wird  ein  flacher  Flächenwinkel  in  zwei  einfache  Flächen- 
winkel geteilt,  so  nennt  man  j  eden  den  Neben  fläohenwinkel 
des  andern.  Die  Sunmie  von  zwei  Nebenflächenwinkeln  ist  daher 
gleich  einem  flachen  Flächenwinkel. 

•  81.  Gleiche  Flächenwinkel  sind  congruent,  d.  h.  man  kann  sie 
so  ineinander  legen,  dass  die  Schenkel  des  einen  mit  den  Schen- 
keln des  anderen  zusammenfallen. 

82.  Sind  zwei  Nebenflächenwinkel  einander  gleich,  so  wird 
jeder  ein  rechter  Flächenwinkel  genannt. 

Ein  rechter*  Flächenwinkel  ist  sonach  jener,  der  seinem  Ne- 
benflächenwinkel gleich  ist. 

83.  Ein  rechter  Flächenwinkel  R  ist  die  Hälfte  eines  flachen 
Flächenwinkels  oder  der  vierte  Teil  des  unendlichen  Raumes, 
d.  i.  eines  vollen  Flächenwinkels. 

84.  Alle  rechten  Flächenwinkel  sind  einander  gleich. 

Die  Summe  von  zwei  Nebenflächenwinkeln  ist  zwei  rechten 
Flächenwinkeln  gleich. 

85.  Jeder  Flächenwinkel,  der  kleiner  ist  als  ein  rechter  Flä- 
chenwinkel, wird  ein  spitzer;   jener  Flächenwinkel,  der  grösser 

ist  als  ein  rechter  aber  kleiner 
als  ein  flacher  Flächenwinkel, 
wird  ein  stumpfer  Flächenwinkel 
genannt. 

86.  Man  sagt  zwei  Ebe* 
nen  stehen  aufeinander 
senkrecht,  wenn  sie  einen 
rechten  Flächenwinkel  einschlies- 
sen  (82). 

87.  Zwei  sich  schneidende 
unbegrenzte  Ebenen  erzeugen  im 
Räume  vier  einfache  Flächenwin- 
kel und  sind  die  Ebenen  aufeinander  senkrecht,  so  ist  jeder  von 
ihnen  ein  rechter  Flächenwinkel. 

Der  Winkel  paralleler  Ebenen  wird  gleich  Null  gesetzt? 


Fig. 
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88.  Drehen  sich  im  Räume  zwei  Halbebenen  a  und  h  um  ihre 
festen  Begrenzungsgeraden  A  und  B  derart,  dass  sie  stets  zu  ein- 
ander parallel  bleiben,  so  beschreiben  beide  Halbebenen  ein&che 
Fischenwinkel  von  gleich  vielen  Halbebenen,  also  gleiche  Flä- 
chenwinkel; a  und  h  können  dabei  entweder  im  gleichen  oder 
auch  im  entgegengesetzen  Sinne  von  ihren  Scheitellinien  .aus  be* 
trachtet,  parallel  sein.  Solche  Flächenwinkel  kann  man  paral- 
lele Flächen  winke!  nennen.  Parallele  Flächenwinkel  sind  ein- 
ander gleich. 

89.  Die  Schenkel  paralleler  Flächenwinkel  sind  beziehungs- 
weise zu  einander  parallel  und  zu  jeder  Halbebene  des  einen 
Flächenwinkels  gibt  es  eine  parallele  Halbebene  im  anderen  Flä- 
chenwinkeL 

90.  Parallele  Flächenwinkel  sind  gleichzeitig  spitze  oder 
gleichzeitig  stumpfe  Winkel. 

91.  Sind  die  Schenkel  zweier  Flächenwinkel  zwar  parallel, 
ist  aber  der  eine  ein  spitzer,  der  andere  ein  stumpfer  Winkel, 
so  ist  die  Summe  beider  Winkel  gleich  zwei  Rechten. 

Werden  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene  ge- 
schnitten, so  entstehen  acht  ein£Etche  Flächenwinkel;  zu  jedem 
gibt  es  zwei  parallele  Flachenwinkel,  die  zu  einander  Scheitel- 
winkel sind. 

92.  Werden  zwei  Ebenen  a  und  b  von  einer  dritten  Ebene  in 
den  Geraden  A  und  B  geschnitten  und  ist  ein  Winkel  bei  A  dem 
correspondirenden  Winkel  bei  B  gleich,  so  sind  beide  Parallel- 
Winkel;  folglich  sind  die  Ebenen  a  und  b  zu  einander  parallel. 

93.  Errichtet  man  in  ^iner  von  zwei  aufeinander 
senkrechten  Ebenen  auf  die  Durchschnittsgerade  eine 
senkrechte  Gerade,  so  steht  diese  auf  allen  Geraden 
senkrecht,  die  man  in  der  anderen  Ebene  durch  ihren 
Fasspunkt  ziehen  kann.  Um  diesen  sehr  wichtigen  Satz  in 
Verbindung  mit  sinnlicher  Anschauung  zu  beweisen,  nehme  der 
Lernende  in  Ermanglung  von  wirklichen  geometrischen  Ebenen» 
zwei  Blätter  ebenen  Papieres,  bringe  sie  zur  Deckung,  ziehe  im 
ersten  Blatt  zwei  unter  einem  rechten  Winkel  sich  schneidende 
gerade  Linie  a  und  xx  (Fig.  1),  sodann  auch  im  zweiten  Blatt 
zwei  solche  Gerade  a*  und  x'xf^  jedoch  so,  dass  a  und  a\  ebenso 
XX  und  afa'  sich  decken,  so  muss  auch  der  Schnittpunkt  A  von 
a  und  XX  den  Schnittpunkt  A'  von  a*  mit  xfx'  decken.  Sodann 
ziehe  man  in  der  ersten  Ebene  durchs  eine  beliebige  Halb- 
gerade b  vaiiA  als  Endpunkt  und  im  zweiten  Blatt  eine  Halb- 
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gerade  6',  die  von  b  gedeckt  wird,  so  ist  der  spitze  Winkel  tCy 
den  b  mit  x  einschliesst ,  dem  Winkel  w*  gleich;  den  6'  mit  x' 
bildet,  weil  sich  beide  Winkel  decken« 

Die  Gerade  xx  teilt  das  erste  Blatt  in  zwei  Teile ,  B  und 
Q  wie  es  Fig.  1  zeigt;  ebenso  teilt  auch  x'x'  das  zweite  Bl4tt 
in  zwei  Theile  B'  und  C\ 

Nun  falte  man  beide  Blätter  längs  den  Geraden  xx  und 
x'x^y  stelle  die  Ebene  B  senkrecht  zu  C  (86),  so  ist  auch  die  Ebene 
B'  senkrecht  zu  C^  und  ist  nun  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  a 
auf  bj  oder  was  dasselbe  ist,  dass  a'  auf  b'  senkrecht  steht. 

Man  nehme  das  erste  Blatt  und  lege  es  mit  seiner  Rück- 
seite von  B  so  an  die  Rückseite  von  £',  dass  xx  mit  x'x'  und 
A  mit  A^  zusammenfällt,  so  muss  auch  a  mit  a'  zusammenfallen, 
weil  a  auf  xx  und  a'  auf  x'x^  senkrecht  ist.  Nun  muss  aber  die 
Halbgerade  b  in  die  Verlängerung  von  b'  fallen,  denn  erstens 
fällt  schon  die  Ebene  C  in  die  Erweiterung  von  C%  wegen  des 
senkrechten  Standes  der  Ebenen  B  gegen  C  und  B'  gegen  C% 
und  zweitens  haben  die  einander  gleichen  Winkel  w  und  w'  den 
Scheitel  A  und  einen  Schenkel  xx,  welcher  mit  x'x^  zusammen- 
fällt, gemein;  folglich  sind  to  und  w*  Scheitelwinkel  und  deshalb 
fällt  b  in  die  Verlängerung  von  b\ 

Die  beiden  Winkel,  welche  von  a  mit  b  und  von  a'  mit  6' 
gebildet  werden,  sind  jetzt  Nebenwinkel;  weil  aber  diese 
Winkel  vorher,  ehe  man  noch  die  Rückseiten  von  B  und  B' 
vereinigte,  sich  deckten,  so  sind  sie  einander  gleich,  mithin 
ist  jeder  ein  Rechter,  also  ist  a  zu  6  senkrecht,  was  zu  bewei- 
sen war  (50). 

Einige  der  folgenden  Sätze  betrachte  man  unter  Ansicht  des 
Modelles'zu  Fig.  1. 

94.  EineNormale,  ein  Perpendikel  oder  eine  Senk- 
rechte zu  einer  Ebene  ist  jene  Gerade,  welche  auf  allen 
durch  ihren  Schnittpunkt  in  der  Ebene  gezogenen  Geraden  senk- 
recht steht  In  dem  zu  Fig.  1  angefertigten  Modelle  ist  die  Ge- 
rade a  eine  Normale  zur  Ebene  C,  weil  a  auf  b  senkrecht  steht 
und  b  jede  beliebige  Gerade  bedeutet,  die  man  in  der  Ebene 
C  durch  den  Fusspunkt  A  ziehen  kann. 

95.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  A  einer  Geraden  a 
alle  zu  ihr  möglichen  Senkrechten,  so  bilden  diese  eine  Ebene,  auf 
der  die  Gerade  a  senkrecht  steht;  denn  diese  Gerade  entspricht 
dem  Begriffe  einer  Normale  (94), 
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96.  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht;  so  sagt 
man  auch  umgekehrt,  die  Ebene  stehe  senkrecht  auf 
der  Geraden. 

97.  Durch  einen  angenommenen  Punkt  einer  Geraden  kann 
man  auf  diese  nur  eine  einzige  senkrechte  Ebene  errichten.  Ist 
die  Gerade  ein  Schenkel  und  der  angenommene  Punkt  der  Scheitel 
eines  rechten  Winkels,  und  dreht  man  den  rechten  Winkel  um 
den  festen  Schenkel,  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  die  einzig 
mögliche  durch  den  Scheitel  gehende  senkrechte  Ebene. 

98.  Durch  einen  Punkt  A  einer  Ebene  kann  man  nur 
eine  einzige  Normale  zur  Ebene  errichten;  denn  ist  a 
eine  Normale  zu  einer  Ebene  C  und  denkt  man  sich  durch  A 
irgend  eine  Gerade  p  gezogen,  welche  aber  nicht  mit  a  zusam- 
menfallt, so  kann  man  durch  a  und  p  eine  Hilfsebene  legen, 
welche  die  Ebene  C  in  einer  Geraden  schneiden  wird ,  die  wir 
b  nennen  wollen.  Weil  a  auf  der  Ebene  C  senkrecht  steht  ^  so 
ist  der  von  a  mit  b  eingeschlossene  Winkel  ein  Rechter,  folglich 
ist  der  von  p  mit  b  eingeschlossene  Winkel  ein  vom  rechten 
Winkel  verschiedener,  d.  h.  p  steht  nicht  senkrecht  auf  &,  folg- 
lich auch  nicht  senkrecht  auf  der  Ebene  C,  also  ist  a  die  einzige 
Normale  durch  A  zur  Ebene  C. 

99.Steht  eine  Gerade  auf  zwei  an  deren  sich  schnei- 
denden Geraden  senkrecht,  so  ist  sie  auch  senkrecht 
zur  Ebene  dieser  Geraden;  denn  steht  bei  dem  Modell  zu 
Fig.  1  die  Gerade  a  auf  b  und  xx  senhrecht,  so  ist  nachweis- 
bar, dass  der  Flächenwinkel  B  C  dem  Flächenwinkel  B'  C  gleich 
ist,  dass  also  die  Ebene  B  auf  C,  folglich  auch  a  nach  (93)  auf  der 
Ebene  C  senkrecht  steht. 

100.  Bewegt  sich  eine  Gerade  in  einer  von  zwei  aufeinander 
senkrechten  Ebenen  so  weiter,  dass  sie  stets  auf  der  Durch- 
schnittsgeraden beider  Ebenen  senkrecht  ist,  so  steht  sie  auch  in 
leder  ihrer  Lagen  senkrecht  auf  der  zweiten  Ebene.  Hieraus  folgt : 

Bewegt  sich  eine  .Gerade  a  so  weiter,  dass  sie  auf  einer 
Ebene  senkrecht  bleibt  und  dabei  stets  eine  und  dieselbe  Gerade 
der  Ebene  schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  zweite  Ebene,  die  auf 
der  ersteren  senkrecht  steht;  die  Gerade  a  bleibt  zu  ihrer  ersten 
Lage  parallel  (59). 

Um  daher  durch  eine  Gerade  &,  die  schief  zu  einer  Ebene 
«  steht,  eine  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  u  zu  legen,  wird  man 
durch  irgend  einen  Punkt  der  Geraden  b  eine  Normale  zur  Ebene 
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u  ziehen,    dann   muss   die  durch  diese  Normale  und  die  Gerade 
b  gelegte  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  u  sein. 

101.  Steht  eine  Gerade  a  auf  einer  Ebene  C  senk- 
recht;  so  ist  jede  durch  a  gelegte  Ebene  B  senkrecht 
zur  Ebene  C.  Denn  die  Ebene  B  kann  man  sich  entstanden 
denken  durch  die  parallele  Weiterbewegung  der  Geraden  a  längs 
einer  in  der  Ebene  C  liegenden  Geraden  xx  (100). 

102.  Stehen  zwei  Ebenen  auf  einer  dritten  Ebene  senkrecht,  so 
ist  auch  ihre  Durchschnittsgerade  auf  der  dritten  Ebene  senkrecht. 
Denn    legt   man    durch    eine  zu  einer  Ebene  senkrechte  Gerade 
zwei  Ebenen,   so  sind  diese  auf  der  gegebenen  senkrecht ^   und' 
hieraus  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes. 

103.  Steht  eine  Ebene  senkrecht  auf  zwei  anderen  Ebenen,  so 
ist  sie  auch  senkrecht  zu  deren  Durchschnittslinie.  Aus  dem  vor- 
hergehenden Satze  ist  auch  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ein- 
zusehen. 

104.  Sind  zwei  Ebenen  aufeinander  senkrecht  und  errichtet 
man  in  den  Darchschnittspunkten  Normalen  auf  die  eine  Ebene, 
so  bilden  sie  zusammen  die  zweite  zur  ersteren  senkrechte  Ebene 
(100). 

105.  Sind  zwei  gerade  Linien  auf  einer  und  derselben  Ebene 
senkrecht,  so  sind  sie  zu  einander  parallel  (100). 

106.  Sind  zwei  Ebenen  auf  einer  dritten  Ebene  senkrecht,  sind 
aber  die  Durchschnittsgeraden  mit  der  dritten  Ebene  parallel, 
so  sind  auch  die  zwei  Ebenen  zu  einander  parallel. 

107.  Steht  eine  Ebene  Ca  uf  ein  er  Geraden  a  senk- 
recht, 80  ist  sie  senkrecht  auf  j  eder  durch  die  Gerade 
a  gelegten  Ebene;  denn  legt  man  z.  B.  die  Ebene  durch  a 
und  6,  so  kann  diese  durch  parallele  Weiterbewegung  von  a  ent- 
standen gedacht  werden,  und  weil  a  eine  Normale  zur  Ebene  C 
ist,  so  sind  beide  Ebenen  aufeinander  senkrecht. 

108.  Führt  man  auf  eine  Gerade  a  einer  Ebene  B 
eine  senkrechte  Ebene  C,  so  müssen  beide  Ebenen  auf- 
einander senkrecht  stehen,*  denn  man  kann  sich  jede  dieser 
zwei  Ebenen  durch  die  parallele  Weiterbewegung  der  Normale 
entstanden  denken  (100). 

109.  Alle  auf  derselben  Geraden  oder  zu  parallelen  Geraden 
senkrechten  Ebenen  sind  untereinander  parallel. 

110.  Steht  eine  Gerade  auf  einer  von  zwei  parallelen  Ebenen 
senkrecht,  so  ist  sie  auch  zur  zweiten  Ebene  senkrecht. 
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111.  Von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Ebene  kann  man 
nur  eine  einzige  Normale  zur  Ebene  legen.  Ist  P  der  Punkt,  a 
die  Normale  und  p  eine  beliebige  andere  durch  P  gedachte 
Gterade,  deren  Fusspunkt  in  der  Ebene  C  mit  P*  bezeichnet  wer- 
den soll ,  während  A  der  Fusspunkt  von  a,  so  Mst  das  Dreieck 
PAP*  bei  A  rechtwinklig,  weil  a  eine  Normale  zur  Ebene  Cy 
folglich  kann  die  gedachte  Gerade  p  mit  AP*  keinen  rechten 
Winkel  einschliessen,  also  kann  auch  p  keine  Normale  zur  Ebene 
C  sein;  mithin  ist  a  die  einzige  Noimale,  die  von  P  auf  die  Ebene 
C  möglich  ist. 

112.  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht,  so  steht 
sie  auch  auf  jeder  anderen  sie  kreuzenden  (33),  aber  in  der  Ebene 
liegenden  Geraden  senkrecht  (57). 

113.  Kann  man  durch  eine  von  zwei  sich  kreuzenden  Geraden 
eine  Ebene  senkrecht  zur  anderen  Geraden  legen,  so  ist  der  Win- 
kel der  sich  kreuzenden  Geraden  ein  Rechter. 

114.  Durch  jede  von  zwei  aufeinander  senkrechten  sich  kreu- 
zenden oder  sich  schneidenden  Geraden  kann  man  eine  Ebene 
senkrecht  auf  die  andere  Gerade  legen. 

Von  der  Neigaag  and  dem  Parallellsmus  gerader  Linien    gegen 

Ebenen  and  Ebenen  gegen  Ebenen. 

§.  5. 

115.  Zieht  man  von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Ebene 
eine  Normale  zu  einer  Ebene,  so  nennt  man  den  Schnitt  mit  der 
Ebene  die  senkrechte  oder  orthogonale  Projection  des 
Punktes   auf   der  Ebene. 

116.  Die  Entfernung  eines  Punktes  von  seiner  orthogonalen 
Projection  ist  die  kürzeste  Strecke,  die  sich  zwischen  dem  Punkte 
und  der  Ebene  ziehen  lässt.  Denn  bezeichnet  man  den  Punkt 
ausserhalb  der  Ebene  mit  A ,  seine  senkrechte  Projection  mit  A' 
(lese  A  Strich,  und  wenn  die  Ziffer  rechts  unten  steht,  z.  B.  A^ 
lese  man  A  drei),  und  ist  B  irgend  ein  Punkt  der  Ebene,  so  ist 
das  Dreieck  AÄ B  bei  A  rechtwinklig,  folglich  ist  AB  die  Hypo- 
thenuse  und  demnach  länger  als  die  Kathete  A  A\  Da  diese  Be- 
merkung für  alle  Punkte  der  Ebene  gilt,  so  ist  AA*  die  kürzeste 
Strecke  von  A  bis  zur  Ebene.  Man  bezeichnet  sie  als  den  Ab- 
stand des  Punktes  von  der  Ebene. 

Schlesinger,  Geometrie.  2 
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117.  Alle  Punkte  einer  Ebene,  die  von  der  orthogonalen  Pro- 
jection  A*  eines  Punktes  A  gleiche  Abstände  haben,  sind  auch  vom 
Punkte  A  gleich  weit  entfernt.  Denn  sind  B  und  C  irgend  zwei 
Punkte  der  Ebene,  wobei  A'B=A'  C,  so  ist  A^-^'^  =  A^-^'C^? 
weil  sie  zwei  Seiten  und  den  von  ihnen  bei  A*  eingeschlossenen 
rechten  Winkel  wechselseitig  gleich  haben,  folglich  ist  -4J5  =  -4  C 
w.  z,  b.  w, 

118.  Eine  gerade  Linie,  welche  keine  Normale  zu  einer 
Ebene  ist,  wird  schief  zur  Ebene  genannt,  wenn  sie  die  Ebene 
in  einem  wirklichen  Punkte  schneidet. 

119.  Schneidet  eine  gerade  Linie  eine  Ebene  in  einem  un- 
endlich fernen  Punkte,  so  sagt  man,  die  Gerade  ist  zur  E  bene, 
sowie  auch  die  Ebene  ist  zur  Geraden  parallel. 

120.  Projiciert  man  eine  beliebige  Gerade  orthogonal  auf 
eine  Ebene,  so  ist  die  Projection  eine  gerade  Linie;  denn  zieht 
man  durch  alle  Punkte  einer  zur  Ebene  schiefen  oder  parallelen 
Geraden  Normalen  zur  Ebene ,  so  erzeugen  diese  eine  neue  zur 
gegebenen  Ebene  senkrechte  Ebene  und  die  Projectionen  aller 
Punkte  der  Geraden  liegen  sodann  in  der  Durchschnittslinie  bei- 
der Ebenen. 

121.  Die  orthogonale  Projection  einer  Normale 
ist  ein  Punkt. 

122.  Nähert  «ich  ein  Punkt  in  einer  geraden  Linie  ihrem 
Durchschnitte  mit  einer  Ebene,  so  nähert  er  sich  seiner  orthogo- 
nalen Projection  auf  der  Ebene,  folglich  auch  der  Ebene. 

Gelangt  der  Punkt  in  seine  orthogonale  Projection,  so  liegt 
er  im  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Ebene. 

123.  Fällt  ein  Punkt  mit  seiner  Projection  zusammen  ,  so. 
liegt  er  selbst  in  der  Ebene,  auf  die  man  ihn  projicierte. 


Fig.  2. 


124.  Ist  eine  Gerade  zu  einer  Ebene 
parallel,  so  kann  sich  der  in  ihr  bewe- 
gende Punkt  dem  unendlich  fernen 
Sclinittpunkte  nicht  nähern ,  weil  ja  jeder 
wirkliche  Punkt  einer  Geraden  von  ihrem 
unendlich  fernen  Punkte  unendlich  weit 
entfernt  ist  (15);  der  Punkt  nähert  oder 
entfernt  sich  also  auch  nicht  von  seiner 
Projection  (122);  somit  haben  alle 
Punkte  einer  Geraden,  die  zu 
einer  Ebene  parallel  läuft,  von  der  Ebene  gleiche  Ab- 
stände (116). 
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125.  Ist  eine  Gerade  p  zu  einer  Ebene  A  parallel,  so  ist  sie 
auch  zu  jeder  Geraden  der  Ebene  A  parallel,  welche  in  einer  durch 
p  beliebig  geführten  Ebene  liegt. 

126.  Wenn  zwei  Ebenen  A  und  B  zu  einer  Geraden  p  pa- 
rallel sind ,  so  ist  ihre  Durchschnittslinie  a  zm  p  parallel ;  oder : 
wenn  eine  Gerade  p  zu  zwei  Ebenen  A  und  B  parallel  läuft, 
80  geht  sie  auch  zur  Durchschnittsgeraden  a  beider  Ebenen  pa- 
ralleL  Denn  eine  Ebene  C,  die  durch  p  und  irgend  einen  Punkt 
M  der  Geradän  a  geht,  schneidet  A  und  B  in  zwei  zu  p  paral- 
len  Geraden  (125).  Beide  haben  M  gemein,  also  fallen  sie  mit  a 
zusammen,  somit  ist  p  zu  a  parallel. 

127.  Durch  jede  von  zwei  sich  kreuzenden  Geraden  kann 
man  eine  Ebene  legen,  parallel  zur  anderen  Geraden.  Denn  be- 
zeichnet man  die  eine  der  sich  kreuzenden  Geraden  mit  a ,  die 
andere  mit  b,  wählt  in  einer  derselben,  etwa  in  b  einen  Punkt  Bf 
durch  welchen  eine  Gerade  a'  parallel  zu  a  gezogen  gedacht  wird, 
8o  ist  die  durch  b  und  a'  bestimmte  Ebene  zu  der  Geraden  a 
parallel. 

128.  Zieht  man  durch  den  Schnitt-  oder  Fusspunkt  ilf  einer 
Geraden  m,  die  schief  steht  zu  einer  Ebene  E,  eine  Normale  p 
zur  Ebene  E^  so  ist  der  von  der  schiefen  Geraden  mit  der  Fuss- 
punkt-Normale  gebildete  Winkel  die  normale  Abweichung 
der  Geraden  gegen  die  Ebene. 

129.  Der  Winkel,  den  eine  Gerade  mit  ihrer  orthogonalen 
Projection  auf  einer  Ebene  einschliesst,  wird  der  Neigungs- 
winkel der  Geraden  gegen  die  Ebene  genannt. 

130.  Die  Summe  aus  dem  Neigungswinkel  und  der  norma- 
len Abweichung  einer  Geraden  gegen  die  Ebene  beträgt  einen 
rechten  Winkel;  ein  Schenkel  desselben  ist  die  Fusspunktsnor- 
male,  der  andere  die  orthogonale  Projection  der  schiefen  Geraden. 

131.  Zieht  man  durch  den  FuHspunkt  M  einer  Geraden  m, 
deren  orthogonale  Projection  auf  einer  Ebene  E  mit  m*  bezeich- 
net werden  soll,  in  der  Ebene  E  auf  m'  eine  Gerade  n  senkrecht, 
BO  steht  auch  n  auf  der  Geraden  m  senkrecht;  denn  n  ist  eine 
Normale  zu  der  Ebene  mm\  weil  sie  in  der  einen  von  zwei  auf- 
einander senkrechten  Ebenen^  auf  der  Durchschnittsgeraden  senk- 
recht steht  (120,  140). 

Zur  Versinnlichung  dieses  Satzes  halte  der  Lernende  eine 
materielle  «gerade  Linie,  z.  B.  einen  Drat,  derart  gegen  die  Zeich- 
nung der  Fig.  2,  auf  dass  der  Drat  die  Ebene  E  im  Punkte  M 

2* 
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trifft,  und  dass  alle  von  dem  Drat  auf  die  Ebene  E  gedachten 
Normalen,  die  Ebene  E  in  m*  schneiden,  so  ist  die  durch  m  und 
mf  gehende  Ebene  auf  der  Ebene  E  senkrecht ,  und  man  sieht 
ohneweiters  ein ,  dass  n  auf  m  oder  m  auf  n  senkrecht  steht 
Gleichzeitig  bemerkt  man  auch,  dass  die  Neigung  der  Geraden  m 
gegen  ihre  Projection  m*  beliebig  gross  angenommen  werden  kann. 
132.  Der  Neigungswinkel  einer  geraden  Linie  gegen  eine 
Ebene  ist  der  kleinste  unter  allen  jenen  Winkeln,  welche  die 
Gerade  mit  den  durch  ihren  Fusspunkt  in  der  Ebene  gezogenen 
Geraden  bildet ;  denn  nehmen  wir  in  der  zu  Fig.  2  gehörigen 
Raumgeraden  m  einen  Punkt  P  beliebig  an,  und  setzen  voraus, 
F  sei  seine  orthogonale  Projection  auf  der  Ebene  Ej  so  ist  PP* 
die  kiirzeste  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  Ebene  E.  Ziehen 
wir  durch  den  Fusspunkt  M  in  der  Ebene  E  eine  beliebige 
Gerade  o  und  machen  OP,  =  OP*  (lese  OP  Eins  gleich  OP 
Strich),  so  haben  die  beiden  im  Räume  liegenden  Dreiecke  MPP^ 
und  MP  J\  zwei  Seiten  wechselseitig  gleich  und  die  dritten  Seiten 
ungleich;  mithin  ist  Her  den  dritten  Seiten  gegenüberliegende 
Winkel  in  jenem  Dreiecke  der  kleinere ,  in  welchem  die  dritte 
Seite  die  kleinere  ist ;  sonach  ist  wirklich  ^  P  MP*  <  "^^  PMP^ 
w.  z.  b.  w. 

133.  Flächenwinkel  werden  durch 
solche  ebene  Winkel  gemessen,  welche 
zu  ihrem  Nebenwinkel  in  demselben  Ver- 
hältnisse stehen,  wie  der  Flächen winkel 
zu  seinem  Nebenflächenwinkel. 

Bringen  wir  zum  Zwecke  der  Ver- 
sinnlichung  des  Messens  von  Flächen- 
winkeln eine  materielle  gerade  Linie  p 
in  eine  Lage  zur  Zeichnung  der  Fig.  3, 
bei  welcher  sie  die  Papierebene  E  in  dem 
Punkte  P  schneidet  und  ausserdem  noch  auf  der  Ebene  Ej  also 
auch  auf  den  zwei  beliebigen  Geraden  a  und  b  senkrecht  steht, 
so  steht  auch  jede  durch  p  gelegte  Ebene  senkrecht  zu  E,  Dreht 
man  die  durch  p  und  a  gedachte  Halbebene  ump  allmälig  herum, 
und  bewegt  sich  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  E  aus  der  Lage  Pa 
über  Pb  nach  Pa%  so  ist  ohne  weiteren  Beweis  ersichtlich,  dass 
sich  der  von  der  unbegrenzt  gedachten,  um  p  beweglichen  Halb- 
ebene zuerst  durchlaufene  Raum  zum  Nebenflächenwinkel  verhält, 
wie  der  Winkel  a  zu  seinem  Nebenflächenwinkel  ß.  Sonach  ist 
V.  «  das  Mass  des  zuerst  besprochenen  Flächenwinkels, 
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Durch  diese  Betrachtung  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse: 

134.  Ein  von  zwei  Halbebenen  gebildeter  Flächenwinkel 
wird  von  jenem  ebenen  Winkel  gemessen ,  der  entsteht  y  wenn 
man  senkrecht  zur  Durchschnittsgeraden  beide  Ebenen  mit  einer 
dritten  Ebene  schneidet. 

Je  nachdem  das  Mass  eines  Flächenwinkels  ein  spitzer  oder 
stumpfer  ebener  Winkel;  ist  auch  der  Flächenwinkel  ein  stumpfer 
oder  spitzer.  In  Fig.  3  ist  der  einfache  Flächenwinkel;  dessen 
Schenkel  die  Halbebenen  sind ,  die  man  durch  die  Normale  p 
und  die  Halbgeraden  b  und  a^  legen  kanu;  ein  stumpfer  Flächen- 
winkel und  der  ebene  stumpfe  Winkel  ß  sein  Mass. 

135.  Errichtet  man  in  irgend  einem  Punkte  der  Durchschnitts- 
geraden zweier  Halbebenen  in  jeder  auf  die  Durchschnittsgerade 
eine  Senkrechte,  so  bilden  diese  die  Schenkel  eines  ebenen  Win- 
kels;  welcher  den  Flächenwinkel  der  beiden  Halbebenen  miest. 

136.  Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  B  des  Baumes  auf 
zwei  Ebenen  E^  E^  Normalen  p^  p^y  so  müssen  beide  Normalen 
in  einer  Ebene  liegen ;  welche  senkrecht  steht  auf  der  Durch- 
Bcbnittsgeraden  der  Ebenen  Ei  E^. 

Behufs  der  Versinnlichung  dieses  Satzes  denke  man  sich 
bei  Fig.  3  durch  a  und  b  zwei  materielle  Ebenen  E^  E^  senk- 
recht zur  Ebene  E  gehalten  und  fälle  von  irgend  einem  Punkte 
B  der  Ebene  E  Senkrechte  p^  und  p^  auf  a  und  b,  so  sind  diese 
auch  Normalen  auf  die  Ebenen  Ei  und  E2  und  man  sieht,  dass 
beide  Normalen  in  einer  Ebene  E  liegen;  die  auf  E^  E%  und  so- 
nach auch  auf  der  Dnrchschnittsgeraden  p  dieser  zwei  Ebenen 
senkrecht  steht. 

137.  Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  auf  zwei  Ebenen 
Normalen,  so  ist  der  spitze  Winkel  der  Normalen  das  Mass  des 
spitzen  Flächenwinkels.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  beiden  stum- 
pfen Winkel.  Die  Richtigkeit  des  Satzes  erkennt  man  aus  Fig.  3. 

138.  Führt  man  auf  zwei  beliebige  gerade  Linien  senkrechte 
Ebenen;  so  kreuzt  (33)  deren  Durchschnittsgerade  die  gegebenen 
Geraden  rechtwinklig  (112). 

Die  Kugel. 

§.  6. 

139.  Jede  geschloesene  Fläche ,  deren  Punkte  von  einem 
ausser  ihr  gelegenen  Punkte  0  gleiche  Abstände  besitzen,  wird 
eine  Eugelfläche  genannt 
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Dieser  Punkt  0  ist  der  Mittelpunkt  und  seine  Entfernung 
22  von  der  Kugelfläcbe  der  Eugelradius  oder  HalbmeBser 
der  Kugel. 

140.  Schneidet  man  eine  Kugel  mit  einer  Ebene,  so  wird 
der  Schnitt  ein  Kreis  (336) ,  dessen  Mittelpunkt  dort  liegt ,  wo 
die  aus  dem  Kugelmittelpunkt  zur  schneidenden  Ebene  gezogene 
Normale  diese  Ebene  schneidet.  Der  Beweis  lässt  sich  leicht 
mittelst  (117)  führen. 

141.  Ebenen,  welche  vom  Kugelmittelpunkt  gleiche  Abstände 
haben,  schneiden  die  Kugel  in  congruenten  Kreisen  (338). 

142.  Ebenen  durch  den  Kugelmittelpunkt  schneiden  die  Ku* 
gel  in  grössten  Kreisen ,  d.  i.  in  Kreisen ,  welche  den  Kugel- 
halbmesser zum  Badius  haben. 

143.  Wenn  die  Durchschnittsgerade  zweier  Ebenen  die  Ku- 
gel schneidet,  so  müssen  sich  in  denselben  Punkten  auch  die 
Kreise  treffen^  welche  die  Ebenen  auf  der  Kugel  erzeugen. 

144.  Ebenen ,  welche  vom  Kugelmittelpunkt  die  Entfernung 
gleich  dem  Kugelradius  haben  ^  berühren  die  Kugel  in  einem 
Punkte  und  werden  desshalb  tangierende  Ebenen  oder  Tangenten- 
ebenen an  die  Kugel  genannt. 

145.  Verbindet  man  den  Berührungspunkt  einer  die  Kugel 
berührenden  Ebene  mit  dem  Kugelmittelpunkt,  so  ist  die  Strecke 
dem  Radius  der  Kugel  gleich  und  steht  auf  der  tangierenden  Ebene 
senkrecht. 

146.  Eine  Gerade  kann  eine  Kugelfläche  nur  in  zwei  Punk- 
ten durchschneiden ,  weil  es  in  einer  Geraden  höchstens  zwei 
Punkte  geben  kann,  welche  vom  Mittelpunkte  0  den  Abstand  R 
haben.  Die  von  den  Schnittpunkten  begrenzte  Strecke  wird  eine 
Kugelsebne  genannt. 

147.  Jede  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  Kugelsehne 
ist  ein  Durchmesser  der  Kugel. 

148.  Zwei  durch  die  Endpunkte  desselben  Durchmessers  ge- 
legte Tangentenebenen  sind  zu  einander  parallel  (109). 

149.  Errichtet  man  zu  einer  durch  den  Kugelmittelpunkt  geben- 
den Ebene  alle  möglichen  senkrechten  Sehnen ,  so  werden  diese 
von  der  Ebene  halbiert.  Ist  z.  B.  A^  A^  eine  solche  Sehne  und 
A  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ebene ,  so  ist  /S^A^AO  congruent 
mit  dem  /\  A^AO,  weil  AO  gemeinschaftlich  und  die  Hypothe- 
nuse  AO  der  Hypothenuse  A^^  0  gleich  ist;  mithin  folgt  aus  der 
Congruenz  AyA  =-  A.^Aj  w.  z.  b.  w. 
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150.  Zieht  man  in  einer  Kugel  eine  beliebige  Menge  pa- 
ralleler Sehnen,  so  liegen  ihre  Mittelpunkte  in  einer  Ebene,  welche 
eine  Diametralebene  genannt  wird. 

Unendlich  kurze  Kugelsehnen  sind  Linienelemente;  die  man 
als  auf  der  Kugelfläche  liegend  ansehen  kann. 

151.  Verlängert  man  ein  Linienelement  einer  Kugelfläche 
zu  einer  Geraden,  so  entsteht  eine  Tangente  der  Kugelfläche. 

152.  Verlängert  man  alle  Linienelemente  einer  Kugelfläche, 
welche  auf  demselben  übrigens  beliebigen  Kugelkreise  senkrecht 
stehen,  zu  Tangenten,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  einzigen 
Punkte,  der  in  jener  Geraden  liegt,  die  man  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt senkrecht  auf  die  Kreisebene  errichtet  Denn  bezeich- 
net man  die  erwähnte  Senkrechte  mit  Os^  irgend  einen  Punkt 
des  Kreises  mit  A^  so  ist  das  durch  A  gehende  zum  Kreise  senk- 
rechte Linienelement  auch  ein  Linienelement  jenes  grössten  Krei- 
ses, in  welchem  die  Ebene  OsA  die  Kugel  schneidet,  mithin  trifft 
die  Verlängerung  desselben  die  Gerade  O«  in  einem  Punkte  /S, 
der  fbr  alle  übrigen  zum  Kugelkreise  senkrechten  Linienelemente 
derselbe  ist ,  indem  in  dem  Dreiecke  SA  0  die  Seite  A  0  und  die 
Winkel  bei  A  und  0,  den  entsprechenden  Seiten  und  Winkeln  der 
übrigen  Dreiecke  SBOy  SCO,  .  .  gleich  sind. 

153.  Zieht  man  von  einem  Punkte  /S  ausserhalb  einer  Kugel 
Tangenten  an  sie,  so  liegen  die  Berührungspunkte  in  einem  Kreise, 
der  auf  der  Geraden  SO  senkrecht  steht. 

154.  Liegt  S  im  Unendlichen,  so  werden  die  Tangenten  pa- 
rallel und  der  Berührungskreis  geht  durch  den  Kugelmittelpunkt. 


Zweiter  Absclinitt. 


Da8  Projicieren  in  der  Ebene. 

Das  Projicieren  in  der  Ebene  aaff  eine  oder  auf  mehrere  Gerade. 

Projeetlonsarten.  8ehpfeile.  Ordinaten. 

§•  7. 

In  §.  1  wurde  der  Begriff  des  Projicierens  aufgestellt. 

155.  Liegen  das  Projectionscentrum  und  die  zu  projioieren- 
den  Punkte  in  einer  und  derselben  Ebene,  so  liegen  auch  alle 
projicierenden  Stralen  in  derselben  Ebene  und  man  sagt:  wir 
projicieren  in  der  Ebene. 

Bei  dem  Projicieren  in  der  Ebene  unterscheide  man  zwei 
Fälle  : 

a)  Alle  Projectionen  der  verschiedenen  Punkte  der  Ebene 
liegen  in  einer  und  derselben  geraden  Linie»  oder 

b)  die  Projectionen  werden  nach  den  allgemeinen  Projec- 
tions- Gesetzen  des  §.  1  abgeleitet. 

156.  Das  Projicieren  in  der  Ebene  auf  eine  Gerade« 

Man  bezeichne  das  Projec- 
tionscentrum mit  Sj  die  Projec- 
tionsgerade  oder  Bildge- 
rade,  welche  die  Projectionen 
aller  Punkte  der  Ebene  aufzu- 
nehmen bestimmt  ist,  mit  E,  die 
zu  projicierenden  Punkte  mit 
Buchstaben      ohne 

f^  IJl/  Striche    und    ihre 

mit    rechts      oben 
Strichen. 

157.  Wie  projiciert  man  in  Fig.  4  den  angenom- 
menen Punkt  a  aus  dem  Centrum  8  auf  die  Gerade  E? 

Man  zieht  entweder  wirklich  den  durch  8  und  a  gehenden 
projicierenden  geradlinigen  Stral  und  bestimmt  die  Projection  a' 


beigesetzte 
Projectionen 
beigesetzten 
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als  Schnittpimkt  des  Strales  mit  der  Projectionsgeraden  Ey  oder 
man  strichelt  den  projicierenden  Stral  und  bezeichnet  mit  einer 
kurzen  Linie  die  Projection,  wie  dies  bei  dem  Punkte  b  gesche- 
hen, oder  lässt  endlich  den  projicierenden  Stral  ganz  wog,  wie 
dies  bei  der  Reihe  edef  zu  ersehen  ist. 

158.  Welche  Lage  kann  der  projicierte  Punkt 
gegen  die  Projectionsgerade  haben? 

Entweder  lieg^  er  mit  dem  Projectionscentrum  auf  derselben 
Seite  der  Bildgeradon,  oder  auf  verschie  denen  Seiten. 

159.  Liegt  ein  Punkt  mit  dem  Projectionscentrum  auf  einerlei 
Seite  der  Projectionsgeraden,  so  sagen  wir  er  liege  positiv,  im 
entgegengesetzten  Falle  aber  negativ.  In  Fig.  4  liegen  a,  c,  dj g, h 
positiv,  hingegen  &,  e  und  /  negativ. 

Liegt  der  projicierte  Punkt  positiv,  so  kann  er  entweder 
zwischen  dem  Projectionscentrum  und  der  Bildgeraden  liegen  oder 
nicht  So  ist  z.  B.  die  Lage  des  Punktes  g  eine  positive,  aber  g 
liegt  nicht  mehr  zwischen  8  und  E. ' 

160.  Wenn  man  sich  im  Projectionscentrum  <S  den 
optischen  Mittelpunkt  eines  Auges  denken  würde, 
welches  durch  das  Sehen  die  Punkte  der  Ebene  auf 
die  Oerade  £  projiciert,  kann  dann  das  Auge  auch 
einen  Punkt  auf  E  projicieren,  der  eine  solche  Lage 
besitzt,  wie  der  Punkt  g? 

Offenbar  nicht;  denn  wenn  das  Auge  nach  g  hin  sieht,  so 
kann  es  die  Qerade  E  nicht  sehen,  folglich  kann  es  auch  auf  E 
keine  Projection  erzeugen.  Wenn  man  sich  demnach  die  Projec- 
tionen  auf  der  Geraden  E  durch  das  Sehen  entstanden  denkt, 
dann  mnss  man  den  Punkt  g*  als  eine  eingebildete,  als  eine  ima- 
ginäre Projection  des  Punktes  g  bezeichnen. 

161.  Was  wird  geschehen,  wenn  mehrere  Punkte 
in  einem  und  dems  elben  projicierenden  Strale  liegen? 

Alle  diese  Punkte  werden  eine  gemeinsame  Projection  er- 
halten, und  wenn  an  Stelle  des  Projectionscentrums  sich  ein  pro- 
jicierendes  Auge  befindet,  so  werden  dem  Auge  alle  diese  Punkte 
als  ein  Punkt  erscheinen.  Da  also  dem  Auge  die  Punkte  als 
sich  deckend  vorkommen,  so  können  wir  sie  auch  Deckpunkte 
nennen. 

In  Fig.  4  sind  c,  dy  e  und  /  Deokpunkte ;  in  c'  liegen  die 
Projectionen  c',  d',  ef  und  /. 
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162.  Was  wird  geschehen,  wenn  ein  Punkt  eine 
derartige  Lage  besitzt,  auf  dass  der  projicierende 
Stral  parallel  zur  Projectionsgeraden  E  wird? 

In  diesem  Falle  liegt  die  Projection  in  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Geraden  E. 

Ein  solches  Beispiel  gibt  der  Punkt  h  in  Fig.  4. 

163.  Wenn  man  in  einer  Ebene  aus  einem  Punkte 
S  eine  Strecke  ab  auf  eine  Gerade  E  projiciert,  wird 
die  Projection  a'6'  kleiner  oder  grösser  oder  viel- 
leicht gleich  lang  mit  ab  werden? 

Fig,  5.  Fig.  6. 


Es  sind  alle  drei  Fälle  möglich.  In  Fig.  5  is  a^  b'  kleiner 
als  ab.  Läge  a  näher  gegen  /S,  so  könnte  ab  gleich  oder  auch 
kleiner  als  a'ft'  werden. 

164.  Welche  Lage  kann  das  Projectionscentrum 
S  gegen  die  Projectionsgerade  annehmen? 

Das  Projectionscentrum  liegt  entweder  in  einem  wirklichen 
Punkte  der  Ebene,  oder  es  liegt  in  einem  unendlich  fernen  Punkte 
derselben  (15).  Im  ersten  Falle  convergieren  alle  projicierenden 
Stralen  im  Projectionscentrum,  im  anderen  Falle  sind  die  pro- 
jicierenden Strahlen  zu  einimder  parallel  (33). 

165.  Projectionen,  welche  durch  das  Projicieren  aus  einem 
wirklichen  Punkte  entstehen,  nennt  man  Central- Projectio* 
nen,  jene  aber,  die  durch  das  Projicieren  mittelst  paralleler  Stra- 
len erzeugt  werden,  Parallel-Projeotionen.  Fig.  4  und  5 
sind  Beispiele  von  centralen  Projectionen. 

166.  In  welche  Arten  zerfallen  die  Parallel- Pro- 
jectionen? 

In  schiefe  Projectionen,  wenn  die  projicierenden  Stra- 
len schief  auf  der  Projectionsgeraden  stehen,    und  in  orthogo- 
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nale  oder  senkrechte  Projectionen,  wenn  die  projicierenden 
Straten  mit  der  Bildgeraden  einen  rechten  Winkel  einschliessen. 
Fig.  6  zeigt  eine  schiefe  Projection  unter  dem  Winkel  w. 

167.  Was  muss  man  thun,  um  bei  einer  Parallel- 
Projection  zu  wissen,  auf  welcher  Seite  der  Projec- 
tionsgeraden  das  unendlich  ferne  Projections  -  Cen- 
trum liegt? 

Man  gibt  einen  sogenannten  Sehpfeil  an,  der  erstens  pa- 
rallel zur  projicierenden  Richtung  ist  und  zweitens  mittels  seiner 
Pfeilspitze  die  Bewegung  vom  Centrum  gegen  die  Projections- 
gerade  anzeigt.  In  Fig.  6  ist  der  Sehpfeil  mit  8  bezeichnet  und 
wir  erkennen,  dass  nur  die  Punkte  a  und  c  eine  positive 
Lage  haben,  während  b  negativ  liegt. 

168.  Wie  kann  man  die  Lage  eines  Punktes  gegen 
seine  Projection,  oder  wie  wir  auch  häufig  sagen 
werden,  gegen  sein  Bild,  bestimmen? 

Durch  die  Entfernung  des  Punktes  von  seiner  Projection. 
Diese  Entfernung  benenne  man  als  eine  Ordinate  des  Punk- 
tes und  bezeichne  sie  symbolisch  durch  den  Buchstaben  ihrer 
Projection,  denselben  in  zwei  runde  Klammern  gesetzt.  Sowol  in 
Fig.  4,  als  auch  in  Fig.  6  wird  man  die  Ordinate  aa'  symbolisch 
mit(a')  bezeichnen  und  dieses  Symbol  aussprechen  als:  Ordinate  a\ 

169.  Ist  die  Lage  eines  Punktes  positiv  (159),  so  nennen 
wir  auch  seine  Ordinate  positiv,  und  ist  die  Lage  negativ,  -so  ist 
auch  die  Ordinate  negativ.  In  Fig.  6  sind  die  Ordinaten  (a')  und 
(cO  positiv,  die  Ordinate  (6')  hingegen  ist  negativ. 

170.  Welche  Lage  haben  bei  Parallel  -  Projectio- 
nen die  Ordinaten  und  der  Sehpfeil  gege  n  die  Projec- 
tion sgerade? 

Sind  die  Ordinaten  positiv,  so  liegen  sie  mit  dem  Sehpfeile 
gleich,  d.  i.  auf  derselben  Seite  der  Projectionsgeraden ;  sind  aber 
die  Ordinaten  negativ,  so  liegen  sie  mit  dem  Sehpfeile  ungleich, 
also  auf  verschiedenen  Seiten  der  erwähnten  Geraden.  In  Fig.  6 
liegt  aa'  mit  dem  Pfeile  S  gleich,  also  ist  aa%  d.  i.  (of)  positiv; 
bb'  liegt  mit  dem  Sehpfeile  ungleich,  folglich  ist  &&'  =  (&') 
negativ. 

171.  Zur  sicheren  Bestimmung  des  Ortes,  den  ein  Punkt  in 
einer  Ebene  einnimmt,  pflegt  man  ihn  auf  zwei  Projectionsgerade  zu 
projicieren  und  beide  Ordinaten  anzugeben.  Das  einfachste  Ver* 
fahren  besteht   wol    darin ,    beide    Projectionsgerade    senkrecht 
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Fig.  7. 
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ZU  einander  anzunehmen  und  auf  beide  die  Punkte  orthogonal  zu 

projicieren. 

In  Fig.  7  y^urden  die 
Projectionsgeraden  mit  rö- 
miflchen  Ziffern  und  die 
Projectionen  der  Punkte 
ausser  den  Buchstaben  mit 
arabischen  Ziffern  so  be- 
zeichnet;  dass  man  aus  der 
Ziffer  gleich  erkennt,  welche 
Projection  gemeint  wird.  So 
ist  c^  (lese  c  zwei)  die  Be- 
zeichnung für  die  Projec- 
tion des  Punktes  c  auf  der 
Projectionsgeraden  IL 

172.  Vermag  man  aus  zwei  Ordinaten  eines  Punk- 
tes, diesen  zu  bestimmen,  wenn  die  beiden  Projec- 
tionsgeraden I  und  II  schon  aufgezeichnet  sind? 

Nein;  denn  wenn  die  Sehpfeile  noch  nicht  angegeben  sind, 
so  weiss  man  auch  nicht,  welche  Lage  des  Punktes  eine  posi- 
tive oder  eine  negative  ist.  Setzen  wir  also  voraus,  die  Sehpfeile 
I  und  U  sind  angegeben,  und  betrachten  wir  jetzt  die  Lagen  der 
Punkte. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  7  in  der  Ebene  J?  ein  Auge,  welches 
parallel  zum  Sehpfeile  I  auf  den  Punkt  a  blickt,  so  muss  a,  mit 
a  zusammenzufallen  scheinen,  also  ist  a,  die  orthogonale  Pro- 
jection von  a  auf  der  Geraden  I; 

Denken  wir  uns  ein  zweitesmal  in  der  Ebene  E  ein  Auge, 
welches  parallel  mit  dem  Sehpfeile  II  auf  die  Projectionsgerade 
n  sieht,  so  scheint  a^  mit  a  zusammenzufallen  und  a^  ist  die 
zweite  orthogonale  Projection  oder  das  zweite  senkrechte  Bild 
des  Punktes  o. 

173.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  0  der  beiden  Pro- 
]ectionsgeraden  als  einen  Axenpunkt  und  vergleichen  wir  die 
Abstände  der  Projectionen  von  dem  Axenpunkte  mit  den  Ordi- 
naten der  Punkte. 

Die  Figuren  aa^  Oa^^  h\  Ofc^;  cc^  Oc^;  id^  Od^  sind  Recht- 
ecke; folglich  ist  aO}  =  a^  0;  bb^  =  ij  0\  cc^  =  c,  0;  dd^  = 
d^  0  oder 
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1)  .  .  (o,)  =  äa  O;  i\)  =  6,  0;  (cj  =  c,  0;  (dj  =  d,  0; 
und  ohne  besondere  Mühe  erkennt  man  noch  weiter: 

2)  .  •  («,)  =  o,  0;  (&a)  -^  6i  O;   (c,)  ^  c,  0;    (d,)  =  d,  0. 

174.  Die  Gleichheiten  in  der  Reihe  1)  sagen  uns:  die 
erste  Ordinate  eines  Punktes  ist  gleich  der  Entfer- 
nung seines  zweiten  Bildes  vom  Axenpunkte,  und  die 
Gleichheiten  in  der  Reihe  2)  sagen:  die  zweite  Ordinate 
eines  Punktes  ist  gleich  d6r  Entfernung  seines  ersten 
Bildes  vom  Axei\punkte. 

175.  Wenn  wir  einen  Punkt  auf  zwei  unter  einem  rechten 
Winkel  gegen  einander  geneigte  Axen  senkrecht  projicieren,  so 
wollen  wir  sowol  die  beiden  Axen,  als  auch  die  beiden  Pro- 
jectionen  oder  Bilder  einander  zugeordnet  nennen.  Als-^ 
dann  vermögen  wir  die  Gleichheiten  der  Reihen  1)  und  2)  in  ein 
Ordinatengesetz  zusammenzufassen. 

176.  Wie  lautet  das  Ordinatengesetz  ? 

Jeder  Punkt  ist  von  einem  seiner  orthogonalen 
Bilder  ebensoweit  entfernt^  als  das  zugeordnete  Bild 
vom  Axenpunkt. 

177.  Man  soll  die  Orte  von  folgenden  Punkten  au&uchen: 
(ai)  ÄS  13""  (13  Milimeter  ,  oder  13  irgend  welche  zu  Ghrunde 
gelegte  Längeneinheiten)  ,  (a^)  =  20;  (ij)  =  7 ,  (6^)  =  —  14; 
(cj  =  -  4,  (ci)  =  -  22;  ((ij)  =  -  10,  (da)  =  15. 

Construction  des  Ortesa.  Man  nimmt  auf  einem  Mass- 
Stabe  die  Länge  der  ersten  Ordinate  (a^)  =  13  in  den  Zirkel 
und  trägt  sie  in  der  Projectionsgeraden  11  vom  Axenpunkt  O  so 
auf,  dass  sie  mit  dem  Sehpfeile  I  auf  gleicher  Seite  von  der  Pro- 
jectionsgeraden I  liegt,  weil  (a^)  positiv  ist;  man  findet  dann  den 
anderen  Endpunkt  der  aufgetragenen  Strecke  als  das  zweite 
Bild  a^  des  Punktes  a. 

Zieht  man  durch  a^  einen  Sehstral  senkrecht  auf  II,  so  muss 
in  ihm  a  liegen.  Nun  ist  (a^)  auch  posttiv,  folglich  wird  man  die 
Länge  (a,)  =  20^  von  a^  ans  auf  dem  Zweier  -  Sehstrale  so  auf- 
tragen,  dass  eben  (a^)  positiv  wird,  d.  h.  dass  aa2  mit  dem  Seh- 
pfeile II  auf  gleicher  Seite  von  der  Geraden  II  liegt;  alsdann  ist 
der  Punkt  a  gefunden. 

Man  hätte  auch  umgekehrt  vorgehen  können.  Dann  wurde 
man  zuerst  die  zweite  Ordinate  (aj)  =  20  auf  der  Geraden  I  von 
O  aufgetragen  und  dadurch  a,  gefunden  haben.  Durch  a^  einen 
Einser-Sehstral,    d.  i.  einen  Sehstral   senkrecht    zur  Projections- 
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geraden  I  gezogen  und  auf  ihm  die  erste  Ordinate  (a^)  =  13  von 
Ol  aus  positiv  aufgetragen,  gibt  den  Punkt  a. 

Endlich  könnte  man  a^  und  a^  nach  dem  angegebenen  Ver- 
fahren bestimmen,  dann  wäre  der  Schnittpunkt  der  beiden  durch 
a^  und  a^  gehenden  Sehstralen  der  Ort  des  Punktes  a. 

Nach  dieser  Construction  findet  man  sich  zu  folgendem  Aus- 
spruche veranlasst: 

178.  Mit  Hilfe  der  ersten  Ordinate  findet  man  das 
zweite  Bild  und  mit  Hilfe  der  zweiten  Ordinate  das 
erste  Bild. 

179.  Construction  des  Punktes  c.  Mit  Hilfe  der  ersten 
Ordinate  (c^)  =  —  4  findet  man  das  zweite  Bild  Ca»  Da  (c,)  ne- 
gativ ist,  so  muss  man  die  7  Einheiten  auf  der  Qeraden  II  mit 
dem  Sehpfeile  I  entgegengesetzt  auftragen;  dadurch  erhält  man  Cs* 
Durch  Cj  einen  Zweier- Sehstral  gezogen  und  (c^)  =  —  24  ent- 
gegengesetzt dem  Sehpfeile  H  aufgetragen,  gibt  den  Ort  e. 

In  Fig.  7  wurden  alle  4  Punkte  den  Ordinalen  entsprechend 
dargestellt. 

Aufgabe.  Man  construiere  unter  Voraussetzung  rechtwink 
liger  Projectionsgeraden  und  senkrechter  Ordinalen  folgende 
Punkte:  (aj  =  —  12,  (aj  =  +  6;  (6,)  =  — 12,  (b^)  =  +  12 
(cj  =  8,  (c,)  =  -  14;  (d,)  =  8,  (d2)  =  ~8;  (.,)=0,  (6,)--=  10 
(/i)  =  0,  (/,)  =  -10;  (9,)  =  6,  0/a)  =  O;  (AJ  ^  -6,  {h,)=0 
(t,)  =  0;(i,)==0. 

Das  colllneare  ProJIcIeren  In  der  Ebene.  Begriff  and  Cintellang  der 

projecti vischen  Verwandtschaften. 

§.  8. 

Wenn  man  die  in  §.  1  aufgestellten  zwei  allgemei- 
nen Proj  ecti  onsgesetze  für  das  Projicieren  in  der 
Ebene  specialisiert,  wie  lauten  dieselben? 

180.  ä)  Die  Gollinear-Projection  eines  jeden  Punktes  ist  wie- 
der ein  Punkt  im  projicierenden  Strale  (5). 

181.  b)  Die  OoUinear-Projection  einer  jeden  Qeraden  ist  wie- 
der eine  Gerade  und  die  Schnittpunkte  aller  Geraden  mit  ihren 
CoUinear  -  Projectionen  liegen  durchwegs  in  einer  und  derselben 
Geraden,  Begegnungsgerade  genannt  (6). 

182.  Welche  gegenseitige  Lage  können  das  Pro- 
jections-Centrum  S  und  die  Begegnungsgerade  ß  in 
der  Ebene  gegen  einander  annehmen? 
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Es  sind  folgende  vier  Fälle  denkbar: 

A)  S  und  ß  liegen  im  Unendlichen; 

B)  S  liegt  im  Endlichen,  ß  im  Unendlichen; 

C)  8  liegt  im  Unendlichen,  ß  im  Endlichen,  und 

D)  8  und  ß  liegen  beide  im  Endlichen. 

183.  Welche  Unterschiede  werden  in  Folge  dieser 
Einteilung  bei  den  Constructionen  eintreten  müssen? 

In  jenen  zwei  Fällen ,  wo  das  Projections  -  Centrum  8  im 
Unendlichen  liegt,  werden  alle  projicierenden  Stralen  unterein- 
ander parallel ,  und  in  jenen  zwei  Fällen ,  wo  die  Begegnungs- 
gerade ß  im  Unendlichen  liegt ,  wird  jede  Collinear  -  Projection 
einer  Geraden  zur  Geraden  selbst  parallel,  weil  jede  Gerade  ihre 
Projection  in  einem  Punkte  der  unendlich  fernen  Begea:nungs- 
geraden  ß,  also  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  treffen  muss. 

Liegen  aber  8  und  ß  im  Endlichen ,  so  sind  die  projicie- 
renden Stralen  nicht  parallel,  sondern  central  und  nicht  jede  Ge- 
rade ist  mit  ihrer  Projection  parallel. 

184.  Wenn  man  nach  den  zwei  allgemeinen  Projections- 
gesetzen  zu  jedem  zu  projicierenden  Gebilde  die  CoUinear-Pro- 
jection  aufsucht,  so  sagt  man,  die  beiden  Gebilde  seien  zu  ein- 
ander projectivisch  verwandt,  oder  sie  stehen  in  projecti- 
vischer  Verwandtschaft. 

185.  Die  Lage  von  zwei  projectivisch  verwandten  Gebilden, 
in  welcher  sie  die  Projection  erzeugt,  nennt  man  eine  perspec- 
tivische  (3). 

186.  Jeder  Punkt  ist  zu  seiner  CoUinear-Projection  verwandt, 
also  auch  jede  Gerade  zu  ihrer  Collinear-Projection  ;  daher : 

c)  Verwandte  Linien  gehen  immer  durch  verwandte 
Punkte,  und  verwandte  Punkte  liegen  in  verwandten  Geraden, 

187.  Zu  einem  zu  projicierenden  Gebilde  seine  Collinear- 
Projection  aufzusuchen  ist  ganz  dasselbe,  als  zu  einem  gegebenen 
Gebilde  ein  ihm  projectivisch  verwandtes  Gebilde  in  perspecti- 
vischer  Lage  zu  construiren.  Desshalb  werden  wir  häufig  statt 
von  einem  gegebenen  Gebilde  und  seiner  Collinear  -  Projection 
nur  von  jH'OJectivisch  verwandten  Gebilden  in  perspectivischer 
Lage  sprechen;  es  kann  dann  jedes  derselben  die  Colli- 
near Projection  des  anderen  sein. 

188.  Das  so  häufig  vorkommende  Wort  „projectivisch"  wird 
durch  das  Zeichen  j\  ausgedrückt,  welches  aus  dem  griechischen 
Buchstaben  n  abgeleitet  wurde. 
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189.  Wie  werden  die  durch  die  Lagen  von  S  und  ß 
bedingten  Geraden  p  r  oje  et  i  vis  eher  Verwandtschaft  be- 
benannt? 

A.  Perspectivische  Congruenz; 

B.  perspectivische  Aehniichkeit; 
C  perspectivische  Affinität  und 
D.  perspectivische  CoHineation. 

Welches  sind  die  charakteristischen  Merkmale 
dieser  Ä  Verwandtschaften? 

190.  A.  Bei  der  persp.  Congruenz  sind  die  projicierenden 
Stralen  untereinander  parallel;  je  zwei  verwandte  Gerade  sind 
gleichfalls  parallel. 

191.  B.  Bei  der  persp.  Aehniichkeit  sind  die  projicierenden 
Stralen  central;  je  zwei  verwandte  Gerade  sind  parallel. 

192.  C.  Bei  der  persp.  Affinität  sind  die  projicierenden 
Stralen  parallel;  je  zwei  verwandte  Stralen  sind  im  Allgemeinen 
nicht  parallel;  und 

193.  2>.  bei  der  persp.  Collineation  sind  die  projicierenden 
Stralen  central  und  je  zwei  verwandte  Gerade  sind  im  Allgemei- 
nen nicht  parallel  (183). 


Fig.  8. 


A  Die  perspectivische  Congruenz. 

§.  9. 

Bei  der  perspectivischen  Con« 
gruenz  sind  alle  projicierenden  Stra- 
len untereinander  parallel ,  und  je 
zwei  verwandte  Gerade  sind  gleich- 
falls zu  einander  parallel. 

194.  Was  für  eine  üeber- 
einstimmung  müssen  zweiGe- 
bilde  perspectivischer  Con- 
gruenz in  Folge  des  Paral- 
lelseins von  je  zwei  verwand- 
ten Geraden  zeigen? 

Das  Parallelsein  je  zwei  ver- 
wandter Geraden  bedingt  die  Gleich- 
heit verwandter  Winkel  (54). 
Verwandte  Winkel  sind  selbstverständlich  solche,  bei  welchen  jeder 
Schenkel  des  einen  7\  verwandt  ist  zu  einem  Schenkel  des  an- 
dern (187). 
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195.  Und  was  tür  eine  Uebereinstimramung  zwi- 
schen perspectiviach  congruenten  Gebilden  mnss  in 
Folge  dessen  bestehen,  dass  nicht  nur  je  zwei  ver* 
wandte  Gerade,  sondern  auch  alle  projiciercnden 
Stralen  parallel  sind? 

In  Folge  dieserUmstande  liegen  je  zwei  verwandte  Strecken 
zwischen  parallelen  Stralen,  mithin  müssen  die  verwandten  Strecken 
auch  der  Länge  nach  einander  gleich  sein,  also  gleiche  Richtung 
und  gleiche  Länge  haben. 

196.  Je  zwei  verwandte  Dreiecke  in  perspectiviscb  con- 
gruenten Gebilden  sind  congruent,  weil  sie  wegen  der  gleichen 
Richtung  verwandter  Seiten  gleiche  Winkel,  und  wegen  der  glei- 
chen Länge  verwandter  Strecken  auch  die  Seiten  wechselweise 
gleich  haben.  Tn  Fig.  8  sieht  man  zwei  perspectiviscb  liegende 
congruente  Dreiecke  a,  b^  cj,  a^  b^  <?2  gezeichnet;  in  diesen  Drei- 
ecken ist  a,  der  mit  a,  verwandte  Punkt,  d.  i.  eine  Collinear- 
Projection  von  a^ ;  b^  der  zu  i,  und  c^  ^^^  ^^  ^i  verwandte 
Punkt  Die  durch  zwei  verwandte  Punkte  gehenden  Geraden  sind 
projicierende  Stralen,  welche  vermöge  der  Voraussetzung  parallel 
zu  einander  sein  müssen;  also  ist  a,  a^  ||  ^i  &a  ||  c^  c^. 

Von  den  Dreiecksseiten  sind  jene  verwandt,  welche  bezie- 
hungsweise durch  verwandte  Punkte  gehen;  so  ist  z.  B.  a^  6, 
verwandt  mit  a,  b^y  weil  a|  dem  a^  und  6,  dem  b^  verwandt  ist. 

197.  Wenn   man    in    perspectiviscb    congruenten 
Gebilden   in  dem  einen,   etwa  durch  &,,  eine  Gerade  x, 
zieht,    von    der  man   voraussetzt,    dass  sie  dem  ersten 
Gebilde  angehören  soll;    wie    findet  man  die  ihr  ver- 
wandte Gerade  x^  im  anderen  Gebilde? 

Man  zieht  durch  den  mit  ij  verwandten  Punkt  ft,  eine  Ge- 
rade .1-2,  welche  der  Xy  in  einem  Punkte  der  Begegnungsgeraden 
ß  begegnet,  d.  h.  die  T|  in  jenem  Punkte  schneidet,  in  welchem 
die  Xi  die  Begegnungsgerade  ß  trifft.  Bezeichnen  wir  diesen 
Schnittpunkt  stets  als  einen  Begegnungspunkt,  so  können  wir 
bei  perspectiviscb  congruenten  Gebilden  sagen,  dass  der  ßegeg- 
nungspunkt  von  zwei  verwandten  Geraden  ein  unendlich  ferner 
Punkt  ist,  mithin  muss  die  Gerade  x^  parallel  zu  x^  gezogen 
werden. 

198.  Wie  findet  man  zn  irgend  einem  Pnnkte  A^ 
des  einen  Gebildes,  den  verwandten  Pnnktyl^  im  zwei- 
ten Gebilde? 

Scbkaiofer,  Oaonittrie,  3 
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Den  verwandten  Punkt  A2  kann  man  auf  zweierlei  Art  be- 
stimmen. Die  erste  allgemeine  Art  besteht  darin,  den  Punkt  A^ 
mit  einem  Punkte  \  desselben  Gebildes ,  welchem  Ay  angehört, 
durch  eine  Gerade  x'i  zu  verbinden,  durch  den  verwandten  und 
bekannten  Punkt  b^  die  zu  Xi  verwandte  Gerade  X2  nach  dem 
Begegnungspunkte  von  x^  hin  zu  ziehen,  und  mittels  des 
durch  A^  gehenden  projicierenden  Strales  in  der  Geraden  x^  den 
Punkt  A2  anzugeben. 

199.  Die  zweite  Art  beruht  auf  dem  speciellen  Verwandt- 
schaftsgrade der  perspectivischen  Congruenz ;  denn  bei  dieser  ist, 
wie  leicht  einzusehen^  die  Entfernung  aller  Punkte  des  einen  Gebil- 
des von  ihren  verwandten  Punkten  des  anderen  Gebildes  eine  con- 
stante  Grosse.  Trägt  man  demnach  die  Länge  Oi  a^  auf  der 
projicierenden  Geraden  durch  A^  entsprechend  auf ,  so  dass 
AyA2  =  Oj  a^  wird,  so  ist  A2  der  mit  A^  verwandte  Punkt. 

200.  Was  versteht  man  unter  Probepunkten  und 
Probelinien? 

Jene  Punkte  und  Linien,  welche  bei  einer  Gonstruction  dazu 
dienen,  die  Richtigkeit  und  Genauigkeit  der  Gonstruction  zu 
prüfen,  sind  Probepunkte  oder  Probelinien.  Wenn  man  in  Fig.  8 
den  Punkt  A2  nach  der  allgemeinen  Methode  ermittelt  hat,  so 
muss  bei  einer  Prüfung  der  Genauigkeit  der  Arbeit  sich  ergeben, 
dass  die  Strecke  ^1^2  ^^^  Strecke  b^h2  oder  CiO,  oder  0x02 
an  Länge  gleich  ist,  folglich  ist  die  Strecke  Aj^A2  eine  Probe- 
strecke. Wenn  man  aber  nach  der  zweiten  Art  den  Punkt  A2 
bestimmt,  so  muss  durch  die  Probe  sich  ergeben,  dass  &2  ^2  ^^^ 
biAg  oder  03^2  ^^^  ^1  -^i  ^^^^  ^2^2  ^^^  ^^1  parallel  ist,  mit- 
hin sind  die  letzteren  Geraden  Probelinien. 

Sind  Xi  X2  zwei  verwandte  Gerade,  deren  richtige  Lage  man 
prüfen  will,  so  suche  man  in  ihnen  zwei  Punkte  auf,  welche 
verwandt  sein  sollen  und  prüfe  ihre  Richtigkeit.  Zwei  solche 
Punkte  sind  z.  B.  die  Schnitte  von  x^  mit  a^Ci  und  von  x,  mit 
asOj.  Zeigt  sich  nun,  dass  die  Gerade  B|  B2  mit  Oia,,  &ii2"- 
parallel  ist,  dass  ferner  die  Strecke  ^i  £2  =  ^1  ^2  ==^  ^1  ^^  =^ « *  *;  ^^ 
schöpft  man  hieraus  die  Beruhigung  für  eine  genaue  Arbeit.  Finden 
sich  bei  solchen  Prüfungen  Fehler,  so  können  diese  von  zweierlei 
Art  sein.  Entweder  entpringen  sie  aus  irgend  einem  Irrthume  bei 
der  Verbindung  der  Punkte  durch  Linien  oder  bei  der  Verbin- 
dung der  Linien  zu  Punkten,  d.  h.  bei  der  Bestimmung  der  Durch- 
schnitte von  Linien  —  oder   sie   sind  in  Folge   von    ungenauer 
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Arbeit^  2.  B.  der  Anwendung  stumpfer  Bleistifte ,  ungerader  Li- 
neale und  Dreiecke,  fehlerhafter  rechter  Winkel  oder  des  unge- 
nauen Ziehens  von  geraden  Linien  durch  bestimmte  Punkte,  des 
ungenauen  Ziehens  paralleler  Geraden  u.  s.  w.  entstanden. 

201.  Der  Zeichnende  unterlasse  es  nie,  schon  während  einer 
Construction  eine  Prüfung  auf  die  Richtigkeit  seiner  Arbeit  vor- 
zunehmen, weil  er  sich  dadurch  sehr  gut  vor  dem  Misslingen  der- 
selben schützen  kann.  Wer  seine  Arbeiten  zu  prüfen  versteht  und 
sie  wirklich  prüft,  zeigt  auch  einerseits  Verständnis  und  geistige 
Auffassung  der  zu  lösenden  Aufgabe  und  andererseits  das  Be- 
streben correct  zu  arbeiten. 

202.  Was  versteht  man  unter  einem  ebenen  Ge- 
bilde? 

Alle  Punkte  und  Linien,  die  man  in  einer  Ebene  entweder 
willkürlich  annimmt  oder  durch  Construction  erhält,  welche  aber 
zusammengenommen  ein  Ganzes  ausmachen ,  bilden  ein  ebenes 
Gebilde.  In  Fig.  8  sind  zwei  ebene  Gebilde  vorhanden ;  die  Punkte 
des  einen  sind  mit  dem  Zeiger  1,  die  des  andern  mit  dem  Zeiger  2 
versehen.  Wählt  man  einen  Punkt  C  beliebig  und  versieht  ihn 
mit  dem  Zeiger  1,  so  erklärt  man  hiedurch,  dass  man  ihn  dem 
ersten  Gebilde  einverleibt;  ebenso  zeigt  C^  einen  Punkt  des  zwei- 
ten Gebildes  an.  *^ 

203.  Welcher  Unterschied  besteht  nun  zwischen 
einem  ebenen  Gebilde  und  einem  ebenen  Systeme? 

Unter  einem  ebenen  Gebilde  versteht  man  eine  Zusammen- 

•  

Stellung  von  Punkten  oder  Linien  einer  Ebene  zu  irgend  einer 
Form,  während  ein  ebenes  System  der  Inbegriff  von  Gebilden  und 
von  Punkten  der  Ebene  sein  kann,  die  auf  irgend  eine  Art  in 
einem  Zusammenhange  stehen,  wobei  es  auf  die  Formen  und  auf 
die  Anzahl  der  vereinigten  Gebilde  gar  nicht  ankommt. 

204.  Kann  man  in  der  darstellenden  Geometrie  die 
Construction  congruenter  Gebilde  in  perspectivischer 
Lage  verwenden? 

Bei  manchen  Abbildungen  von  Prismen  und  Cylinderflächen, 
wenn  sie  durch  parallele  Ebenen  in  ihrer  Längenausdehnung  be- 
grenzt werden.  Die  projicierenden  Straten  werden  dann  als  Bilder 
von  den  Längenkanten  benützt. 

8* 
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Fig.  n. 


Fig.  9  zeigt  eine  solche  Ab- 
bildung alfl  Anwendung  der  per- 
spectivischen  Congruenz.  In  diese 
Figur  ist  eine  Curvemit  aufgenom- 
men worden,  zu  welcher  die  ver- 
wandte Curve  construiert  wurde, 
indem  man  die  Geraden  ^1^2» 
A,  Aj...  =  öTj «2  machte.  Die  Cur- 
ven  wurden  verwendet,  um  das  Bild 
einer  cylindrischen  Höhlung  zu 
gestalten,  welche  das  Prisma  durch- 
zieht. Dielangenten  in  g^  und  g^  sind  verwandte  gerade  Linien  und 
deshalb  zu  einander  parallel.  Das  Parallelogramm  A^  B^  Bq  A^ 
stellt  das  Bild  eines  Schnittes  vor,  den  eine  Ebene  auf  dem 
Prisma  erzeugt,  welche  durch  die  beid(m  parallelen  Tangenten  der 
Curven  gelegt  wird. 

Obwol  der  Ort  viel  später  gesucht  werden  muss,  an  welchem 
die  Abbildungen  der  Prismen-,  Cylinder-,  Pyramiden-  und  Kegel- 
flächen ausfuhrlich  erörtert  werden,  so  ist  es  doch  angezeigt,  dass 
sii'h  der  Lernende  schon  bei  der  Construction  der  projectivisch 
verwandten  Gebilde,  mit  Hilfe  seiner  Vorstellungsgabe,  in  der 
Verwendung  collinearer  Gebilde  zu  Bildern  von  köi'perlichen 
Formen  übe. 


B,    Die    perspectivisohe   Aehnlichkeit.     Proportional- 

Dreiecke. 


§.  10, 


Fig.  10. 


Bei  perspectivisch  ähn- 
lichen Gebilden  sind  dif» 
projicierenden  Straten  cen- 
tral und  je  zwei  verwandte 
Gerade  sind  parallel ;  denn 
S  liegt  im  Endlichen,  ß  hin- 
gegen im  Unendlichen  (191). 

205.  Was  muss  man 
angeben,  um  zu  einem 
Gebilde     einer    Ebene 
ein  perspectivisch  ähn- 
lic^hcs  in  derselben  Ebene  construieren  zu  können? 
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Ausser  der  Angabe  des  einen  Gebildes  oder  Systemes  be- 
darf man  noch:  L  des  Projections  -  Centrums  «S  und  2.  eines 
Paares  verwandter  Punkte ,  d.  i.  eines  Punktes  und  seiner  Colli- 
near-  Proj  ection . 

206.  Wie  construiert  man  dann  zu  irgend  einem 
Punkte  des  einen  Systemes  seinen  verwandten  Punkt 
im  anderen  Systeme? 

Nehmen  wir  an ,  ai  a,  sei  in  Fig.  10  ein  Paar  verwandter 
Punkte  und  es  soll  der  zu  &,  verwandte  Punkt  h.^  gesucht  werden. 
Zunächst  zieht  man  durch  b^  einen  projicierenden  Stral  (180),  so 
muss  62  i^  ihm  liegen;  sodann  zieht  man  durch  b^  eine  Gerade, 
deren  verwandte  Gerade  im  anderen  Systeme  sich  construieren  lässt 
(186).  Diese  Gerade  ist  &i  a^  ;  denn  zieht  man  durch  a^  eine  Ge- 
rade zu  dem  unendlich  fernen  Begegnungspunkte  der  Geraden 
cii  b^J  so  erhält  man  durch  a^  ein  Parallele  zu  a^  6,  und  im  Schnitte 
mit  dem  durch   b^    gehenden  projicierenden  Stral  den  Punkt  b.^. 

Auf  diese  Art  erhält  man  alle  übrigen  Punkte  und  dadurch 
das  zweite  System. 

207.  Wie  sind  in  perspectivisch  ähnlichen  Syste- 
men die  verwandten  Winkel  beschaffen? 

Sie  sind  einander  gleich,  weil  die  verwandten  Schenkel  pa- 
rallel laufen  (54). 

208.  Wie  steht  es  in  perspectivisch  ähnlichen 
Systemen  mit  den  Entfernungen  von  jedem  Punkte 
zu  seinem  verwandten  Punkte? 

Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  wird  man  die  Lage 
der  verwandten  Punkte  mit  der  Lage  des  Projections  -  Centrums 
vergleichen.  Das  Vergleichen  geschieht  am  einfachsten  durch  die 
Ausmittelung  einer  Zahl,  die  man  durch  die  Untersuchung  findet, 
wie  oft  die  Entfernung  eines  Punktes  vom  Centrum  S  in  der  Ent- 
fernung seines  verwandten  Punktes  vom  Centrum  S  enthalten  ist. 

Wir  haben  also   die  Zahlenwerte   zu    untersuchen  ,    welche 

durch   die  Brüche  ^~,  r^,  --^,  .  .  .  angegeben  sind. 

209.  Wie  findet  man  den  Zahlenwert  eines  solchen 
Bruches,  z.  B.  von  -H? 

Misst  man  auf  irgend  einem  Massstabe  die  Längen  a^  'S  und 
a^S  sehr  genau  ab,  so  erhält  man  Zahlen,  welche  anzeigen,  wie 
oft  die  angenommene  Längeneinheit  in  den  Längen  a^  S  und  ci,  S 
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enthalten  ist;  dividiert  man  die  Zahl  der  Länge  a,  S  durch  jene 
der  Länge  aj/S,  so  ist  der  Quotient  der  Zahlenwert  des  Bru- 
ches ^^• 

210.  Wird  der  Wert  de  s  Bruches  ^^-^  ein  anderer, 

wenn  die  Längeneinheit  eine  andere  wird^  mit  welcher 
man  die  Länge  a^S  und  a^^S  misst? 

Der  Wert  des  Bruches  -^  ist  von  der  Längeneinheit  u  n- 

abhängig;  denn  werden  zwei  Längeneinheiten  l  und  l^  zum 
Messen  verwendet,  und  ist  beispielsweise  l  doppelt  oder  n  mal  so 
gross  wie  1%  so  wirdZ^  sowol  in  Oj/S  als  auch  in  aj /S  doppelt  oder 
nmal  so  oft  enthalten  sein^  als  l  in  diesen  Längen  enthalten  ist; 

mithin  wird  sich  im  Quotienten  ^,   wenn    er    mit  V   gemessen 

wird,  durch  die  Zahl  2  oder  n  Zähler  und  Nenner  abkürzen  lassen, 
wodurch  dann  derselbe  Bruch  entsteht,  den  man  durch  das  Messen 
mit  l  erhält. 

211.  Wie  gross  sind  in  perspectivisch  ähnlichen 
Systemen  die  Zahlenwerte   der  anderen  Punktpaare. 

Alle  diese  Zahlenwerte  sind  einander  gleich.  Denn 
ist  &|  &2  irgend  ein  Paar  verwandter  Punkte ,  so  muss  a^  &|  pa- 
rallel zu  a^  &2  B^üi,  folglich  wird  nach  der  Lehre  von  der  pro- 
portionalen Teilung: 

b  8  a  S 

b^S :  b2S  ^=  a^S:  a^S  oder  ~-^  ==  -—, 
w.  z.  b.  w. 

212.  Den  Zahlenwert  -S,   der   für   alle   Paare   verwandter 

Punkte  unveränderlich  ist,  wollen  wir  als  den  Modulus  des 
ersten  Systems  bezeichnen  und  dafür  den  Buchstaben  m| 
setzen.  Wir  erhalten  daher 

^-g  =  n»i  sonach  a,Ä  =  wij  .028. 

213.  Den  reciproken  Wert^ 

=  m^  erkläre  man  als  den  Modulus 
des  zweiten  Sy stemes j  sodann  ist 
028^=1712  'fli  Ä,  und  mi.tn,  s=-f-l. 
214.   Wenn  man    für    perspectivisch  ähnliche   Sy- 
steme einen  ModuluS;    z.  B.  tn^  angibt,  vermag  man  dann 
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SU  jedem  Punkte  des  ersten  Systemes  den  verwandten 
Punkt  im  zweiten  Systeme  aufzufinden? 

Gewiss;  denn  ist  z.  B.  in  Fig.  11  Tn^  =  3^  und  X^  irgend 
ein  Punkt  des  ersten  Systemes ,  so  ist  nach  dem  Begriffe,  vom 
Hodulus  des  zweiten  Systemes  (213)  X^S  =  fn2  -  XiS  =  3  .  X^S. 
Trägt  man  sonach  die  dreifache  Länge  X,  S  von  S  aus  auf  dem 
durch  X^  gehenden  projicierenden  Strale  auf,  so  ist  der  andere 
Endpunkt  dieser  Strecke  der  gesuchte  Punkt  X^, 

Da  X2S  =  m^  »  X^8  und  X^S  =  X2X1  +  Xi  Ä,  so  folgt 
X^-X^  -|-  ^1  'S  =  mj.  X^S,  mithin  J^aZi  =  (wj— 1)  X^S.  Diese 
letzte  Formel  zeigt,  dass  die  Distanz  X2  X^  zweier  verwandten 
Punkte  von  zwei  Dingen  abhängig  ist,  einmal  vom  Modulus 
und  das  anderemal  von  der  Entfernung  des  einen  Punktes  vom 
Projections-Centrum. 

215.  Wie  kann  man  es  durch  den  Modulus  ersicht- 
lich machen,  wenn  je  zwei  verwandte  Punkte  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  vom  Projections  -  Centrum  S 
liegen  ? 

Dies  geschieht  durch  das  Vorzeichen.  Sind  X^  und  X^ 
zwei  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  S,  so  ist  auch  die 
Richtung  von  Zj  nach  S  entgegengeset^  jener  von  X2  nach  S, 
folglich  ist  man  berechtigt,,  in  diesem  Falle   den  Wert  des  Quo- 

tienten   -^-g  negativ  anzunehmen. 

216.  In  welcher  Beziehung  stehen  irgend  zwei 
verwandte  Strecken  in  zwei  perspectivisch  ähnlichen 
Systemen  ? 

Das  Verhältnis  verwandter  Strecken  ist  dem  Modulus  des 
Systemes  gleich.  Sind  z.  B.  in  Fig.  10  a|C,  und  020^  irgend 
zwei  verwandte  Strecken  (186),  so  ist  in  Folge  ähnlicher  Dreiecke 
a j  C|  :  a2  C2  =  aj  /S  :  aj  /8;  und  weil  a^  iS  :  a^ /8  =  m,  der  Modulus 
des  ersten  Systemes  ist,  so  ist  auch  a,  c^  :  0,02  =  m^y  w.  z.  b.  w. 

Wäre  der  Modulus  =  —  1,  so  würde  a^  Cj  =  Cj  Oj  werden. 

217.  Kann  man  annehmen,  dass  bei  zwei  perspec- 
tivisch ähnlichen  Systemen  an  einem  und  demselben 
Orte  zwei  Punkte  vereinigt  liegen,  deren  jeder  einem 
anderen  Systeme  angehört? 

Nehmen  wir  an,  es  liegen  in  Fig.  11  an  einem  Orte  die 
Punkte  X^  und  F,  beisammen  imd  tn^  =  3  sei  der  Modulus  des 
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zweiten  Systemes,  so  ist  nach  (213)  m,  =  —  =  i   der  Modulus 

des  ersten  Systemes,  folglich  erhalten  wir:  X^S  ^=  m^  .  X^S  =^ 
3  .  X^Svind  Y^S^m^  .  Y^S=:^Y^S.  Da  man  nun  Z^  und  r,ge- 
funden  bat,  so  ist  auch  die  Frage  im  bejahenden  Sinne  beantwortet. 

218.  Aus  dieser  Betrachtung  ziehen  wir  einen  weiteren 
Schluss,  indem  wir  sagen:  zu  jedem  Punkte  in  der  Ebene  von 
zwei  perspectivisch  ähnlichen  Systemen  gehören  im  Allgemeinen 
zwei  verschiedene  Punkte ,  je  nachdem  man  den  angenommenen 
Punkt  dem  ersten  oder  dem  zweiten  Systeme  angehören  lässt. 

219.  Wenn  aber  zu  jedem  Punkt  in  der  Ebene  von  zwei 
projecti vischen  Systemen  in  perspectivischer  Lage  immer  nur 
wieder  derselbe  Punkt  als  verwandt  dazu  gehört,  man  mag  den 
ersteren  Punkt  dem  ersten  oder  dem  zweiten  Systeme  angehören 
lassen,  dann  sagt  man,  die  Punktepaare  und  auch  die  beiden 
Systeme  seien  einander  doppelt  verwandt,  oder  sie  seien  invo- 
lutoriscb. 

220.  Wodurch  wird  die  involutorische  Lage  von 
zwei  perspectivisch  ähnlichen  Systemen  bedingt? 

Durch  den  Wert  des  Modulus 
(212).  Ist  dieser  =  —  1 ,  so  liegen 
die  Systeme  involutorisch. 

Nehmen    wir  an,    in  Fig.  12  sei 

/u,  =  —  1,  folglich  auch  Wj  =  —  = 

—  1  (213)  und  Gl  ein  Punkt  der  Ebene, 
an  welchem  Orte  a,  auch  ein  Punkt  A2 
des  zweiten  Systemes  liegen  soll ,  so  kann  man  fragen ,  wo  der. 
Punkt  a^  des  zweiten  Systemes  und  Ai  des  ersten  Systemes  liegt 
In  Folge  der  Gleichheit  von  m^  und  m^  findet  man  die  Punkte 
Oj  und  y4,  wieder  vereinigt,  also  bilden  jene  zwei  Orte,  wo  a, 
und  a^  liegen,  ein  doppelt  verwandtes  Punktepaar. 

221.  Wie  sind  perspectivisch  ähnliche  Gebilde 
in  in volutorischer  Lage  beschaffen? 

Sie  sind  congruent,  weil  alle  verwandten  Winkel  und  Strecken 
einander  gleich  sind  (207,  216). 

222.  Gibt  es  bei  perspectivisch  ähnlichen  Syste- 
men auch  Probepunkte  und  Probelinien?  (200.) 

Schneiden  sich  zwei  Gerade  des  einen  Systemes,  so  ist  ihr 
Schnittpunkt  zu  jenem  Punkte  ein  Probepunkt,  in  welchem  sich 
die  zwei  verwandten  Geralen   schneiden;   beide  Punkte   müssen 
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mit  dem  Projeotions-Centrum  8  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
In  Fig.  10  sind  zwei  Probepunkte  durch  Verlängerung  von  Poly- 
gonseiten angegeben.  Zieht  man  die  Geraden  a,  c^y  a^^^^?  ^^  müssen 
^ic  zu  einander  parallel  sein,  mithin  sind  sie  Probelinien. 

223.  Kann  man  die  Construction  perspectivisch 
ähnlicher  Gebilde  zu  Abbildungen  geometrischer  Qe- 
bilde  verwerten? 

Wii'd  eine  Pyramide  oder  eine  Kegelääche  mit  zwei  paral- 
lelen Ebenen  begrenzt,  so  gibt  es  gewisse  Arten  von  Abbildun- 
gen dieser  begrenzten  Körper,  welche  genau  so  wie  perspectivisch 
ähnliche  Systeme  construiert  werden.  Beachtet  man  den  Vorgung 
in  Fig.  9  und  vergleicht  hiemit  Fig.  10,  so  sieht  man  ein,  dass 
aus  Fig.  10  das  Bild  einer  fQnfseitigen ,  parallel  mit  der  Basis 
abgeschnittenen  Pyramide  hergestellt  werden  kann.  Würde  man 
die  Basis  a|  &|  c^  d^  e^  als  sichtbar  annehmen,    so    würden    die 

Geraden  a.^  b^,  ft^  ^2)  ^i  ^2  ^^^  ^1  ^<i*  ^1  ^2  ^^^  Bilder  von  un- 
sichtbaren Linien  zu  stricheln  sein. 

Benützt  man  Curven,  so  erhält  man  Bilder  von  Kegel- 
flächen und  kann  man  auf  eine  ähnliche  Art  wie  in  Fig.  9  auch 
Ebenen  abbilden,  welche  durch  die  Spitze  der  Pyramiden  oder 
Kegelfläche  gehen. 

224.  Proportionaldreiecke  und  Proportionalwinkel. 
Jene  Dreiecke,  welche  zu  dem  Zwecke  construiert  werden, 

um  mit  ihrer  Hilfe  die  Längen  gegebener  Strecken  nach  einem 
gegebenen  Yei'hältnisse  zu  verändern ,  nennt  man  Proportional- 
dreiecke. 

225.  Auf  welchem  Grundsatze  beruhen  die  Propor- 
tionaldreiecke ? 

Sie  beruhen  auf  dem  Grundsatze:  Wenn  die  Seiten  der 
Dreiecke  beziehungsweise  parallel  sind,  so  sind  in  jedem  Dreiecke 
die  Verhältnisse  der  Seitenlangen  dieselben. 

Die  Proportionaldreiecke  werden  gewöhnlich  so  gezeichnet, 
dass  alle  einen  gemeinsamen  Winkel  haben. 

226.  Bei  der  Benützung  treten  zwei  Fälle  ein ;  entweder  be- 
nützt man  das  Verhältnis  der  den  gemeinsamen  Winkel  einschlies- 
senden  Seiten  oder  das  Verhältnis  einer  dieser  Seiten  zu  der  dem 
gemeinsamen  Winkel  gegenüberliegenden  Seite. 

227.  Im  letzteren  Falle  macht  man  am  einfachsten  die  den 
gemeinsamen  Winkel  einschliessenden  Seiton  einander  gleich,  und 
bezeichnet  den  Winkel  als  Propör  tionalwinkel. 
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Beispiel.  Man  soll  mehrere  gegebene  Längen  l^  l^  nach 
dem  Verhältnisse  von  AB  :  AC  verändern. 

228.  1.  Auflosung.  Man  zeichne  ein  Dreieck  ABC^  in 
welchem  zwei  Seiten  die  gegebenen  Längen  AB  und  ilC  er- 
halten (225).  Die  dritte  Seite  kann  entweder  beliebig  sein,  oder 
ebenfalls  nach  irgend  einem  brauchbaren  Verhältnisse  angenom- 
men werden.    In  Fig.  13  wurde  BC  gleich  Zweidrittel  von  AB 

Fig,  13.  Fig.  14. 


gesetzt.  Macht  man  jetzt  AZ>  =  Z|  und  zieht  durch  D  eine  Pa- 
rallele zur  dritten  Dreiecksseite  BC^  so  erhält  man  AD*  als  die 
nach  dem  Verhältnisse  von  AB :  AC  veränderte  Länge  von  Z,, 
die  man  mit  l\  bezeichne.  Die  Gerade  DD'  ist  zugleich  Zwei- 
drittel der  gegebenen  Länge  l^.  Auf  dieselbe  Art  verändert 
man  auch  die  Länge  1^  =  AE. 

.  229.  Ist  das  Verhältnis  der  Längenänderung  nicht  in  Strecken, 
sondern  in  Zahlen  gegeben,  soll  z.  B.  l\  =  i  li  werden,  so  wird 
man  eine  Dreiecksseite,  etwa  A  B,  gleich  5,  die  andere  A  C  gleich 
6  beliebigen  gleichen  Teilen  setzen  und  2,  auf  der  Seite  der 
5  Teile  auftragen,  weil  ja  l\  grosser  wird  als  Z|. 

Fig.  15.  230.  2.  Auflosung.    Man    con- 

struire  ein  Dreieck,  in  welchem  zwei 
Seiten  die  Länge  von  AC  erhalten 
und  die  dritte  Seite  der  veränderten 
Länge  AB  entspricht  (227).  In  Fig.  14 
ist  nun  AC  =  AC  und  CO  =  i  AB 
gemacht  worden.  Trägt  man  die  Länge 
Z,  auf  den  gleichen  Seiten  nach  AD 
und  A  D*  auf,  so  ist  offenbar  die  Seite 
DD'  parallel  zu  CO  und  in  Folge 
dessen  AD:DD'  =  AC:  COy  mithin  ist  die  Entfernung  der 
Punkte  D  und  Z>'  schon  die  gesuchte  Länge  l\  =ili^ 
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Diese  Methode  mit  dem  Proportionaiwinkel  ist  in  den 
meisten  Fällen  anwendbar  imd  desshalb  sehr  bequem ,  weil  man 
sich  das  Ziehen  paralleler  Geraden  ersparen  kann. 

231.  Bei  der  Construction  perspectiyisdh  ähnlicher  Systeme 
wird  man  die  Proportionaldreiecke  sehr  gut  verwerten  können, 
weil  ja  das  Verhältnis  der  Entfernungen  verwandter  Punkte  vom 
Project  ionscentrum,  d.  i.  der  Modulus,  eine  constante  Grosse  ist. 

C  Perspectivische  Affinität 

§.11. 

232.  Welche  Lage  haben  bei  perspectivisch  affi- 
nen Gebilden  die  projicierenden  Stralen? 

Sie  sind  parallel,  liegen  in  einerlei  Ebene  und  je  zwei  ver- 
wandte Gerade  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  endlich  ge- 
legenen Begegnungsgeraden  (181). 

233.  Von  zwei  perspectivisch  affinen  Systemen  pflegt  man 
gewöhnlich  ein  System,  die  Begegnungsgerade  ß  und  ein  Paar 
verwandter  Punkte  anzugeben. 

234.  Ist  in  Fig.  15  aia2  ein  solches  Punktepaar  und  6,  ein 
neuer  Punkt  des  ersten  Systemes,  so  liegt  nach  dem  ersten  all- 
gemeinen Projectionsgesetze  (180)  b^  in  einem  durch  h^  gehen- 
den projicierenden  Strale ;  zieht  man  demnach  durch  ij  eine  Pa- 
rallele zu  Oj  a^,  so  muss  in  ihr  b^  liegen. 

Verbindet  man  ferner  o^  mit  ftj  und  sucht  den  Begegnungs 
punkt  Cy  so  muss  nach  dem  zweiten  allgemeinen  Projectionsgesetze 
(181)  die  zu  Oj  bi  verwandte  Gerade  durch  c  gehen,  folglich  ist 
der  Schnitt  der  Geraden  a^c  mit  dem  durch  &,    gehenden  proji- 
cierenden Strale  der  gesuchte  mit  b^  verwandte  Punkt  6  2  (186). 

235.  W|elche  durch  Zahlen  ausdrückbare  Bezie- 
hungen ergeben  sich  in  perspectivisch  affinen  Syste- 
men in  der  Lage  verwandter  Punkte  gegen  die  Be- 
gegnungsgerade ß? 

Das  Verhältnis  ihrer  in  der  Richtung  der  projicierenden 
Stralen  gemessenen  Entfernungen  von  der  Begegnungsgeraden  ß 
ist  eine  constante  Grosse. 

Beweis.  Projiciert  man  die  drei  Punkte  a^as^  aus  irgend 
einem  Punkte  d  der  Begegnungsgeraden  ß  auf  einen  beliebigen 
durch  das  in  unendlicher  Entfernung  liegende  Projections-Centrum 
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S  gehenden  Stral  x^y  so  sind  die  projicierenden  Geraden  da^  uiid 
da^  offenbar  verwandte  Gerade  der  perspectivisch  affinen  Sy- 
steme (234),  folglich  müssen  aach  die  Punkte  Xi  x.2  verwandte 
Punkte  dieser  Systeme  sein.  Die  dritte  projicierende  Gerade  dA 
fallt  mit  ß  zusammen  und  erzeugt  auf  x'  den  Punkt  X, 
In  Folge  ähnlieher  Dreiecke  erhält  man  nun: 

x.X:xnX=atA:  a^A  oder  ^^  =  ^*-7, 

w.  z.  b.  w. 

Man   bezeichnet   den   Quotienten    -^  mit  m^    als  Modulus 

deä  crsteu,  und  ^-r  mit  m.^   als  Modulus  des  zweiten  Systemes. 

236.  Wenn  man  aus  dem  Punkte  x,  den  Punkt  x^ 
mit  Hilfe  eines  anderen  Paares  verwandter  Punkte 
hätte  ableiten  wollen,  wurde  man  denselben  Punkt  sc^ 
gefunden  haben,  der  bei  der  Benützung  des  Punkte- 
paarcs  0^02  erhalten  wurde? 

Nach  dem  vorhergehenden  Beweise  ist 


.^  _. 


Xj  X 


=  -^-  und  ebenso  r-r;  = 


6,  ß    __    a^A 


^   .   D        — A9  mithin  ist  auch  ^^  ^^  r^. 

Verbindet  man  &,   mit  x^^  wodurch  man  einen  Begegnungs- 
punkt 6  erhält,  und  zieht  man  b^  ^  bis  der  Stral  x*  getroffen  wird, 

in  einem  Punkte  x\.  so  ist  -7-^  ='  -r-^'i  mithin  erhält  man,  wenn 

h  B 

die  dem  Bruche  .-^  gleichen  Werte  einander  gleichgesetzt  wer- 

den:  ^^  =  ^-y,  und  hieraus  folgt  aj'a-^  =  ^2^}  ^*  '*•  ^2  muss 
mit  dem  frnher  gefundenen  Xo  zusammenfallen. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  man 
zur  Bestimmung  eines  neuen  Paares 
verwandter  Punkte  irgend  eines  der 
bereits  bekannten  Punktepaare  be- 
nützen kann. 

237.  Kann  man  bei  derCon- 
struction   perspectivisch   affi- 
ner Systeme   auch   die  Propor- 
tionaldreiecke verwerten? 
Weil  das  Verhältnis   der  Entfernungen  verwandter  Punkte^ 
in  der  Richtung  der  projicierenden  Stralen   gemessen,    von    der 
Begcgnuügsgeraden /}  eine  constante  Grösse  ist  (235),  so  darf 
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man  iiar  zwei  Seiten  eines  Proportionaldreieckes  den  Längen 
a^A  und  02  A  gleich  machen  (228),  um  nach  demselben  Ver- 
hältnisse jede  andere  Länge  »i  JST  zu  verändern ,  und  dadurch 
Xj  zu  finden. 

ä  A      •  a  A      , 

Bezeichnet  man  -*-7  mit  m,  und  -^  mit  r/i«,  so  wird  w,  .m-  = 

^!-j  .  -'—  =  1;   folglich  sind  wieder  die   beiden  Moduli  mj,  tWj 

einander  reciprok,  wie  dies  bei  den  perspcetivisch  ähnlichen  Sy- 
stemen der  Fall  war  (213). 

238.  Gibt  es  in  perspcetivisch  affinen  Systemen 
verwandte  Gerade,  die  zu  einander  parallel  sind? 

Ist  eine  Gerade  des  einen  Systemes  zur  Begegnungsgeraden 
ß  parallel,  so  liegt  der  Begegnungspunkt  mit  ihrer  verwandten 
Geraden  im  Unendlichen  (181),  folglich  ist  sie  zu  ihrer  verwandten 
Geraden  parallel.  Es  sind  sonach  in  perspcetivisch  affinen  Syste- 
men nur  jene  verwandten  Geraden  parallel ,  welche  gleichzeitig 
auch  mit  der  Begegnungsgeraden  parallel  sind;  x^f^  und  X2f'2 
sind  verwandte  und  ||  Gerade  in  Fig.  15. 

239.  In  welchem  Verhältnisse  stehen  in  perspce- 
tivisch affinen  Systemen  die  Längen  von  je  zwei  ver- 
wandten Strecken? 

Dieses  Verhältnis  ist  nur  fiir  verwandte  Strecken,  die  in 
denselben  zwei  verwandten  Geraden  liegen,  constant;  für  andere 
verwandte  Gerade  haben  diese  Verhältnisse   andere  Werte.    So 

ist  z.  B.  ^^  ==  7^--  und  ^  =  ^^.  aber  — ,  ist  nicht  gleich  ^*. 
Sind  die  verwandten  Geraden  parallel,  so  wird  das  Verhält- 
nis der  Einheit  gleich;  es  ist  daher  -^  =  1.   Fig.  15. 

240.  Wenn  In  einem  von  zwei  perspcetivisch  affinen  Sy- 
stemen eine  Reihe  von  Geraden  untereinander  parallel  sind,  so 
sind  aach  die  ihnen  verwandten  Geraden   untereinander  parallel. 

Es  sei  in  Fig.  16  a^a^  ein  Paar  verwandter  Punkte  und 
die  Geraden  Bb^j  Cc^  seien  zu  ^a|  parallel.  Man  ziehe  durch 
Hl  eine  Gerade  ^,  zu  ß  parallel,  so  geht  ^2  durch  a^  auch  zu 
(i  parallel  (238).  Die  projicierenden  Stralen  durch  b^  und  ci  be- 
stimmen in  <2  ^^^  Punkte  b^^^i  dabei  ist  a^&j  =  a,  &|,  und  weil 
a^hj  ^=  ABy  so  ist  auch  a^b^  ^=^  AB  und  hieraus  folgt,  dass 
Aa.j^  mit  Bb2  parallel  sein  muss.  Auf  gleiche  Art  ergibt  sich 
auch  Cc^  parallel  zu  A  02  w.  z.  b.  w. 
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241.  Wie  viele  Paare  verwandter  Punkte  sind  er- 
forderlich, um  zwei  perspectivisch  affine  Systeme 
zu  bestimmen? 

Drei  Paare,  die  nicht  in  derselben  Geraden  liegen.  Nehmen 
wir  z.  B.  in  Fig.  15  die  Punktepaare  a,  a^y  b^  &2'  ^i^a  ^^  welche 
in  drei  parallelen  Geraden  a|  a,,  ^i^a}  ^i^a  liegen,  so  geben 
diese  Geraden  die  Richtung  der  projicierenden  Stralen  an.  Die 
Geraden  a|6|,  ^2^2  geben  einen  Punkt  c,  durch  welchen  die 
Begegnungsgerade  ß  gehen  muss.  Einen  zweiten  Punkt  d  geben 
die  Geraden  a^x^  ajX^  und  durch  c  und  d  geht  ß.  Sobald  nun 
ß  gefunden,  kann  man  jedes  beliebige  Punktepaar  construieren. 

Aus  dieser  Betrachtung  erkennt  man  folgende  Wahrheit: 

242.  Sind  zwei  Dreiecke  a^ftjXi  und  02  b 2^2  ^^  g^l^g^ii) 
dass  die  drei  Geraden  aia2y  b^  6,,  a!^X2  parallel  gehen,  so  liegen 
die  Schnittpunkte  c,  d  und  e  der  verwandten  Seiten  in  einer  gera- 
den Linie. 

243.  Wann  werden  zwei  perspectivisch  affine  Sy- 
steme congruent? 

Wenn  die  projicierenden  Stralen  auf  der  Begegnungsgera- 
den senkrecht  stehen  und  wenn  je  zwei  verwandte  Punkte  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  ß  in  gleichen  Distanzen  von  ß  lie- 
gen, wenn  also  der  Modulus  eines  jeden  der  beiden  Systeme 
=  —  1  ist. 

Fig.  17.  Fig.  18. 

//  \ 


244.  Der  negative  Modulus  zeigt  immer  an,  dass  je  zwei 
verwandte  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Begegnungs- 
geraden liegen.  In  Fig.  15  ist  der  Modulus  positiv,  in  Fig.  16 
negativ. 

245.  Auf  eine  ähnliche  Art  wie  bei  perspectivisch  congruen- 
ten  und  perspectivisch  ähnlichen  Systemen  kann  man  perspecti- 
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▼iseh  affine  Systeme  zar  Darstellung  von  Abbildungen  prismati- 
scher und  cyUndrischer  Formen  benutzen,  wie  dies  an  einem  ein- 
fachen Beispiele  in  Fig.  17  zu  ersehen. 

Wichtig  sind  bei  derartigen  Constructionen  die  Probepunkte 
and  Probelinien ,  welche  der  Lernende  bei  seinen  Zeichnungen 
au£susuchen  nicht  unterlassen  wolle.  Zieht  man  in  Fig.  17  z.  B. 
fxf\  und  g^g^  zur  projicierenden  Richtung  parallel^  so  muss  die 
Probe  zeigen,  dass/^^^  und  /a^^  sieb  in  einem  Punkte  der  /} 
schneiden. 

246.  Die  genauesten  Resultate  erzielt  man  bei  perspectivisch 
ähnlichen  und  affinen  Systemen  immer  durch  die  Anwendung  der 
Pi  oportionaldreiecke  auf  die  Ausmittelung  verwandter  Punkte  (225). 

Aufgabe.  Es  ist  zu  irgend  einer  geschlossenen  Curve  eine 
affine  Curve  nach  dem  Modulus  m^  =  —  2  aufzusuchen  und  so- 
dann das  Bild  einer  Cylinderfläche  herzustellen ;  die  Richtung  der 
projicierenden  Stralen  gegen  /}  kann  beliebig  angenommen  werden. 

D.  Die  perspectivische  Collineation.  Begriff  von 
Punktwerten.  Involutorisches  System. 

§.12. 

Bei  der  perspectivischen  Collineation  sind  die  projicieren- 
den Stralen  central  und  die  Begegnungsgerade  /3  liegt  im  End- 
Uchen  (193). 

247.  Die  perspectivische  Collineation  kann  am  einfachsten 
durch  das  Projectiouscentrum  8^  die  Begegnungsgerade  /}  und 
ein  Paar  verwandter  Punkte  angegeben  werden. 

Ist  Gj  a,  ein*solches  Punktepaar  in  Fig.  18  und  h^  ein  Punkt 
des  ersten  Systemes,  so  muss  6^  in  dem  Strale  Bh^  liegen  (180). 
Zieht  man  a^ft,,  bestimmt  den  Begegnungspunkt  c,  so  muss  nach 
dem  zweiten  allgemeinen  Projectionsgesetz  (181)  die  verwandte 
Gerade  oder  Colinear-Projection  Oji^  auch  durch  c  gehen,  so- 
nach schneidet  die  Gerade  a^c  den  Stral  Bh^  in  dem  gesuchten 
Punkte  62  (186). 

Auf  diese  Art  kann  man  jedes  andere  Paar  verwandter 
Punkte  construieren ,  wenn  man  einen  Punkt  desselben  kennt. 
In  Fig.  18  wurde  das  Punktepaar  Xy^x^  sowol  aus  a^a^  als  auch 
aus  &i  &2  bestimmt;  dabei  haben  wir  nur  zu  beweisen,  dass  man 
stets  denselben  Punkt  x^  findet,  ob  man  a^^^  oder  h^  h^  benützt. 


/.' 


/ 
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248.  Wie  kann  man  bei  der  perspectivischen  Col- 
lineation  die  Lage  eines  Punktes  bestimmen? 

Fig.  19.  Man  ziehe  in  Fig.  19  durch  den 

^  ;  /  Punkt,  z.  B.  durch  a|,   einen  proji- 

— !^- 5^L /    ._  Kt/      cierenden  Stral  Äai,  so  wird  dieser 

^''  die   Begegnnngsgerade  /}  in   einem 

Punkte  A  schneiden;  gibt  man  an, 

wie  oft  a,  A  xn  a.S  enthalten  ist,  so 

*  \    y/  weiss  man  auch,  wo  a^  in  dem  Strale 

^/    y«-'^'B  ä  r7,  /S  liegt.    Wäre  z.  B.  a,  -A  in  a^  S 

/  /  \  I  dreimal    oder    n-mal    enthalten,    so 

//         \j  rauss  a^A  in  AS  oflfenbar  um  ein- 

/!  h\  mal  weniger  oft,  d.  i.  zweimal  oder 

'^  [n-X)  mal  enthalten  sein.  Teilt  man 

dann  AS  m    zwei  oder  (n — 1)    gleiche   Teile  und  macht  aj A 

einem  dieser  Teile   gleich,  so  hat  man  a,  fixiert. 

Liegt  ein  Punkt  zwischen  A  und  5,  wie  z.  B.  a,,  so  wird 
man  ebenfalls  die  Lage  von  a^  durch  die  Zahl  anzeigen,  die  an- 
gibt, wie  oft  a,  A  in  a^S  enthalten  ist. 

Wäre  etwa  a^A  in  a^&  zweimal  oder  n-mal  enthalten,  so 
ist  a^A  in  AS  um  einmal  öfter,  d.  i.  dreimal  oder  (n  4~  1)  i^^ 
enthalten.  Teilt  man  dann  AS  m  drei  oder  (n  -j-  1)  gleiche  Teile 
und  macht  a,  A  einem  Teil  gleich,  so  hat  man  a^  gefunden. 

249.  Warum  gibt  man  nicht  einen  Punkt,  wie  z.  B. 
a,,  durch  den  Abstand  von  S  an,  warum  wählt  map  die 
beiden  Abstände  a^t>  und  a^A'i 

Wenn  man  die  Entfernung  a^S  angibt,  so  muss  man  einen 
Massstab  haben,  auf  welchem  man  die  Länge  a^«S  abmisst;  wenn 
man  aber  angibt,  wie  oft  a^A  in  a^S  enthalten  ist,  so  bedarf 
man  dazu  keines  Massstabes  und  kann  doch  den  Ort  bestimmen, 
wo  a,  liegt  (248). 

250.  Worin  besteht  demnach  das  neue  Mittel,  die 
Lage  eines  Punktes  in  ein  er  geraden  Linie  an  zugeben? 

Fig.  20.  Es  besteht  in  Folgendem:    Man 

JJI ^  ^       wählt  sich  in  der  geraden  Linie  zwei 

feste  Punkte,  z.  B.  S  und  A  in  Fig.  20, 
und  gibt  den  Quotienten  der  Entfernungen  des  zu  fixierenden 
Punktes  M  von  diesen  Punkten  S  und  A  an. 

251.  Einen  derartigen  Quotienten  wollen  wir  einen  Punkt- 
wert nennen;  die  beiden  festen  Punkte  /Sund -4,  mit  welchen  man 
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die  Lage  der  übrigen  Punkte  der  Geraden  vergleicht,  bezeichne  man 
als  Vergleichspunkte  und  zwar  jenen  als  den  ersten,  der 
im  Punktwert   im  Zähler  steht ,   den  andern  als   den  zweiten 

Vergleichspunkt.      In    den    Punktwerten  -17-  oder  -^-7  oder 

*  AiA  a^A 

— 2  ^^  "^  ^^^  erste  und  Ä  der  zweite  Vergleichspunkt 

Ein  Punktwert  soll  positiv  genannt  werden,  wenn  man 
vom  Pankte  aus  in  demselben  Sinne  zu  beiden  Vergleichspunk- 
ten gelangt;    sonst   aber   negativ.      Demnach   ist  (ur  Fig.  19 

^2"  ®™  positiver,  ^^  ein  negativer,  für  Fig.  20  ^r-j  ein  positi- 
ver Punktwert. 

252.  In  welcher  Beziehung  stehen  nun  die  Punkt- 
werte von  zwei  verwandten  Punkten  in  zwei  perspec- 
tivisch  collinearen  Systemen? 

Das  Verhältnis  der  Punktwerte  (251)  von  zwei  verwandten 
Punkten  ist  in  zwei  perspectivisch  collinearen  Systemen  eine  un- 
veränderliche Grosse,  d.  h.  dividirt  man  den  Punktwert  eines 
Punktes  des  ersten  Systemes  durch  den  Pnnktwert  des  verwand- 
ten Punktes  vom, zweiten  Systeme,  so  ist  der  Quotient  aus  je 
zwei  verwandten  Punkt  werten  derselbe,  wenn  das  Projections- 
centrum  stets  der  erste  und  der  im  projicierenden  Strale  liegende 
Begegnungspunkt  der  zweite  Vergleichspunkt  ist. 

Beweis.  Nehmen  wir  an,  in  Fig.  19  sei  «102  ©in  Paar  ver- 
wandter Punkte,  P  ein  beliebiger  Begegnungspunkt  in  /J;  also 
sind  Pa^  d.  i.  p^  und  Pa^  d.  i.  p,  zwei  verwandte  Gerade  (186), 
und  zieht  man  durch  S  irgend  einen  projicierenden  Stral ,  so  sind 
dessen  zwei  Schnitte  mit  j>^  und  j>2  jederzeit  zwei  verwandte  Punkte. 

253.  Unter  all'  den  möglichen  Stralen  durch  S  ziehen  wir 
den  zur  Begegnungsgeraden  ß  parallelen  ß'  und  bezeichnen  ihn 
als  die  Centrale  der  beiden  Systeme. 

Vergleicht  man  dann  die  Lagen  von  a,  a2  mit  k^  und  k^^ 
so  gelangt  man  zur  Erkenntnis  des  zu  beweisenden  Satzes. 

Der  Punktwert  von  a.  ist  ^^  ;  sieht  man  in  die  ähnlichen 

Dreiecke  a,  Sk^  und  a^  AP,  so  erkennt  man  die  Gleichheit  der 

beiden  Quotienten   ^^  und  ~-t. 

a^  A  "  A 

Der  Punktwert  von  a^  ist  ^^ ;  sieht  man  in  die  ähnlichen 

a^  A 

Dreiecke  a^Sk^  und  ä^APj  so  erkennt  man  auch  die  Gleich- 
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h  e  i  t  der  beiden  Quotienten  ^-j  und  -^ ,  woraus  sich  ergibt : 
?i4 :  ^  =  ^ :  ^.    SchaflFl   man   die    gleichen  Nenner  des 

a^Aa^'ii  PAPA  ^ 

dritten  und  vierten  Gliedes  fort,  so  erhält  man : 

?ij.^  ^  ft   S:JfejS 1) 

254.  Was  hat  diese  Gleichung  für  eine  Bedeutung? 
Sie  gibt  uns  an,  wie  man  das  Verhältnis  von  zwei  Punkt- 

werten   -^  und  ^^  durch  das  Verhältnis  von  zwei  Strecken  aus- 

a,  A  o,  A 

drucken  kann;  in  die  Wortsprache  übersetzt,  sagt  sie  Folgen- 
des aus: 

um  das  Verhältnis   von   zwei  Punktwerten  ^^ :  ^^  durch 

ein  Verhältnis  von  zwei  Strecken  auszudrücken,  projiciere  man 
aus  einem  beliebig  gewählten  Punkte  P  der  Geraden  ß  ausserhalb 
der  Geraden  SA  die  beiden  Punkte  0^02  auf  die  Centrale  ß' 
(253)  nach  k^  und  k^,  dann  geben  die  Projectionen  k^  k^  der 
Punkte  a^a^  mit  ihren  Entfernungen  von  aS,  d.  i.  mit  k^S  und 
k^S  das  Verhältnis  der  Punktwerte  an;  es  ist  nämlich  dies  Verhält- 
nis der  Punktwerte     =  k^  S  '.k^  S, 

Ist   k^  S  m  k^S  zweimal  oder  n-mal  enthalten,   so  ist  auch 

der   Punktwert  ^^  in  ^^   zwei-   oder  n-mal  enthalten. 

n^  A  a,  A 

Es  ist  bemerkenswert,  dass  vom  Punkte  A  die  Projection 
auf  den  unendlich  fernen  Punkt  in  ß^  fallen  muss,  weil  PA 
mit  ß'  parallel  ist. 

255.  Schreibt  man  die  Gleichung  1)  in  folgender  Ordnung: 

k\  S  •  kt>  S  =  *^ — T  :  — 7  .  *  •  •  .  2] 

'  *  a^Aa^A  ' 

SO  sagt  die  Gleichung  2)  folgendes  aus: 

Projiciert  man  die  Strecken  k^  5,  k^  S,  sowie  auch  den  un- 
endlich fernen  Punkt  der  Geraden  k^^k^  aus  einem  beliebigen 
Begegnun^spunkte  P  auf  einen  beliebigen  durch  S  gehenden  Stral 
8Aj  so  geht  das  Verhältnis  der  Abstände  der  Punkte  k^  und  k^ 
von  S  auf  das  Verhältnis  der  Punktwerte  ihrer  Projectionen  un- 
verändert über,  wenn  man  S  zum  ersten  und  die  Projection^ 
des  unendlich  fernen  Punktes  in  ß'  zum  zweiten  Vergleichspunkt 
wählt. 
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Nacli  diesem  höchst  wichtigen  Qesetzo  ist  nun  auch 

folglich  erhält  man  durch  Gleichsetzung  mit  2) 

was  in  (252)  behauptet  wurde. 

256.  In  Fig.  18  ist  nun  ^  :  ^  sowol  dem  '^  :  ^-2-f  als 


auch  dem  -^-^  :  -~  gleich ;  mithin  kann  man,  wenn  »j  angenom- 
men ist,  immer  nur  denselben  Punkt  x^  finden,  man  mag  a^a^ 
oder  &]  &2  ssui*  Bestimmung  von  x^  benützen. 

257.  Das  constante  Verhältnis  der  verwandten  Punktwerte 
in  zwei  perspectivisch  coUinearen  Systemen  bezeichne  man  als 
den  Modulus  der  Systeme;  es  ist  also: 

i^ll  =  -^TI  =  »"1  ™^^  •  ^  =  ^*'  fo'gli<5h  m,  .  TU,  =  1. 

258.  Der  Modulus  ist  positiv,  wenn  beide  Punktwerte  po- 
sitiv sind,  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.  In  Fig.  19  ist  der 

Modulus  negativ,  denn  -*-j  ist  positiv,  -^    negativ ,    oder   auch 

A|  A  Sm  A, 

k   S 

k^  S  hat  den  entgegengesetzten  Sinn  von  Äj/S,  also  sind  m^  =  ~-^ 

und  m,  =  jp^,  negative  Moduli. 

259.  Wie  kann  man  nach  einem  gegebenen  Modu- 
lus zwei  perspectivisch  collineare  Systeme  con- 
struieren  ? 

Nehmen  wir  an,  es  sei  774  =  —  2. 

Man  ziehe  irgend  eine  Begegnungsgerade'/},  wähle  irgend 
einen  Punkt  «^  als  Projectionscentrum  in  der  Ebene,  ziehe  eine 
Centrale,  d.  i.  zu  ß  eine  Parallele  ß'  durch  S,  und  wähle  in  ihr, 
weil  der  Modulus  negativ  ist,  auf  entgegengesetzten  Seiten 
von  5  zwei  Punkte  h^  und  Ä^  derart,  auf  dass  der  Grösse  nach 
fcj  S:  Äa  'S  =  2  wird,  so  sind  k^  und  k^  (Fig.  19)  zwei  verwandte 
Punkte  der  perspectivisch  coUinearen  Systeme.  Zieht  man  dann 
durch  S  einen  beliebigen  Stral  SA  und  projiciert  aus  irgend 
einem  Punkte  P  der  Begegnungsgeraden  ß  die  verwandten  Punkte 
k^k^  auf  diesen  Stral  ,^  so  sind  die  Projectionen  OiO^  abermals 
zwei  verwandte  Punkte  der  perspectivisch  coUinearen  Systeme. 
Auf  ähnliche  Art  kann  man  kik%  far  die  übrigen  Punktepaare, 
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oder  auch  als  Probepunkte   für   bereita    bekannte   Punktepaare 
Fig.  18  benutzen. 

260.  Für  welchen  Wert  des  Modulus  entstehen 
involutorische  Systeme?  (219.) 

Für  Wi  =  fn2  =  —  1  (257).  Würde  demnach  in  Fig.  19 
k^  S  =  Sk^  =  —  k^S  angenommen  werden,  dann  würde  man  zu 
dem  Orte  a,  stets  den  Ort  a,  finden,  einerlei,  ob  man  den  Ort  a^ 
dem  ersten  oder  dem  zweiten  Systeme  angehören  lässt.  Zwei 
derart  verwandte  Systeme  machen  zusammen  ein  sogenanntes  in- 
volutorisches  System  aus;  denn  je  zwei  verwandte  Punkte  bilden 
ein  involutoris^ches  Punktepaar,  weil  es  zwei  Paare  ver- 
wandter Punkte  involviert. 

261.  Durch  wie  viele  Paare  verwandter  Punkte 
sind  zwei  perspectivisch  collineare  Systeme  bestimmt? 

Durch  drei  Paare.  Nehmen  wir  an,  in  Fig.  18  seien  a^a^f 
6i  &27  ^1^«  di^^i  solche  Paare,  so  müssen  sie  zuerst  die  Bedingung 
erfüllen,  dass  die  drei  Geraden  ajOa,  &,&a»^i^2  ®^^^  ^^  einem 
einzigen  Punkte  S  schneiden,  welcher  das  Projectionscentrum  ist. 
Sucht  man  dann  zwei  Paare  verwandter  Geraden,  etwa  a^fti, 
a^  bq  und  a^  x^,  a^a^g,  so  geben  diese  zwei  Punkte  c  und  <Z,  welche 
in  ß  liegen,  wodurch  nun  ß  gefunden  ist  Nun  erscheint  x^x^  als 
ein  Paar  verwandter  Punkte,  das  aus^S,  ß,  a^y  a,  nach  dem  Ver- 
üahren  des  räumlichen  Projicierens  bestimmt  wird,  woraus  wir 
schliessen,  dass  auch  der  Schnitt  e  von  biX^  mit  &2^2  ^^  ß  ^^^' 
gen  muss. 

262.  Durch  wieviele  Paare  verwandter  Geraden 
sind  zwei  perspectivisch  collineare  Systeme  bestimmt? 


Fig.  21. 


Durch  drei  Paare ;  die 
drei  Schnittpunkte  der  drei 
Paare  von  Selten  müssen  in 
einer  Gerade  liegen ,  welche 
die  Begegnungsgerade  der  bei- 
den Systeme  wird.  Sucht  man 
dann  zwei  Paare  verwandter 
Punkte,  so  geben  diese  zwei 
projicierende  Stralen ,  deren 
Schnittpunkt  aS  das  Projec- 
tionscentrum wird.  Sodann  sind 
die  perspectivisch  collinearen 
Beziehungen  wie  bei  Fig.  18  hergestellt  und  muss  dann  auch  der 
Stral  durch  das  dritte  Paar  verwandter  Punkte  durch  /S  gehen. 
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263.  Wann  liegen  sonach  zwei  Dreiecke  in  einer 
Ebene  perspectivisch  coliinear? 

Sie  liegen  perspectivisch  coliinear  entweder ,  wenn  drei  Ver- 
bindongsgerade  von  Eckenpaaren  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
schneiden,  oder  wenn  drei  Schnittpunkte  von  Seitenpaaren  in  einer 
geraden  Linie  liegen.  Findet  sich  eine  dieser  beiden  Eigen- 
schaften bei  zwei  Dreiecken  einer  Ebene  vor,  so  ist  auch  die  an- 
dere E2igenschaft  vorhanden. 

264.  Perspectivisch  coUineare  Gebilde  können  ebenso  wie 
die  froher  besprochenen  perspectivischen  Gebilde  zur  Erzeugung 
von  Abbildungen  körperlicher  Formen,  von  Pyramiden,  Prismen, 
Kegeln  und  Cy lindem  verwendet  werden  und  kann  sich  der  Ler- 
nende leicht  nach  dem  früher  befolgten  Vorgange  solche  Bilder 
entwerfen. 

Auch  ist  die  Ausmittelung  der  Probepunkte  und  Probelinien 
eine  nun  selbstverständliche  Sache  (200). 

Aufgabe.  Man  gebe  einem  Kreise  specielle  Lagen  gegen /S 
und  ßf  und  construiere  die    CoUinear-Projection  des  Kreises. 

Das  projectivisrhe  lüruiid|:eHetz  von  proJ«ctivi»cii   verwandten  ge- 
raden Fuuktreihen. 

§.  13. 

265.  In  welcher  durch  Zahlen  ausdrückbaren  Be- 
ziehung stehen  zwei  projectivisch  verwandte  gerade 
Punktreihen? 

Die  Verhältnisse  der  Punktwerte  in  der  einen 
Reihe  sind  gleich  den  Verhältnissen  der  verwandten 
Punktwerte  in  der  anderen  Reihe. 

Beweis.  In  Fig.  21  wird  die  gerade  Punktreihe  A^B^C^ 
Dj£,  •  .  .  der  Geraden  p^  aus  irgend  einem  Punkte  S  auf  eine 
beliebige  andere  Gerade  p^  projiciert,  wodurch  eine  zweite  ge- 
rade Pnnktreihe  A^B^C2D^E2  .  .  •  entsteht,  welt^he  man  der 
ersteren  Reihe  A^B^C^D^E^  .  .  .  projectivisch  verwandt 
nennt  Wählt  man  aus  den  Punkten  der  ersten  Reihe  zwei  be- 
liebige derselben  zu  Vergleichspunkten,  etwa  B^  zum  ersten 
und  I>|  zum  zweiten  und  ihre  Projectionen  B^  zum  ersten 
und  D^  zom  zweiten  Vergleichspunkt,  so  sind  die  Werte,  welche 
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zwei  verwandteu  Punkten  entsprechen,  auch  verwandte  Punkt- 
werte; man  hat  demnach  zu  beweisen,  dass  das  Verhältnis  von 
irgend  zwei  Pnnktwerten  der  einen  Reihe,  gleich  ist  dem  Ver- 
hältnisse der  ihnen  verwandten  Punktwerte  in  der  anderen 
Reihe,  etwa : 

A^ z>,  '  e, D,  ""  J, Z>,  •  C^D^> 
oder : 

C|  B^     E^  B^  C^  B^  ^  £2  ßj 

U.   8.  W. 

Um  diese  Gleichheiten  zu  beweisen,  ziehe  man  durch  die 
Punkte  A^C^Ei  ...  Parallelen  zu  p.^,  bis  sie  die  Vergleixihs- 
stralen  SB^  und  SD^  treffen,  so  gelten,  wie  leicht  einzusehen, 
folgende  Proportionen : 

A^B^:C^B^=A^A':C,0 1),  weilA  A^i^' ~  A  ^^i  ^iC" 

A^D^  :(7,  Dl  =A,  A":  C,  C  •...  2),  weilA^iA ^"^A^tDiC". 

Durch  Division  der  Proportion  1)  durch  die  gleichvielten  Glieder 

der  Proportion  2)  erhält  man: 

AjB,     C,B,  _  A^  A*     C,  C  ov 

A^D,  '  C,D,    ~  A,  A*'  '  C\C* ' 

Nun  ist  aber  ^'    ,,  =  -j-jj  t    weil  die  Gerade  A^B^D^  zu 

^1-4' .4"  parallel  ist,  und  ebenso  ist  —gj;  =  77-^*,  mithin  erhält 

man  aus  der  Proportion  3)  die  folgende 

Aji^  .  ^\^t         A^  g.  ^  Q  g, 

welche  zu  beweisen  war. 

Die  übrigen  Proportionen  können  in  derselben  Weise  be- 
wiesen werden ,  mithin  ist  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Be- 
hauptung dargethan. 

266.  Anstatt  mehrere  einzelne  Verhältnisse  von  Punktwerten 
in  Form  von  Projectionen  aufzuschreiben,  pflegt  man  die  Verhält- 
nisse in  folgende  Form  zusammenzufassen : 

A^B^     B^B,     C^B^     Z),  g,     Et^t.         

J, Z),  •  B,  D,  '  e,  Z>,  '  JO,D,  '  e,d/"  "  — 

AB^  .  B^B,  ^  C,B^  ,  D,^  ,  E^B^ .         _  .. 
A^D^  •  -ö,  A  ■  ^a  A  •  A-^2  '  £^2^2 ^' 
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Nimmt  man  aus  dor  ersten  Seite  irgend  zwei  Punktwerte 
in  ein  Verhältnis  ^  so  gehören  die  gleichvielten  Glieder  der 
zweiten  Seite  in  die  Proportion  zu  den  zwei  Punktwerten  der 
ersten  Seite. 

267.  Wenn  man  also  eine  beliebige  Reihe  von 
Punkten  einer  geraden  Linie  auf  eine  andere  Gerade 
projiciert,  welche  Eigenschaft  tritt  da  jederzeit  auf  ? 

Es  sind  die  Verhältnisse  der  Punktwerte  der  gegebenen 
Reihe  ganz  gleich  den  Verhältnissen  der  Punkt  werte  in  der  Pro- 
jection,  d.  i.  in  der  T\  verwandten  geraden  Punktreihe. 

268.  Welche  Punkte  muss  man  zu  Vergleichspunk- 
ten wählen  ? 

Zwei  beliebige  Punkte  der  einen  Reihe,  denn  der  Beweis 
des  Gesetzes  wurde  ja  für  zwei  beliebige  Vergleichspunkte  ge- 
führt 

269.  Welches  sind  dann  die  Vergleichspunkte  in 
der  zweiten  Reihe? 

Die  Projectionen  der  Vergleichspunkte  der  ersten  Reihe. 

Man  kann  daher  für  je  zwei  andere  Vergleichspunkte  eine 
Gleichung  nach  dem  Gesetze  der  Gleichung  4)  gebaut ,  auf- 
schreiben. 

Dass  zwei  gerade  Punktreihen  j\  verwandt  sind,  pflegt  man 
symbolisch  also  aufzuschreiben:  A^  B^C^  D^E^  .  .  .  .  7\  ^i?^  C2 
D^Ej  »  -  •  '  ]   dabei  ist  >1,  7\  verwandt  zu  A^,  B^  Ä  verwandt  zu 

B^y  u.  s.  w. 

270.  Dieses  für  die  Lehre  der  Projectionen  so  äusserst  wich- 
tige Gesetz  4),  bezeichnet  man  als  das  projectivische  Grund- 
gesetz, welches  in  Worten  kurz  ausgedrückt  auch  lautet: 

Die  Verhältnisse  der  Punktwerte  einer  geraden 
Panktreihe  gehen  durch  Projicieren  auf  eine  Gerade 
ungeändert  auf  die  Projection  über. 

271.  Was  geschieht  wol,  wenn  in  der  einen  gera- 
den Panktreihe  der  zweite  Vergleichspunkt  in's  Un- 
endliche fällt? 

Die  gerade  Punktreihe,  welche  den  zweiten  Vergleichspunkt 
im  Unendlichen  besitzt,  gibt  die  Verhältnisse  der  Punktwerte  der 
ersten  Reihe  in  Strecken  an. 
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Nehmen  wir  an,  der  Stral  SD^  sei  in  Fig.  22  zu  p,  paral- 
lel, so  liegt  2>2  in  p2  im  Unendlichen.  Es  sei  nun  A^^  der  erste. 
Dg  der  zweite,  mithin  auch  -4,  der  erste  und  D^  der  zweite  Ver- 
gleichspunkt, so  ist  nach  dem  projectivischen}, Grundgesetze: 


/ 


B,D, 
Fig.  22. 


»  »   » 


C,D, 
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Cr       \ 


Die  Längen  B^D^  und  O^X)« 
sind  beide  ohne  Ende  gross  und 
nur  die  eine  ist  um  die  Länge  B^  Cq 
grösser  als  die  andere.  Bei  einer 
unendlichen  Länge  ist  aber  jede 
messbare  Länge  so  klein,  dass  sie 
in  Beziehung  auf  die  ganze  Länge 
verschwindet,  demnach  kann  man 
B^D2  und  €20^  als  gleich  anse* 
hen,  und  die  beiden  Nenner  B^  D^j 
(7g2>2  abkürzen,  wodurch  man  er- 
hält: 


B^  J,     C^A^ jy    Ä    .  r   A 

Jb;d;  •  C,D,  "~  ^2^  •  ^*'^»' 
In  gleicher  Art  ist : 

^A  ^1  ,  "fe'i  -^1  —   n   j    •VA 


oder  auch 
B,  D,  •  c,  D, 


p  jy   :  •  •  .  •  —  />!£  /la  :  Cg  xt^  i  JL2  -Aj  •  .  •  •  o) 


272.  Durch  diese  Eigenschaften  ist  man  in  den  Stand  ge- 
setzt, eine  gerade  Punktreihe  zu  erzeugen,  bei  welcher  die  Punkt- 
werte in  gegebenen  Verhältnissen  stehen.  Sollten  z.  B.  drei 
Punkt  werte  sich  verhalten  wie  die  Zahlen  2  :  6  :  —  7,  so  wärde 
man  etwa  wie  in  Fig.  22  4,i?a  =  2,  A^  C^  =6,  AlE^z^l  be- 
liebigrn  gloichen  Teilen,  aber  A2E2  entgegengesetzt  von  A2C^ 
Fig.  23.  annehmen,  und  die  Reihe  A2B2 

rjOOjEj  aus  irgend  einem  Punkte 
S  auf  eine  beliebige  Gerade  pi 
projicieren  und  die  Projection 
A^  von  A2  zum  ersten,  jene  D^ 
vom  unendlich  fernen  Punkt,  den  man  mit  co  bezeichnet,  zum 
zweiten  Vergleichspunkt  wählen;  dann  hat  man  die  Au%abe 
gelöst. 
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273.  Wenn  zwei  7\  verwandte  gerade  Panktreihen  so  liegen, 
dasB  wirklich  die  eine  als  Projection  der  andern  erscheint,  wie 
in  Fig.  21  oder  Fig.  22,  so  sagt  man,  die  geraden  Punkt- 
reihen liegen  perspectivisch. 

274  Was  hat  der  Durchschnittspunkt  P  der  die 
perspectivischen  Punktreihen  tragenden  Geraden 
p^P2  föi"  eine  Eigenschaft? 

In  ihm  fallen  zwei  verwandte  Funkte  zusammen.  Denn  be- 
trachtet man  P  als  einen  Punkt  der  Geraden  pi  und  sucht  zn  P 
die  Projection  in  der  Geraden  P27  ^o  muss  die  Projection  mit  P 
zusammenfallen. 

275.  Wie  ist  bei  zwei  proj  ectivisch  verwandten 
geraden  Punktreihen  das  Verhältnis  von  je  zwei  ver- 
wandten Punktwerten  beschaffen? 

Es  ist  unveränderlich.  Sind  z.  B.  in  Fig.  21  B^D^jB^D^ 
die  Vergleichspunkte,   so  erhält   man  nach  dem  7\  Grundgesetz: 

vertauscht  man  die  mittleren  Glieder  dieser  Proportion ,  so  er- 
hält man; 

A,D,  •  A^D^   —   C\D,  *  C,D, ^ 

d.  h.  der  Wert  des  Punktes  A^  verhält  sich  zum  Werte  seines 
verwandten  Punktes  Ä^,  wie  der  Wert  irgend  eines  Punktes  Cj 
der  ersten  Reihe  zu  dem  Werte  seines  verwandten  Punktes  C, 
der  anderen  Reihe,  w.  z.  b.  w. 

276.  Wie  viele  Paare  verwandter  Punkte  sind  von 
zwei  geradenPunktreihen  nothwendig  und  hinreichend, 
um  die  Ä  Verwandtschaft  zwischen  ihnen  herzustellen? 

Dl-ei  Paare  verwandter  Punkte,  weder  weniger  noch 
mehr.  Denn  sind  drei  Paare  angegeben ,  so  kann  man  zwei  Paare 
zu  Vergleichspunkten  wählen,  die  Punktwerte  des  dritten  Paares 
geben  dann  schon  das  Verhältnis  an,  in  welchem  je  zwei  ver- 
wandte Punktwerte  zu  einander  stehen  müssen. 

In  Fig.  23  sind  auf  zwei  geraden  Linien  je  drei  Punkte  an- 
genommen und  ihre  verwandtschaftliche  Beziehung  durch  die  Be- 
zeichnung ersichtlich  gemacht  worden.    Wählt  man  ^if^ilj^a 

zu  Vergleichspunkten  ,    so   sind  rh^ ,  sowie  ^^-^  Punktwerte  und 

wird  der  erstere  durch  den  letzteren  dividiert  irgend  einen  Quo- 
tienten q  geben. 
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lät  dann  Xi  ein  beliebiger  Puhkt  der  ersten  Geraden  und 
wird  der  ihm  verwandte  Punkt  in   der  zweiten  Geraden   mit  X2 

bezeichnet,   so  muss   ^^^-jf  :  ^r-n^  — gsein,  folglich  wird  ^r-^?  = 

"VA  "y  A 

,ir-^  :  q.     Da  nun  -rr-rr*  5   sowie  q  bekannte  Zahlen  sind  ,    so 

kann  man  den  Wert  ^^t-tt*  :  q  berechnen,  wodurch  der  Wert   ^  ^ 

gefunden  ist. 

Kennt  man  aber  den  W jrt  eines  Punktes ,  sowie  die  Ver- 
gleichspunkte, so  kann  man  nach  (248)  den  Punkt  X^  finden. 

277.  Wann  liegen  zwei  projectivisch  verwandte 
gerade  Punktreihen  perspectivisch? 

Wenn  in  dem  Schnittpunkt  ihrer  Träger  zwei 
vorwandte  Punkte  zusammenfallen.  Denn  sind  irgend  zwei 
gerade  Punktreihen  A^  B^  C^D^  ....  und  A^B^  C^D^  .  •  •  pro- 
lectivisch  verwandt  (265),  und  legt  man  die  eine  Reihe  geneigt 
zur  anderen,  jedoch  so,  dass  ein  Paar  verwandte  Punkte,  z.  B. 
^1^42  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  so  geben  zwei  Gerade 
JSj  J5a,  Cj  C2  einen  Punkt  S;  projiciert  man  die  Reihe,  welcher  D^^ 
angehört,  aus  /Sauf  die  Gerade,  in  welcher  D.^  liegt,  so  gehen  die 
Verhältnisse  der  Punktwerte  der  ersten  Reihe  auf  die  zweite  Reihe 
über,  und  weil  nach  der  Voraussetzung  in  der  zweiten  Reihe  die 
Punktwerte  dieselben  Verhältnisse  haben,  wie  in  der  ersten,  so 
erkennt  man  mit  Sicherheit,  dass  die  Projection  der  Reihe  A^  B^ 
C^Di  ...  aus  S  auf  die  andere  Gerade  mit  A.^B2  C2-D2  •  •  •  zu- 
sammenfällt ,  wenn  schon  vermöge  der  Annahme  A^  B^  C^  Pro- 
joctionen   von  A^  ß,  C^  sind. 

278.  Constructiv  verfährt  man 
daher,  um  X^  zu  finden,  wie  Fig.  24 
zeigt:  Im  Schnittpunkt  zweier  be- 
liebigen Geraden  lässt  man  ein  Paar 
verwandter  Punkte  A^A^  zusam- 
menfallen, die  beiden  anderen  Paare 
i?,  Sa  und  Ci  Ca  geben  das  Projec- 
tionscentrum  S  und  hiedurch  ergibt 
sich  die  Projection  X^  des  Punktes 
X^ ;  überträgt  man  die  Länge  B^  X.^  aus  Fig.  24  nach  B^  X^  in 
Fig.  23,  so  hat  man  zu  X^  den  verwandten  Punkt  X^  construc 
tiv  gefunden. 


Fig.  24. 
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279.  Wenn  zwei  projectivisch  verwandte  gerade  Punktreilien 
nicht  perspectiviseh  liegen,  wie  in  Fig.  23;  so  sagt  man  sie  liegen 
schief.  Bei  schiefliegenden  7\  verwandten  geraden  Punktreihen 
können  im  Schnittpunkt  ihrer  Träger  keine  verwandten  Punkte 
zusammentreffen^  weil  dies  eine  Eigenschaft  der  perspectivischen 
lidge  ist. 

280.  Welcher  Unterschied  besteht  zwischen  zwei 
Ä  verwandten  geraden  Punktreihen,  wenn  sie  cen- 
tral|  oder  wenn  sie  durch  parallele  Straten  erzeugt 
werden? 

Wenn  zwei  verwandte  gerade  Punktreihen  auf  zwei  nicht 
parallelen  Geraden  durch  centrale  Straten  erzeugt  werden ,  so 
stehen  die  Punktwerte  der  einen  Reihe  in  denselben  Verhält- 
nissen zu  einander,  wie  die  Punktwerte  der  zweiten  Reihe;  ent- 
stehen aber  die  Projectionen  durch  parallele  Stralen ,  so  findet 
zwar  diese  Eigenschaft  auch  statt,  aber  ausserdem  sind,  wie  schon 
bekannt,  die  Verhältnisse  der  Strecken  in  der  einen  Reihe,  gleich 
den  Verhältnissen  der  verwandten  Strecken  in  der  anderen  Reihe. 

Diese  letztere  Eigenschaft  findet  auch  statt,  wenn  man  eine 
gerade  Punktreihe  central  auf  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  pro- 
jiciert. 

281.  Wenn  von  zwei  geraden  Punktreihen  die  Punkt  werte 
der  einen  Reihe  in  denselben  Verhältnissen  stehen,  wie  die  ver- 
wandten Punktwerte  der  anderen  Reihe,  so  sind  die  Reihen  projecti- 
visch  verwandt  und  wir  sagen  auch,  sie  seien  projectivisch  pro- 
portional; sind  aber  auch  noch  die  Verhältnisse  der  Strecken 
der  einen  Reihe  gleich  den  Verhältnissen  der  verwandten  Strecken 
in  der  anderen  Reihe,  so  sagen  wir,  die  geraden  Punktreihen  seien 
geometrisch  proportional. 

282.  Von  welcher  Beschaffenheit  sind  die  ver- 
wandten geraden  Punktreihen  bei  den  verschiedenen 
Arten  der  7\  Verwandtschaften? 

Bei  der  perspectivischen  Congruenz  sind  die  verwandten 
geraden  Punktreihen  congruent,  bei  der  perspectivischen  Aohn- 
lichkeit  und  Affmität  sind  sie  geometrisch  proportional  und  bei 
der  perspectivischen  CoUineation  projectivisch  proportional. 
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Der  Stral<*Db<l8chel. 

§.  14. 

283.  Was  versteht  man  unter  einem  Vielstral  oder 
StralenbÜBchel? 

Eine  beliebige  Menge  von  Straten,  welche  erstens  sich  in 
einem  Punkte  schneiden ^  den  man  den  Scheitel  des  Viel- 
strales  nennt ^  und  bei  dem  zweitens  alle  Stralen  in  derselben 
Ebene  liegen.  In  Fig.  21  oder  22  ist  S  der  Scheitel  eines  Stra- 
lenbüschels. 

284.  Eine  Gerade,  welche  alle  Stralen  eines  Vielstrales 
schneidet,  ohne  durch  dessen  Scheitel  zu  gehen^  bezeichnet  man 
als  eine  Transversale. 

285.  Jeder  Stralenbuschel  erzeugt  auf  jeder  Transversale 
eine  gerade  Punktreihe  von  so  vielen  Punkten,  als  er  Stralen  be- 
sitzt; jeder  Stral  wird  zu  dem  Punkt  der  geraden  Punktreihe 
verwandt  oder  auch  homolog  genannt,  den  er  auf  der  Trans- 
versale als  Durchschnittspunkt  erzeugt. 

286.  Alle  in  demselben  StralenbQschel  liegenden 
geraden  Punktreihen  sind  untereinander  projecti- 
visch  proportional,  weil  sie  perspectivisch  liegen.  In  Fig.  21 

et  Ä^  B^  C^D^E^  ...7\  A^  B^C^D^E^ (265). 

287.  Die  Stralenbuschel  beurteilt  man  nach  den  Verhält- 
nissen der  Punktwerte,  welche  sie  auf  Transversalen  erzeugen. 


Fig.  25. 


Wenn  ein  Stralenbuschel 
gerade  Punktreihen  erzeugt  (286), 
die  den  geraden  Punktreihen 
eines  zweiten  Stralenbüschels 
projectivis  ch  proportional  sind, 
so  sagt  man  die  Stralen- 
buschel seien  einander 
7\  vorwandt  oder  7\  pro- 
portional, und  je  zwei  ver- 
wandte Stralen  werden  auch  ho- 
mologe Stralen  genannt. 

288.  Congruente  Stralen- 
buschel müssen  a  verwandt  sein ,  weil  man  ja  zu  jeder  geraden 
Punktreihe  des  einen  Büschels  eine  congruente  Reihe  im  anderen 
Büschel  zeichnen  kann. 


289.  Wie  kann  man  zu  einem  Stralenbüschel  einen 
ihm  projectiviscb  proportionalen  Stralenbüschel  con- 
strnieren? 

Man  ordnet  drei  Stralen  des  einen  Büschels  ^  drei  Straten 
des  andern  Büschels  als  7\  verwandt  zu  (276)  y  und  construiert 
zwei  Transversalen  jpi  p.j  y  auf  welchen  beide  Stralenbüschel  con- 
gruente  Punktreihen  erzeugen;  dann  kann  man  zu  jedem  Stral 
des  einen  Büschels  den  verwandten  Stral  im  anderen  Büschel 
durch  die  verwandten  Punkte  der  congruenten  Reihen  angeben. 

290.  Construction  der  congruenten  geraden  Punktreihen 
in  zwei  7\  verwandten  Stralenbüscheln. 

In  Fig.  25  sei  S^  (flibiC^di)  der  eine  Stralenbüschel, 
dem  man  einen  anderen  Stralenbüschel  /S,  /^  derart 
zuordnen  soll;  auf  dass  a2  7\  verwandt  zu  Oj,  ft,  ^ver- 
wandt zu  &|  und  Cj  rx  verwandt  zu  c,  werde;  wohin 
kommt  der  mit  d^  7\  verwandte  Stral  d^  ? 

In  jedem  Vielstral  ziehen  wir  eine  Transversale  parallel  zu 
einem  von  zwei  verwandten  Stralen;  also  p^  ||  a^  und  p'  \\  a,!  so 
erzeugen  die  Stralen  ai&^Cj  und  02^2^2  ^^^  Punkte  cx>  B^  (\, 
cx)  B'C,  Macht  man  B'C'  =  B^C^,  zieht  (?'  (\  \\  h^  und  durch 
C^  eine  Parallele  p,  ^^  ^2;  ^^  i^^  P2,  ^^^  Transversale ,  welche 
im  Vielstrale  S<^  eine  gerade  Punktreihe  erzeugt,  die  jener  con- 
gment  ist,  welche  der  Stralenbüschel  S^  auf  der  Geraden  p,  her- 
vorbringt. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung,  dass  die  Stralenbüschel 
S^S^  7\  verwandt  sein  sollen ,  müssen  die  geraden  Punktreihen 
des  einen  Büschels  den  geraden  Punktreihen  des  andern  Büschels 
projectiviscb  proportional  sein.  Wählt  m|in  in  der  Qeraden  jpi  den 
Punkt  B^  zum  ersten  und  den  unendlich  fernen  Punkt  00  zum 
zweiten  Vergleichspunkt ,  so  muss  man  in  p^  die  verwandten 
Punkte  zu  Vergleichungspunkten  wählen,  nämlich  B^,  zum  ersten 
und  00  zum  zweiten. 

Die  Punkte  C,  und  D,  erhalten  die  Punktwerte  7^ — *-,  -rrid  > 

deren  Verhältnis  =  Cj  jB,  :  D^  B^  ist,  weil  die  Nenner  C,  c»,  Dj  cx) 
als  einander  gleich  angenommen  werden  müssen. 

Auf  eine  ganz  gleiche  Art  schliesst  man  auch  f 


tt 


Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  das  Verhältnis  der  Punkt- 
werte der  einen  Reihe  gleich  jenem  der  anderen  Reihe,  mithin  ist 
C,  B^  :  D^B^  =  Ca  B^  :  2>2  ^2>  und  weil  C^  B^  =  C^  S,  angenom- 
men wurde,  so  muss  auch  D^B^  ^=s  D^B^  sein.  Was  aber  fiir 
das  Punktepaar  B^D^  erwiesen  würde,  lässt  sich  für  jedes  andere 
Paar  verwandter  Punkte  erweisen,  sonach  sind  beide  Reihen  in 
j?i   und  p,  congruent,  w.  z.  b.  w. 


Fig.  26. 


a, 


Trägt  man  die  Länge  -D,  ß^  entsprechend  auf  p2  auf,  so  er- 
hält man  den  Punkt  D^  und  dadurch  den  mit  d^  verwandten 
Stral  d^. 

291.  In  welche  gegenseitige  Lage  können  sich 
zwei  7^  verwandte  Vielstralen  immer  bringen  lassen? 

In  eine  solche  Lage,  bei  welcher  sie  eine  gerade  Punktreihe 
gemein  haben. 

Bei  dieser  Lage  sagt  man,  die  beiden  Stralenbüschel 
projicieren  eine  und  dieselbe  gerade  Punktreihe  und  liegen 
perspectivisch. 

Legt  man  die  Stralenbüschel  der  Fig.  25  so  zusammen,  dass 
7?i  mit  /?2,  Ci  mit  C^  zusammenfällt,  so  entsteht  die  Fig.  26, 
nämlich  zwei  Vielstralen  in  perspectivischer  Lage. 

292.  Wenn  zwei  Vielstralen 
perspectivisch  liegen ,  so  liegen 
in  der  durch    die  Scheitelpunkte 


^ 


Fig.  27. 


t~X 


k. 


t 


A 


bestimmten   Geraden   8^  S^   zwei 
verwandte  Stralen. 
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Denn  projiciert  man  den  Punkt  Q|  Fig.  26  aus  S^  und  Qg 
aus  S,,  so  sind  die  Straten  Ji  J«  7^  verwandt  und  liegen  in  der 
Geraden  ^i  i8|2. 

293.  Haben  zwei  ä  verwandte  Stralenbüschel  in 
einer  Ebene  eine  solche  Lage,  dass  in  der  Scheitel- 
linie S^S^  zwei  verwandte  Stralen  liegen,  so  liegen 
die  Stralenbüschel  perspectivisch,  d.  h.  die  Schnitt- 
punkte aller  verwandten  Stralen  liegen  in  einer  ge- 
raden Linie.  Hätten  die  beiden  Stralenbüschel  in  dieser  Lage 
keine  gerade  Punktreihe  gemein ,  so  könnten  sie  nicht  projecti- 
visch  proportional  sein. 

294.  Wie  kann  man  also  zwei  7\  verwandte  Stra- 
lenbüschel auf  die  einfachste  Art  in  eine  perspecti- 
vische  Lage  bringen? 

Man  legt  in  einer  Ebene  den  einen  Stralenbüschel  so  gegen 
den  andern,  dass  in  der  Scheitellinie  irgend  ein  Paar  verwandter 
Stralen  liegen. 

Die  harmonische  gerade  Puiiktreihe  und  der  harmonische  Vlclstrai. 
Die  harmonischen  Eigenschaften  eines  vollständigen  Viereclies. 
Projectivische  Vertaiischang  der  vier  Punkte  einer  geraden  vier- 
pankligen    Reihe.    Involutorische    Puitktreihe  und  Stralenbüschel. 

§.  15. 

295.  Wenn  eine  Strecke  innerhalb  und  ausserhalb  nach  dem- 
selben Verhältnisse  geteilt  wird,  so  ist  das  Verhältnis  der  Werte 
von  den  teilenden  Punkten  =  —  1  und  man  sagt,  die  Punkte 
teilen  die  Strecke  harmonisch  oder  die  vier  Punkte  liegen  har- 
monisch. 

In  Fig.  27  ist  beispielsweise  die  Strecke  A  C  innerhalb  nach 
dem  Verhältnisse  von  1  :  2  geteilt,  weil  BC  in  ^J?  zweimal  ent- 
halten ist.  Und  weil  DC  in  DA  ebenfalls  zweimal  enthalten,  so 
ist  auch  die  äussere  Teilung  der  Strecke  -4  C  in  demselben  Ver- 
hältnisse vollführt,  wie  die  innere ,  mithin  besteht : 


ol 


BA     DA  ^     ^       DA     BA  -       , 

BC     DC  -      ,       DC     BC  , 

ba''da=—^  ^^^^  52  =  O  =  -  *' 


wovon  man  sich  leicht  überzeugt,   wenn    man  für  die  Strecken 
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die  Verhältnisse  ihrer  Längen  berücksichtigt;  so  ist  z.B.  ^  =  —  i 
;,    DC         ,    ,       y       Bö     DO  I      ,  . 

296.  Was  sagen  denn  die  unter  1)  aufgeschriebe- 
nen vier  Quotienten  aus? 

Sie  sagen,  es  ist  einerlei,  ob  man  von  der  geteilten  Strecke 
A  C  den  einen  oder  den  andern  Endpunkt  zum  ersten  Vergleichs- 
punkt macht  und  dass  es  einerlei  ist,  ob  man  den  Wert  des  in- 
neren teilenden  Punktes  B  durch  den  Wert  des  äusseren  Tei- 
lungspunktes Dj  oder  umgekehrt,  dividiert ;  man  erhält  immer  als 
Quotient  die  Zahl  —  1. 

297.  Wird  eine  Strecke  A  C  durch  zwei  Punkte  B  und  D 
harmonisch  geteilt,  so  teilen  auch  die  Punkte  A  und  G  die  Strecke 

B  D  harmonisch.  Denn  aus  -^  :  ~^,  =  —  1  folgt  auch  ^-^ 


DC 


=  —  1  oder 


AB      CB 


=  —  1  w.  z.  b.  w. 


AD  •  CD 

298.  Man  kann  daher  bei  vier  harmonisch  liegenden  Punk- 
ten je  zwei  getrennte  Punkte  zu  Vergleichspunkten  wählen,  es 
ist  dann  immer  das  Verhältnis  der  Punktwerte  der  beiden  anderen 
Punkte  =  —  1. 

299.  Was  ist  die  Folge  dieser  Eigenschaft? 

Die  Folge  ist  die,  dass  je  zwei  harmonische  gerade  Punkt- 
reihen  perspectivisch  liegen  müssen,  sobald  sie  einen  Punkt  ge- 
mein haben  (277). 


Fig.  28. 


Fig  29. 


■••»,.  •'    / 


/ 


D. 


r/   1       ^ 


Ist  in  Fig.  27  EFGH  eine  harmonische  Punktreihe,  so 
wird  die  Strecke  EO  durch  F  und  H  oder  FH  durch  E  und 
O  harmonisch  geteilt.  Legt  man  in  Fig.  28  die  Gerade  EH 
80  gegen  die  Gerade  ADj  dass  etwa  O  mit  B  zusammen- 
fallt, und  zieht  man  die  Geraden  AH  und  EDy  welche  sich  in 


5  schneiden,  so  muss  der  Punkt  S  mit  F  und  C  auch  in  einer  gera- 
den Linie  liegen,  weil  vermöge  des  projectivischen  Grundgesetzes 

der  Wert  ^^  •  ;5c  ~  —  ^  ^^^  ^^®  Projection  ^^j, :  -^-j,  übergeht, 

GH     JE  ff 

und  nach  der  Voraussetzung  ^^  :  -g-j,  wirklich =  —  list. 

300.  Ein  Stralenbiischel,  welcher  eine  harmonische  gerade 
Punktreihe  projiciert^  ist  ein  harmonischer  Stralenbiischel; 
jede  in  ihm  liegende  gerade  Punktreihe  ist  wieder  harmonisch 
vermöge  des  Gesetzes  (286 j. 

301.  Die  einfachste  harmonische  gerade  Punktreihe  ist  die 
halbierte  harmonische  Punktreihe,  d.  i.  jene,  bei  welcher 
ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt;  der  innere  Teilungspunkt  hal- 
biert die  geteilte  Strecke.  In  Fig.  27  ist  LK=^  KT,  folglich  ist 
LKToo  eine  halbierte  harmonische  Punktreihe.     Sind  L  und    T 

Vergleichspunkte,  so  ist  -j^  =  —   1    und  — jp  =>  +   1 ,    daher 
-77^  :  — «,  =  —  1,  Wie  es  sem  soll. 

KT     oöT 

302.  Wozu  kann  man  die  halbierte  harmonische 
gerade  Punktreihe  benützen? 

Um  eine  Strecke  harmonisch  zu  teilen,  wenn  ein  Teilpunkt 
gegeben  ist. 

Nehmen  wir  in  Fig.  29  an,  EO  soll  innerhalb  durch  einen 
Punkt  F  80  geteilt  werden,  wie  U  die  Strecke  BG  äusserlich 
teilt,  so  wird  man  nur  durch  E  eine  beliebige  Gerade  ziehen, 
E'F*  ^=iPQ*  von  beliebiger  Länge  machen,  so  ist  E*F*Gt*oo 
eine  harmonische  Reiiie;  Q*  mit  O  und  J?  mit  cx)  verbunden  geben 

6  und  S-P  gibt  F. 

303.  Welches  ist  der  einfachste  harmonische 
VieUtVal? 

Der  halbierte  harmonische  Vielstral,  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  beiden  Winkel  von  zwei  sich  schneidenden 
Geraden  halbiert 

Dekanntlich  stehen  die  Geraden,  welche  Nebenwinkel  halbie- 
reo,  aufeinander  senkrecht ;  schneidet  man  den  in  Rede  stehenden 
Vielstral  mit  einer  Transversale  parallel  zu  einer  der  Winkelhalbie- 
renden Geraden,  so  entsteht  auf  ihr  eine  halbierte  harmoni^sche 
Punktreihe,  und  desshalb  ist  der  Stralenbüschel  selbst  ein  har- 
monischer (300). 

ScIÜMiBgtr,  Gcointtrif .  » 


Fig.  30. 


304.  Sind  in  einem  harmonischen  Stralenbüschel  zwei  ge- 
trennte Stralen  aufeinander  senkrecht,  so  halbieren  sie  die  Winkel 
der  beiden  anderen  Stralen  (303). 

Der  Beweis  ist  ohne  Mühe  durchfuhrbar. 

305.  Was  wird  geschehen^  wenn  man  bei  zwei 
perspectivisch  collinearen  Systemen  den  Modulus 
wij  =  —  1,  also  auch  w,  =  —  1  annimmt  ? 

Je  zwei  verwandte  Punkte  müssen  mit  dem  Projections- 
centrum  und  dem  in  dem  projicierenden  Strale  liegenden  Begeg- 
nungspnnkte  eine  harmonische  gerade  Punktreihe  bilden.  Wenn 
z.  B.  in  Fig.  19  k^S  =  8k^  gemacht  worden  wäre,  dann  müssten 
Sa^  Aa^^  und  Sb^Bb2  harmonische  Reihen  sein. 

306.  In  einem  involutorischen  Systeme  (260)  wird  demnach 
jedes  Paar  verwandter  Punkte  durch  das  Projectionscentrum  und 
die  Begegnungsgerade  harmonisch  geteilt. 

Die  harmonischen  Eigenschaften  eines  vollstän- 
digen Viereckes. 

307.  Vier  in  einer  Ebene  liegende 
Punkte,  von  welchen  keine  drei  in 
derselben  Geraden  liegen,  bestim- 
men ein  ebenes  Viereck,  oder 
schlechtweg  Viereck  genannt,  von 
dem  die  gegebenen  Punkte  die  vier 
Ecken  bilden. 

Ein  jedes  Viereck  bestimmt 
sechs  gerade  Linien,  Seiten  des 
Viereckes ;  je  zwei  Seiten,  welche 
keinen  Eckpunkt  gemein  haben,  heissen  Qegenseiten,  der 
Schnittpunkt  zweier  Gegenseiten  ist  ein  Diagonalpunkt  und  eine 
durch  zwei  Diagonalpunkte  gehende  Gerade  eine  Diagonale. 

Ein  vollständiges  Viereck  besitzt  sonach:  4  Eckpunkte, 
6  Seiten  (davon  drei  Paare  Gegenseiten),  3  Diagonalpunkt«^  und 
8  Diagonalen-  In  Fig.  30  sind  A,  B,  C,D,  —  AByBC,  CD,  DA, 
AC,BD  —  {AB,  CD,— AD,  BC,  —  AC,BD\  -  G,F,E,— 
EF,  FG,  OE  die  genannten  Stücke. 

Ein  vollständiges  Viereck  besitzt  also  7  benannte  Punkte 
(4  Ecken,  3  Diagonalpunkte)  und  9  benannte  Gerade  (6  Seiten, 
3  Diagonalen). 

308.  Jede  der  9  Geraden  eines  vollständigen  Viereckes  ist 
der  Trager  einer  4pttnkiigen  Reihe,   und  jede   der  7  Ecken  der 
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Scheitel  eines  48traligen  BüschelB;  sowol  diese  geraden 
4punktigen  Reihen,  als  die  48traligen  BQschel  sind 
harmonisch. 

Beweis.  GCJD  ist  eine  4punktige  Reihe  auf  der  Seite 
CD.  Projiciert  man  diese  Reihe  aus  den  nicht  in  dieser  Seite 
CD  liegenden  Diagonalpunkten  E  und  F  auf  die  Gegenseite  zu 
CDy  d.  i.  auf  AB^  so  erhält  man  von  GCJD  zwei  Projectionen 
und  zwar  ist  GCJD  7\  GAHB,  wenn  man  aus  ^B projiciert;  und 
GCJD  7\  GBHAy  wenn  man  aus  F  projiciert;  mithin  sind  so- 
wol in  GAHB  als  auch  in  GBHA  die  Punktwerte  in  gleichen 

Verhältnissen,  d.  h.  es  ist  ^^ — .. — ^  7\  < — . —  (269).    Wählt   man 

in  iZ|  den  ersten  und  dritten  Punkt  zu  Vergleichungspunkten^  so 

muss  man  dasselbe  auch  in  R^  thun^  folglich  erhält  man: 

AG  ^  BG_  .  BG     AjG 

AH  •  Bü  ~  BH'  AH' 

R^  R^ 

Diese  Gleichheit  —  bei  welcher  die  Verhältnisse  der  Punkt- 
werte, wie  man  aus  der  Figur  sieht  ^   negativ  sind  —  kann  nur 

1.1  AG     M  G  -i»."!  T  •.  m     B  G     AG 

bestehen,  wenn  —q  :  -^^  =  —  1  ist,  denn  dann  ist  auch  j^  :  -^ 

=  —  1.  Ist  aber  dies  Verhältnis  der  Punktwerte  =  —  1,  so 
ist  die  Punktreihe  GBHA  eine  harmonische. 

Nun  kann  man  aber  die  übrigen  8  vierpunktigen  Reihen  aus 
GBHA  durch  Projection  ableiten,  und  jeder  der  7  vierstraligen 
Büschel  projiciert  einige  dieser  Reihen,  mithin  sind  alle  diese  vier- 
punktigen Reihen  und  vierstraligen  Büschel  harmonisch,  w.  z.  b.  w. 

309.  Wenn  man  anschreibt  GAHB  Ts:  GBHA,  wobei  vor 
und  hinter  dem.  Projectivzeichen  7K  dieselben  4  Buchstaben  stehen, 
so  deutet  man  dadurch  an,  dass  die  eine  Reihenfolge  aus  der  an- 
dern durch  Projicieren  abgeleitet  gedacht  werden  kann.  Wenn 
man  GAHB  au&chreibt,  so  muss  man  von  G  nach  A  in  der 
Richtung  gehen,  dass  man  dabei  H  und  B  nicht  überschreitet, 
also  von  G  durch  den  unendlich  fernen  Punkt;  überhaupt  muss 
man  sich  es  angewöhnen,  bei  geraden  Punktreihen  den  Sinn 
der  Richtung  beizubehalten,  und  nicht  von  Punkt  zu  Punkt 
planlos  herumzuspringen. 

Berücksichtigt  man  den  Richtungssinn  von  GAHB  und 
GBHA,  so  sieht  man,  dass  der  eine  dem  andern  entgegengesetzt 
ist.    Würde  man  in  der  einen  Reihe  von  G  über  A  nach  H  gehen. 


80  mass   der  projectiviech  verwandte  Pnnkt  der  anderen  Reihe 
TOD  O  Über  B  nach  H  gehen. 

DasB  wirklich  aas  OAHB  durch Projicieren  die  Reihe  GBHA 
aufgefunden  werden  kann,  sieht  man  aus  Fig.  30.  Frojiciert  mui 
auB  E  auf  die  Seite  CD,  so  ftndert  sich  G  nicht,  weil  G  beiden 
Geraden  gemein  ist,  von  B  kommt  die  Projection  nach  D,  von 
H  nach  J  und  von  Ä  nach  C,  also  ist  ODJC  die  wirkliche  and 
directe  Projection  7on  GBSA.  Projioiert  man  GDJC  ans  F 
zurück  auf  die  Seitd  AB,  so  wird  von  G  die  Projection  in  Q 
bleiben;  von  D  kommt  sie  nach  A,  und  weil  D  die  directe  Pro- 
jection von  B  war,  so  ist  jetzt  A  die  indirecte  Projection  von  B, 
Von  J  kommt  die  Projection  nach  R,  nnd  weil  J  die  directe 
Projection  von  H  war ,  so  fällt  die  indu-ecte  Projection  von  H 
wieder  mit  R  zusammen.  Die  directe  Projection  von  B  war 
D  und  die  Projection  von  D  ist  A,  mithin  ist  A  die  indirecte 
Projection  von  B\  also  ist  wirklich  die  Reihenfolge  OBHA  aus 
der  Reihenfolge  GAHB  durch  Projection  ableitbar. 

310.  Wenn  man  daher  in  einer  Aufeinanderfolge  von 
4  Punkten  GABB  ein  getrenntes  Ponktepaar,  z.  B.  A  und  B 
vertanachen  kann,  wodurch  man  GERA  erhält,  und  ee  ist  die 
nene  Reihenfolge  mit  der  erateren  projectiviech  proportional,  no 
folgt  mit  Sicherheit  daraus,  daas  die  4  Pnnkte  harmonisch 
liegen. 

Von  diesem  wichtigen  Kennzeichen  der  harmoni- 
schen Puckttage  wird  oft  Gebrauch  gemacht. 

Y]f,  31.  311.    Nicht  nor  4  har- 

monisch liegende  Punkte 
können  indirect  in  einer 
anderen  Reihenfolge  auf 
sich  zurückprojiciert  werden, 
sondern  je  4  beliebige  in 
einer  Geraden  liegende 
Punkte. 

Nehmen    wir    an ,    in 

Fig.;n  soll  dieReibe  ABCD 

auf  sich  80  zurllckprojiciert 

werden ,    dass  von  B  die 

Projeciion  nach  C,  von  C  nach  B  und  von  A  nach  D  kommt 

Fuhrt  man  die  Projection  ans ,  so  findet  man  immer,  diu  aach 
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die  Projeciion  von  D  nach  A  kommen  muss»  dass  also  ABCD  7\ 
DCBA  ist 

Beweis.  Wir  legen  durch  einen  der  4  Punkte^  etwa  durch 
Aj  eine  Gerade  p  und  projicieren  aus  einem  beliebigen  Punkt  £| 
diese  4  Punkte  auf  p^  so  wird  A B CD  7\AB^C^D^.  Weil  nach 
unserem  Verlangen  B  indirect  nach  C  projiciert  werden  soll,  so 
wähle  man  jetzt  C  als  zweites  und  sodann  B^  als  drittes  Projec- 
tionscentrum  wie  folgt :  Die  Reihe  A  B^  C^^  D^  projiciert  man  aus 
Canf  denStral/Sj  D^  wodurch  man  findet iUS^  C^D^  7\  DB^  S^  D^^ 
folglich  ist  auch  i4SCZ?  a  DB^  S^  D^.  Projiciert  man  DB^  S^  V^ 
aus  JS|  zurück  auf  die  gegebene  Gerade  AD^  so  erhält  man 
DB^S^D^  A  DCBA^  folglich  ist  auch  ABCD  7\DCBA 
w.  a.  b.  w. 

312.  Wenn  man  also  in  einer  beliebigen  geraden  vierpunk- 
tigen  Reihe  ABCD  ein  beliebiges  Paar  Punkte  mit  einander 
Tortaascht,  und  dasselbe  auch  mit  dem  übrig  gebliebenen  Paare 
Yomimmty  so  ist  die  neue  Reihenfolge  der  4  Punkte  projectivisch 
mit  der  gegebenen  Reihenfolge. 

313.  Wodurch  unterscheidet  sich  die  projecti- 
visciie  Vertauschung  (312)  bei  4  beliebigen  Punkten 
einer  Geraden  gegen  jene  bei  4  harmonisch  liegenden 
Punkten  (310)  ? 

Bei  4  harmomsch  liegenden  Punkten  kann  man  ein  Paar 
getrennt  liegende  Punkte  vertauschen  und  das  andere  Paar  un-- 
ge&ndert  lassen,  so  ist  die  neue  Reihenfolge  noch  immer  der  ge- 
gebenen projectivisch;  bei  4  beliebigen  Punkten  bedingt  aber 
jede  Vertauschung  eines  Paares  auch  die  des  anderen  Paares, 
wenn  die  neue  Reihenfolge  der  gegebenen  projectivisch  sein  soll. 

314.  Wenn  man  bei  dem  Projectionsverfahren  der 
Fig.  31  einen  beliebigen  Punkt  P  mitprojiciert,  wo- 
durch der  Reihe  nach  die  Projectionen  P^  durch  den 
Stral  B^Py  P,  durch  den  Stral  CP,  und  Q  durch  den 
Stral  P|Pa  entstehen;  wohin  wird  die  Projection  von 
Q  kommen;  wenn  man  Q  ebenfalls  zuerst  aus  8^  auf 
p,  von  dort  aus  C  hxd  S^D^  und  von  hier  endlich  aus 
B^  nach  der  Geraden  AB  projiciert? 

Die  Projection  von  Q  kommt  auf  jenen  Punkt  P  zurück; 
aus  welchem  Q  durch  Projection  abgeleitet  wurde. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehme  man  an,  die  Projection  von 
Q  komme  auf  einen  unbekannten  Punkt  X^   so   entsteht  aus  der 


Reihe  ABCDPQ  die  Projection  DCBÄQX.  Nun  wähle  man 
zwei  Punkte,  deren  Projectionen  in  umgekehrter  Ordnung  auf- 
einander liegen,  z.  B.  B  und  C  für  die  Reihe  ABCDPQ, 
folglich  ihre  Projectionen  C  und  B  fiir  die  zweite  Reihe  zu  Ver- 
gleichspunkten (269),  und  vergleiche  die  Punktwerte  von  P  und 

Q  mit  jenen  von  Q  und  X  (270),  so  erhält  man: 

Pß     Qß  _  QC    XC 
P  C  '  QO  ^   QB  '  XB' 

Hieraus  folgt: 

PB     XC       ^       .      PB         XB 
PC*  XB^    '  "^^^^  PC  ^  XC 

Wenn  nun  die  Punktwerte  von  P  und  X^  welche  sich  auf 
dieselben  Vergleichspunkte  B  und  Cbeziehen^  einander  gleich  sind, 
so  muss  X  mit  P  zusammenfallen;  also  liegt  wirklich  die  Projec- 
tion von  Q  in  P,  wie  es  behauptet  wurde. 

315.  Ein  Punktepaar  wie  B  und  C,  oder  A  und  2?,  welches 
seine  eigene  Projection  in  umgekehrter  Reihenfolge  aufnimmt, 
wird  ein  involutorisches  oder  auch  ein  conjugiertea 
Punktepaar  genannt;  und  eine  gerade  Punktreihe,  welche  aus 
involutorischen  Punktepaaren  zusammengesetzt  ist ,  bezeichnet 
man  als  eine  involutorische  Punktreihe;  ebenso  wird  ein 
Vielstral  oder  Stralenbüschel  als  involutorisch  bezeichnet ,  wenn 
die  von  ihm  erzeugten  geraden  Punktreihen  als  involutorisch  sich 
erweisen;  und  liegt  eine  gerade  Punkreihe  p  so  zwischen  den 
Stralen  eines  Büschels,  dass  sie  mit  der  geraden  Punktreihe, 
welche  der  Büschel  auf  der  Geraden  p  erzeugt,  eine  involutorische 
Reihe  bildet,  dann  sagt  man  auch,  die  gerade  Punktreihe  und  der 
Stralenbüschel  liegen  involutorisch. 

316.  Gewöhnlich  pflegt  man  die  zusammengehörigen  oder 
conjugierten  Punkte  einer  7\  Reihe  (lese  :  involutorischen  Reihe) 
durch  einerlei  Buchstaben  mit  verschiedenen  Zeigern  zu  be- 
zeichnen.    Man   schreibt   z.    B.   A^A^  .  B^B^  .  C^C^ 

7\A^A^  .  B^B^  .  C^Ci  .  .  .  .,  aus  welcher  Aufschreibung  man 
sieht,  dass  die  Projection  von  Ai  auf  ^,  von  A2  auf  A^ 
u.  s.  w.  fällt 

31 7.  Eine  involutorische  Punktereihe  ist  somit  ein  Inbegriff 
von  zwei  projectivisch  proportionalen  geraden  Punktereihen,  welche 
eine  solche  Lage  in  einer  Geraden  haben,  dass  je  zwei  verwandte 
Punkte  ein  a  Punktepaar  bilden. 
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318.  Wenn  in  einer  Geraden  swei  projectivisch 
proportionale  gerade  Panktreihen  liegen,  wie  viele 
involutorische  Punktepaare  müssen  vorhanden  sein, 
damit  man  schliessen  kann,  es  liegen  aach  alle  anderen 
Paare,  d.  h.  die  Reihen  selbst  involutorisch  ? 

Ist  ein  Paar  involutorischer  Punkte  vorhanden,  so  sind  aach 
alle  übrigen  Paare  verwandter  Pmikte  involutorisch.  Der  Beweis 
wird  wie  bei  (314)  geführt  Ist  nämlich  i4,  A^BC...7\  A^A^CX... 
so  wählt  man  links  A^A^f  rechts  A^A^  zu  Vergleichspunkten 
nnd  findet: 

?^  .  ^^'    —  £^  .  -^^  nnd  hieraus  foloi  ^^  =  ^^ 

d.  h.  Z  fällt  mit  B  ausaomien,  weil  X  und  B  einerlei  Punktwert 
haben ;   also  ist  £C  ein  involutorisches  Punktepaar ,   w.  z.  b.  w. 

319.  Durch  wieviele  Punktepaare  ist  eine  invo- 
lutorische Reihe  bestimmt? 

Durch  zwei  Punktepaare.  Nimmt  man  dann  in  der  Geraden 
einen  fünften  Punkt  an,  so  kann  man  seinen  conjugierten  Punkt 
conftmieren.  In  Fig.  31  wurde  angenommen,  AD  sei  ein  und 
BC  ein  zweites  Paar  conjugierter  Punkte;  zu  P  wurde  Q  auf 
die  in  (311)  angegebene  Art  construiert 

320.  Welchen  Punkt  nennt  man  den  Mittelpunkt 
einer  involutorischen  Reihe? 

Jenen  Punkt,  dessen  eonjngierter  Punkt  (31 5)  im  Unendlichen 
liegt  In  Fig.  31  wurde  der  in  AB  liegende  unendlich  ferne  Punkt 
aus  iSj  zuerst  auf  p ,  von  dort  aus  C  auf  8^  D  und  von  hier 
aus  B^  nach  O  projiciert,  mithin  ist  O  der  Mittelpunkt  der 
Involution. 

321.  Welche  Eigenschaft  besitzt  der  Mittelpunkt 
einer  involutorischen  Reihe? 

Das  Product  der  Abstände  zweier  conjugierter  Punkte  vom 
Hittelpunkt  ist  für  jede  involutorische  Reihe  eine  constante  Gbrösse. 

Beweis.  Ist  AD.BC.Ooo. ...  eine  involutorische  Reihe 
mit  den  a  Punktepaaren  AD^BC^  Ooo  u.  s.  w.  (Fig.  31),  so  ist 
AD.BC.Ooo ]\DA.CB.ooO....  Wählt  man  links  von  7\  0 

und  cx)^  rechts  also  oo  0  zu  Vergleichspunkten,  so  ist  -: —  :  ^= 

^  :^  oiw  AO  :  BO  =z  ^.-^  und  hieraus  folgt  ^0.2)0= 
BO.CO.   Beseichnet  man  AO  .  DO  mit  k,   nnd   ist   P  und  Q 
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ein  anderes  a  Panktepaar,  so  zeigt  man  auf  dieselbe  Art  AO.DO 
=  PO.QO^k  w.  z.  b.  w. 

Wenn  also  bei  einer  a  Reihe  ein  Punkt  P  sich  vom  Mittel- 
punkt 0  entfernt ,  so  muss  wegen  des  conetanten  Wertes  k  des 
Produetes  PO.QO,  der  Punkt  Q  sich  0  nähern. 

322.  Wie  viele  Arten  involutorischer  Reihen  un- 
terscheidet man? 

Zwei  Arten.  Bei  der  einen  Art  liegen  je  zwei  conjugierte 
Punkte  immer  gleichzeitig  auf  einerlei  Seite  von  0  (siehe  Fig.  31), 
während  bei  der  zweiten  Art  zwei  conjugierte  Punkte  immer  auf 
verschiedenen  Seiten  von  0  liegen.  Im  ersten  Fall  ist  PO.QO 
positiv,  im  zweiten  Falle  negativ.  Im  ersten  Falle  ist  die  Bewe- 
gung zweier  conj agierter  Punkte  gegenläufig,  im  zweiten  Falle 
gleichläufig. 

323«  Welche  Punkte  einer  involutorischen  Reihe 
nennt  man  Ordnungspunkte? 

Jene  Punkte ,  welche  mit  ihren  conjngierten  Punkten  zu- 
sammenfallen. Nur  die  gegenläufigen  involutorischen  Reihen  be- 
sitzen zwei  Ordnungspunkte;  von  den  gleichläufigen  7^  Reihen 
sagt  man,  ihre  zwei  Ordnungspunkte  seien  imaginär. 

324.  Wie  construiert  man  die  Ordnungspunkte? 
Ist  M  ein  Ordnungspunkt,  so  muss  OM.OM^=  OA.OD  =: 

OB.OC  Fig.  31  sein,  mithin  ist  OJf  die  mittlere  geometrische 
Proportionale   zwischen  OA  und  OD,  oder  OB  und  OC  (365). 
Der  zweite  Ordnungspunkt  N  liegt  links  von  0,   so   dass 
NO  =  OM  ist. 

325.  Wenn  man  zwei  7\  Paare  AD.BC  einer  invo- 
lutorischen Reihe  angibt,  wie  kann  man  erkennen,  ob 

sie  Ordnungspunkte  besitzt? 

Fig.  32.  Wenn  die  Punkte  eines  con- 

\i  jugierten  Paares  durch  die  Punkte 

^^ 3\ des   anderen   Paares  nicht  ge- 

/    .\  trennt  sind,  so  besitzt  die  Reihe 

J Ordnungspunkte;    sind   sie  aber 

/\J^  durch  einander  getrennt,  so  be- 

^  K  \     \  sitzt  die  Reihe  keine  Ordnungs- 

^ E^l::.--^ — ^A—      punkte.  Der  Beweis  ist  leicht  zu 

;  /      '^     fahren,  wenn  man  OP.OQ  ein- 

mal  positiv  und  einmal  negativ 
annimmt,  jedesmal  zwei  Punktepaare  bestimmt  und  sie  gegen  ein- 
ander  vergleicht.  In  Fig.  31  ist  das  Punktepaar  AD  durch   das 
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Punktepaar  BC  nicht  getrennt;  denn  wenn  man  Ton  A  über  0 
durch  das  Unendliche  geht,  so  kommt  man  von  der  anderen  Seite 
za  D  hin,  ohne  dass  man  B  oder  C  passieren  musste. 

326.  Welche  Lage  haben  je  zwei  conjugierte  Punkte 
einer  involutorischen  Reibe  gegen  die  Ordnungs- 
punkte? 

Sie  teilen  die  von  den  Ordnungspunkten  gebildete  Strecke 
harmonisch  (295).  Denn  sind  M  und  N  zwei  Ordnungspunkte  und  A 
und  D  zwei  conjugierte  Punkte,  so  ist  MAND  7\  MD  NA  (323), 
folglich: 

AM     DM  _   £Ar     AM 

an'  dn  ""  dn''  an 

oder: 


\an)    —  \dn)  * 


, . AM  .      DM      j        AM     DM  ,     - 

^''AN  =  '^   DN   ^^^^    AN'-Dlf'^'^^' 


wird  jj^  :  yr^  =  —  1,  d.  h,  NA  MD  ist  eine  harmonische  Reihe. 


Weil  aber  A  zwischen  M  und  iV,  D  aber  ausserhalb  liegt,  so 

AM     DM 
AN'  DN 

Die  Verschwindangslinlen  colllnearer  Systeme« 

§.  16. 

327.  Welche  Punkte  in  zwei  perspectivisch  colli- 
nearen  Systemen  nennt  man  Verschwindungspunkte? 

Jene  Punkte  des  ersten  Systems,  deren  verwandte  Punkte 
des  zweiten  Systemes  im  Unendlichen  liegen,  bezeichnet  man  als 
Verschwindungspunkte  des  ersten  Systemes,  und  jene  Punkte  des 
zweiten  Systemes,  deren  verwandte  Punkte  des  ersten  Systemes 
im  unendlichen  liegen,  sind  Verschwindungspunkte  des  zweiten 
Systemes. 

328.  Unter  der  Verschwind  ungslinie  des  einen  Systemes 
bei  zwei  perspectivischen  Systemen  einer  Ebene  verstehen  wir  jene 
Linie,  deren  Collinear-Projection  oder  projectivisch  verwandte 
Linie  des  anderen  Systems  im  Unendlichen  liegt. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  Fig.  32  zwei  perspectivisch  col- 
lineare  Systeme  durch  S,  /},  a,a2  gegeben,  und  b^  sei  ein  un- 
endlich ferner  Punkt  des  ersten  Systems,  welcher  zugleich  in  dem 
beliebig  gezogenen  Strale  SB  liegt,  so  ist  a,  &|  eine  Gerade  des 
ersten  Systemes,  die  durch  a^  geht  und  mit  SB  parallel  läuft; 
die  a^bi  erzeugt  einen  Begegnungspunkt  Z,    folglich  muss  a^Z 
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die  zu  a  I  & ,  verwandte  Gerade  sein,  daher  muBs  der  Schnittpankt 
von  a^Z  mit  dem  Strale  SB  den  mit  b^  verwandten  Punkt  b^ 
geben,  d.  b.  &2  muss  ein  Versch  windungspnnkt  des  zweiten 
SjstemeB  sein  (327)^  weil  ft^  im  Unendlicben  liegt. 

Zieht  man  durch  b^  eine  Parallele  Fn  su  /},  so  muss  die 
ihr  verwandte  Gerade  des  ersten  Systemes  im  Unendlichen  liegen, 
also  ist  Vu  die  Yerschwindungsgerade  des  zweiten  Sy- 
stemes. 

329.  Welche  Lage  besitzt  der  Verschwindangs- 
punkt  62  zwischen  S  und  Bl 

Die  gerade  Punktreihe  8a^  Aa^  wird  aus  Z  auf  SB  nach 
S  00  Bb^  projiciert,  wodurch  Sa^Aa^  7\  Soo  Bb^  wird.  Wahlen 
wir  S  und  B^  also  auch  S  und  A  zu  Vergleichspunkten,  so  wird 
sich  der  Wert  des  Punktes  b^  zum  Werte  des  Punktes  00  verbal- 
ten^  wie  der  Wert  des  Punktes  a,  zum  Werte  von  a, ;  nämlich: 

Nun  stellt  jeder  dieser  Quotienten  den  Modulusm,  vor  (257);  also 

h    S      j^s  S 

ist :  ^-ö  :  ^«  =  ^»2,  und  weil  der  Wert   eines  unendlich  fernen 

Punktes  =  1  ist,  so  folgt  -r^  :  1  =  mj  oder 

6,  S  _ 
M  ■~^'* 

330.  Was  sagt  dieser  Ausdruck  aus? 

Jede  Strecke  vom  Projectionscentrum  bis  zur  Begegnungs- 
geraden wird  durch  die  VerschwindungsUnie  nach  dem  Modu- 
lus  jenes  Systemes  geteilt,  dem  die  Yerschwindungsgerade 
angehört.  Also  muss  auch  die  Yerschwindungsgerade  Fi  des 
ersten  Systemes  diese  Strecke  nach  dem  Modulus  des  ersten  Sy- 
stemes  teilen,  d.  h.  es  ist: 


=  f7t|* 

^ 

4 

^un  ist  das  Product  mi  .  m,!  jederzeit 

halten 

wir: 

6,5 

=.  s_l 

biß  '  i 

z,6  —  ^* 

oder: 

b,S 

c,  B 

b,B 

-  c.  S 

oder, 

wie  leicht  einzusehen: 

htB  +  BS 

e,S+  SB 

\B 

c,a 

7S 

and  hieraus  Folgt  nach  einer  einfachen  Roduction: 

ftj  £  =  Sci 
d.  h.  die  eine  Versah windongslinie  ist  von  /{ebensoweit  entfernt, 
wie  die  andere  von  8. 

331.  Zieht  man  in  der  Mitte  von  S  bis  ß  zu.  ß  eine  Paral- 
lele p,  d.  i.  eine  Mittellinie,  so  kann  man  sagen:  Die  beiden 
Verschwindungslinien  liegen  symmetrisch  zur  Mittel- 
linie. 

332.  Müssen  die  Verschwindungslinien  immer  zwi- 
schen S  und  ß  liegen? 

Kein;  sie  liegen  nur  dann  zwischen  S  und  ß,  wenn  der  Mo- 

c  S 

duluB  negativ  ist;   denn  -^  =  7n|  ist  negativ. 

333.  Wozu  können  die  Verschwindungslinien  nütz- 
lich sein? 

Sie  dienen  zur  Erkenntnis,  ob  bei  der  Construction  colli- 
nearer  Gebilde  unendlich  ferne  Punkte  in  den  Gebilden  vorkom- 
men. Wurde  z.  B.  ein  dem  ersten  Systeme  angehoriges  Polygon 
die  Verschwindungslinie  des  ersten  Systemes  in  2  Punkten  schnei- 
den,  80  wüsste  man  im  Vorhinein,  dass  die  Collinear-Projection 
dieses  Polygones  zwei  unendlich  ferne  Punkte  besitzen  muss. 

334.  Wenn  ein  Stralenbüschel  des  ersten  Syste- 
mes  seinen  Scheitel  in  der  Verschwindungslinie  Vi 
des  ersten  Systemes  besitzt;  was  wird  die  Collinear- 
Projection  des  Stralenbüschels? 

Sie  wird  ein  Parallelstralenbüschel ,  weil  der  Scheitel  im 
Unendlichen  liegt.  Ist  der  Scheitel  des  ersten  Büschels  mit  M^^ 
bezeichnet  worden,  so  sind  die  Stralen  des  zweiten  Büschels  mit 
SMi  parallel,  denn  M2  liegt  in  SM^  im  Unendlichen. 

In  gleicherweise  entspricht  jedem  Stralenbüschel  des  zweiten 
Systemes,  wenn  der  Scheitel  in  Vjj  Hegt,  ein  Parallelstralenbüschel 
im  ersten  Systeme. 

335.  Welche  Lagen  müssen  die  Verschwindungs- 
linien erhalten,  wenn  der  Modulus  des  ersten,  folg- 
lich auch  des  zweiten  Systemes  sa  —  1  ist? 

In  diesem  Falle  liegen  beide  Verschwindungslinien  in  einer 

Geraden,  nämlich  in  der  Mittellinie  p  von  S  und  ß,  denn  ^  =  —  1 

b  s 
und   -r-ß^=  —  1  sagen  dann  aus,  dass  c,  S  =  Bc^  und  t^Ä  =  Bb^ 

werden  muss. 


u 

Ein  involutorischeB  System  (219)  vereinigt  sonach  beide  Ver- 
BchwindungBÜnien  in  einer  Geraden^  in  der  Mittellinie  zwischen 
der  Centrale  und  der  Begegnungsgeraden. 

Nach  diesen  hauptsächlichsten  Untersuchangen  über  projec- 
tirische  Verwandtschaften  und  projectivische  Eigenschaften  ge- 
rader Punktreihen  und  Stralenbüschel  betrachte  man  den  Kreis 
in  seinen  für  die  Construction  besonders  wichtigen  Eigenschaften, 
sowie  die  dem  Kreise  projectivisch  verwandten  Gebilde,  näm- 
lich seine  CoUinear-Projectionen. 

Der  Kreis. 
§.  17. 

336.  Jeder  Kreis  ist  der  Ort  aller  Punkte  einer  Ebene, 
welche  von  einem  gegebenen  Punkte  derselben  gleiche  Abstände 
haben. 

Jeder  Kreis  ist  eine  geschlossene  liinie;  es  gibt  also  in  der 
Kreisebene  Punkte  innerhalb ,  ausserhalb  und  Punkte  auf  dem 
Kreise,  d.  i.  auf  seinem  Umfange,  seiner  Periferie. 

Jede  Strecke,  welche  zwei  Punkte 
einer  Curve  verbindet  •  heisst  eine 
Sehne. 

337.  Wenn  ein  Punkt  die  Eigen- 
schaft besitzt,  alle  durch  ihn  gehen- 
den Sehnen  derseiben  Cui*ve  zu  hal- 
bieren, dann  nennt  man  ihn  den  Mit- 
telpunkt der  Curve. 

Der  Punkt  in   der  Ebene  eines 

Kreises,  von  dem  alle  Periferiepunkte 

gleiche  Abstände  haben,   halbiert  alle 

durch  ihn  gehenden  Kreissehnen,  also  ist  er  der  Mittelpunkt  des 

Kreises.  In  Fig.  33  ist  0  der  Mittelpunkt. 

Jede  Gerade  von  irgend  einem  Periferiepunkt  des  Kreises 
zum  Mittelpunkt  desselben  ist  ein  Radius  des  Kreises. 

338.  Kreise  von  gleichen  Radien  sind  congruent,  weil  sie 
sich  deckend  übereinander  gelegt  werden  können. 

339.  Wenn  eine  gerade  Linie  eine  Reihe  paralleler  Seh- 
nen einer  Curve  halbiert,  so  wird  sie  ein  Durchmesser  der 
Curve  genannt 

340.  Zwei  Durchmesser  heissen  conjugierte  Durchmes- 
ser, wenn  jeder  die  Sehnen  halbiert,  die  zum  anderen  parallel  sind 


341.  Jede  durch  einen  Kreismittelpankt  gehende ^  in  der 
Kreisebene  liegende  Gerade^  halbiert  alle  zu  ihr  senkrechten  Seh- 
nen, mithin  ist  jede  derselben  ein  Kreisdurchmesser. 

Beweis.  In  Fig.  33  gehe  die  Gerade  AB  durch  den  Mit- 
telpunkt O  und  CD  sei  eine  beliebige  zu  AB  senkrechte  Sehne; 
verbindet  man  C  und  D  mit  0,  so  ist  das  Dreieck  CEO  con- 
gruent  mit  /\  DEO^  weil  sie  zwei  Seiten,  nämlich  DO  =  CO 
und  EO  =  EO^  wechselseitig  gleich,  und  den  der  grösseren 
Seite  gegenüberliegenden,  d.  i.  den  rechten  Winkel  j^  gleich 
haben.  Aus  der  Congruenz  folgt  DE  =  EC^  d.  h.  die  beliebige 
zn  AB  senkrechte  Sehne  wird  von  AB  halbiert,  w.  z.  b.  w. 

342.  Im  Kreise  sind  sonach  je  zwei  aufeinander  senk- 
rechte Durchmesser  conjugiert  (340). 

Ans  der  Congruenz  der  Dreiecke  folgt  aber  noch  die  Oleich- 
heit  der  Winkel  DOE  und  COE^  sowie  auch  die  Gleichheit  der 

Bogen  DA  und  Xc', 'folglich  muss  man  behaupten: 

343.  Halbiert  man  einen  Centriwinkel  eines  Kreises,  so 
wird  auch  die  Sehne  und  der  Bogen  des  Centriwinkel^  halbiert 

344.  Errichtet  man  im  Halbierungspunkt  einer  Sehne  auf 
diese  eine  senkrechte  Sehne,  so  ist  die  letztere  ein  Kreisdurch- 
messer, geht  also  durch  den  Mittelpunkt  0. 

345.  Kennt  man  3  Periferiepunkte  eines  Kreises,  so  kann 
man  zwei  Sehnen  und  die  sie  halbierenden  Durchmesser  construie- 
ren  (344) ;  der  Schnittpunkt  dieser  Durchmesser  ist  der  Mittel- 
punkt des  durch  die  3  Punkte  gehenden  Kreises. 

Ein  Kreis  ist  sonach  durch  3  Periferiepunkte  vollständig  be- 
stimmt. 

346.  Zu  gleichen  Centriwinkeln  gehören  gleiche  Sehnen. 
Ist  Winkel  DOA  =  Winkel  AOC,  so  ist  ^DOA^  ^AOC^ 
folglich  Sehne  DA-^^  Sehne  A  C. 

Mit  EBlfe  der  gleichen  Sehnen  construiert  man  gleiche  Winkel. 

Centriwinkel  beurteilt  man  nach  der  Grosse  der  zwischen 
ihren  Schenkeln  liegenden  Kreisbögen,  weil  diese  proportio- 
nal mit  der  Grösse  der  Winkel  zunehmen. 

347.  Ein  Periferiewinkel  ist  immer  halb  so  gross, 
wie  jener  Centriwinkel,  der  mit  ihm  auf  demselben  Bogen  auf- 
steht 
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Beweis.  Fig.  34.  X  "^0  C  ^  2  ,X^SO  =^2  . -^ASC 
als  Aussenwinkel  des  gleichschenkligen  Dreieckes  ASO; 
ferner  -^B0C=2,'X  BSO  =  2.%  BSC  als  Aussenwinkel 
des  /\,ßSO',  folglich  ist 

•^^OC-  ■}(,ßOC  =  2[VASC—'2CBSq. 
d.i.   :^':^OS  =  2:^^S5oder:2j:^Ä5=  »  :^405  w.  z.  b.  w. 

Man  sagt  desshalb  auch,  jeder 
Periferiewiakel  habe  den  halben  zwi- 
schen seinen  Schenkeln  liegenden  Bo- 
gen zum  Maße. 

Der  Lernende  kann  nun  leicht 
den  Satz  beweisen:  Schneiden  sich 
zwei  Sehnen  eines  Kreises  im  Innern 
des  Kreises,  so  hat  jeder  von  zwei 
Scheitelwinkeln  die  halbe  Summe  der 
zwischen  ihren  Schenkeln  liegenden 
zwei  Bogen  zum  Maße;  schneiden  sich 
aber  die  Sehnen  ausserhalb,  so  ist  die 
halbe  Differenz  der  zwischen  den  Sehen- 
kein  liegenden  zwei  Bögen  das  Mass  des  Sehnenwinkels. 

348.  Besitzen  zwei  Periferiewinkel  desselben  Elreises  oder 
congruenter  Kreise  zwischen  ihren  Schenkeln  gleiche  Bögen ,  so 
müssen  die  Winkel  einander  gleich  sein. 

Wenn  man  von  einem  zwischen  2  Periferiepunkten  liegen- 
den Kreisbogen  spricht ,  so  meint  man  darunter  den  kleineren 
Bogen,  wenn  nicht  ausdrücklich  der  grossere  Bogen  genannt  wird 
oder  als  selbstverständlich  zu  nehmen  ist. 

349.  Jeder  Winkel,  welcher  von  einer  Sehne  und  der  Tan- 
gente (22)  eines  Endpunktes  der  Sehne  gebildet  wird,  ist  genau 
so  gross,  wie  der  Periferiewinkel,  dessen  Schenkel  durch  die  End- 
punkte des  Bogens  gehen.  In  Fig.  34  soll  t  eine  Tangente  in  B 
sein,  folglich  ist  "^ABt  ein  Periferiewinkel,  dessen  Scheitel  un- 
endlich nahe  bei  B  liegt,  daher  ist  er  auch  dem  Periferiewinkel 
ABB  gleich  (348). 

350.  Jeder  Winkel  im  Halbkreis  (d.  i.  ein  Periferie- 
winkel, dessen  Schenkel  durch  die  Endpunkte  eines  Durchmessers 
gehen)  ist  gleich  einem  rechten  Winkel ;  denn  der  ihm  ent- 
sprechende Centriwinkel  ist  ein  flacher  Winkel,  d.  i.  =  2JS,  folg- 
lich die  Hälfte  =IR. 
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351.  Jede  Tangente  eines  Kreisäs  steht  auf  dem  durch 
ihren  Berührungspunkt  gehenden  Radius  senkrecht,  weil  dieser 
Radius  die  kürzeste  Gerade  ist,  die  man  vom  Kreismittelpunkt 
zur  Tangente  ziehen  kann;  in  Fig.  34  ist  also  t  ±^  OB. 

352.  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
müssen  zu  einander  parallel  sein,  weil  sie  beide  auf  dem  Durch- 
messer senkrecht  stehen  (59). 

353.  Zieht  man  an  einen  Kreis  zwei  nichtp&rallele  Tangen- 
ten, so  liegt  erstens  der  Kreismittelpimkt  in  der  Geraden,  welche 
den  einen  Winkel  der  beiden  Tangenten  halbiert,  und  zweitens 
ist  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  von  beiden  Berührungspunkten 
gleich  weit  entfernt  Den  Beweis  wolle  der  Lernende  selbst  fuhren. 

354.  Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  in  Verbindung  mit  (350) 
die  Con^truction  der  Berührungspunkte  jener  Tangenten, 
welche  man  von  einem  Punkte  P  an  einen  Kreis  ziehen  kann: 
Man  beschreibe  Fig.  34  über  PO  als  Durchmesser  einen  Hilfs- 
kreis,  so  schneidet  dieser  den  gegebenen  Kreis  in  den  gesuchten  Be- 
rührungspunkten if  und  N\  denn  '^PMO:=R  und  "^PNO  =  B 
als  Winkel  im  Halbkreise ,  also  stehen  PM  und  PN  auf  den 
durch  M  und  N  gehenden  Radien  senkrecht^  d.  h.  PM  und  PN 
sind  Tangenten. 

355.  Wenn  man  in  einem  Kreise  eine  Sehne  ortho- 
gonal auf  einen  durch  ihren  Endpunkt  gehenden 
Durchmesser  projiciert,  in  welcher  Beziehung  stehen 
die  Sehne  und  ihre  Projection  zum  Durchmesser? 

Die  Sehne  ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwi- 
schen ihrer  Projection  und  dem  Durchmesser;  denn  es  ist  in  Fig. 33 
A^A  CB  oj  /\  CEBy  weil  der  Winkel  bei  B  gemeinsam  ist  und 
die  Dreiecke  überdies  rechtwinklig  sind;  es  folgt  daraus: 

BAxBC^BCiBE 
oder: 

bV^^ba.be 

w.  z.  b.  w. 

356.  Wenn  man  in  einem  Kreise  zwei  sich  schnei- 
dende Sehnen  zieht,  in  welcher  Beziehung  stehen  die 
von  ihrem  Durchschnittspunkte  angefangen  bis  zur 
Periferie  gezählten  Strecken? 

Das  Product  der  vom  Durchschnittspunkt  der  Sehnen  aus 
gezahlten  Strecken  der  einen  Sehne  ist  gleich  dem  Producte  der 
Strecken  der  anderen  Sehne. 
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Ist  E  Fig.  33  der  Schnittpunkt  von  zwei  beliebigen  Sehnen 
A  B  und  CDy  wobei  E  auch  ausserhalb  des  Kreises  liegen  kanD,  so 
findet  man  aus  zwei  ähnlichen  Dreiecken,  welche  den  Winkel  bei 
E  entweder  als  Si:;heitelwinkel  gleich  haben,  oder  wenn  E  ausser- 
halb des  Kreises  liegt,  ihn  gemeinsam  erhalten,  die  Relation : 

EC.ED  =  EA.EB. 

357.  Steht  die  Sehne  CD  auf  AB  senkrecht ,  so  wird  CD 
von  AB  halbiert  und  man  kann  schreiben: 

EC*  =  EC.EC  —  EA,EB, 
d.  h«  errichtet  man  in  irgend  einem  Punkte  E  eines  Durchmes- 
sers eine  senkrechte  Halbsehne,  so  ist  diese  die  mittlere  geome- 
trische Proportionale  zwischen  den  Segmenten  des  Durchmessers. 

358.  Liegt  ein  Punkt  E  ausserhalb  des  Kreises  in  einer 
Sehne  AB  und  ist  M  der  Berührungspunkt  der  durch  E  geben- 
den Tangente,  so  wird  (356) : 

EM.EM=EA.EB, 
d.  h.  zieht   man  durch  einen  Punkt  E  eine  Tangente  EM  und 
eine  Sehne  EABaxx  einen  Kreis,  so  ist  die  Tangente  die  mitt- 
lere geometrische  Proportionale  zwischen  den  von  E  aus  gezähl- 
ten Segmenten  der  Sehne. 


Fig.  35. 


Harmonische  Eigenschaften  des  Kreises«    Pol  and  Polare. 

§.  18. 

359.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Periferiepunkt 
eines  Kreises  eine  Tangente,  ferner  durch  ihn  zwei 
Sehnen,  die  durch  die  Endpunkte  eines  Durchmes- 
sers gehen  und  eine  Paral- 
lele zu  den  Tangenten  in 
den  Endpunkten  des  Durch- 
messers, so  bilden  diese 
vier  Geraden  einen  harmo- 
nischen  Stralenbüschel. 

Beweis.  In  Fig.  35  ist 
A  B  ein  Durchmesser,  MNJ_  AB, 
MP  eine  Tangente,    folglich  ist 

Winkel    TMA^^AM   (349), 

-^f^  AMNmcu  i  AN  (347)  und  weil  AN  =  MA,  so  x^X.'^PMA  = 
^AMN    Weil    nun  "^  PMN  durch  MA  halbiert  wird,   und 
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MB  SLu£MÄ  senkrecht  steht^  so  ist  der  Stralenbflschel  M(JPACB) 
ein  harmonischer  Stralenbüschel  (303)  w.  z.  b.  w. 

Wenn  man  schreibt  M  {PACB)y  so  meint  man  darunter 
den  Bfischel,  dessen  Scheitel  in  M  liegt,  und  dessen  Stralen  durch 
die  Punkte  P^  A,  C  und  B  gehen. 

360.  Ist  M  (PACB)  ein  harmonischer  Stralenbüschel,  und 
PACB  eine  gerade  Punktreihe ,  so  ist  PACB  eine  harmoni- 
sche gerade  Punktreihe. 

Diesen  Satz  kann  man  mit  Bezug  auf  Fig.  35  noch  auf  an- 
dere Arten  aussprechen: 

361.  a)  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  P  eines  Durch- 
messers A  B  die  beiden  Tangenten,  so  teilt  der  Punkt  P  und  die 
Berührungssehne  MN  den  Durchmesser  AB  harmonisch. 

362.  b)  Errichtet  man  auf  einen  Kreisdurchmesser  AB  eine 
beliebige  senkrechte  Sehne  MN^  so  teilen  diese  Sehne  und  der 
Schnittpunkt  P  der  durch  M  and  N  gehenden  Tangenten  den 
Durchmesser  AB  harmonisch. 

363.  Erklärung.  Wenn  ein  Punkt  und  eine  Gerade 
in  der  Ebene  einer  Curve  die  Eigenschaft  haben,  alle  durch 
den  Punkt  gehenden  Sehnen  der  Curve  harmonisch  zu 
teilen,  so  nennt  man  den  Punkt  den  Pol  der  Geraden  und  die 
Gerade  die  Polare  des  Punktes,  (bezogen  auf  die  gegebene  Curve), 
und  wenn  sich  zu  jedem  Punkte  der  Curvenebene  eine  Polare 
finden  lässt^  so  bezeichnet  man  die  Curve  als  eine  Ordnungs*" 
curve  eines  Polarsystemes. 

364.  Zu  jedem  Punkte  einer  Ereisebene  gibt  es 
für  den  Kreis  eine  Polare  und  für  jede  Gerade  in  der 
Kreisebene  einen  Pol,  d.  h.  ein  jeder  Kreis  bestimmt 
ein  Polarsystem. 

Beweis.  Sind  P  und  C  zwei  beliebige  Punkte  von  der 
Beschaffenheit,  dass  sie  einen  Durchmesser  AB  des  Kreises  har- 
monisch teilen  (295) ,  so  ist  jeder  der  Pol  jener  Geraden ,  die 
durch  den  andern  Punkt  senkrecht  auf  den  Kreisdurchmesser 
AB  gezogen  wird. 

Es  soll  sonach  in  Fig.  35  P  der  Pol  der  Geraden  MN  und 
C  der  Pol  der  Geraden  P  D*  sein. 

Ist  P  der  Pol  von  MNy  und  DE  irgend  eine  durch  P  ge- 
hende Sehne,  so  soll  der  Erklärung  zufolge  PDFE  eine  harmo- 
nische Punktreihe  werden.  Projicieren  wir  diese  Reihe  aus  C  auf 
die  Gerade  PD' ,   wodurch  mittels    CP,   CD,   CF  und  CE  die 

S«hl«tingcr,  GMattri«.  ß 
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Punkte  Fiyoö  und  E^  entstehen,  so  ist  nur  zu  beweisen ,  AbbA 
PD'  oo  E'  eine  halbierte  harmonische  Reihe,  d.  h.  dass  D'P  = 
FE'  ist  (301).   (^F  ist  der  Schnitt  von  PE  mit  MN.) 

Denkt  man  sich  den  Winkel  im  Halbkreise  ^£jB  (350);  so 
sieht  man  ein,  dass  E  (^PA  CB)  ein  halbierter  harmonischer  Stra- 
lenbüschel  ist  (303),  folgUch  muss  EA  den  Winkel  PEC  hal- 
bieren, sonach  muss  DA  =A0^  also  auch  V  2?(7^  =  ACÖ^ 
sein,  woraus  folgt  /£^  D' CP"^ /\ECP  und  woraus  sich  ergibt: 

Es  ist  also  wirklich  PD*  ooEf  eine  halbierte  harmonische 
Reihe,  folglich  muss  auch  die  Reihe  PDFE  eine  harmonische 
sein,  weil  sie  die  Projection  von  PD'  oo  E'  aus  dem  Punkte  C 
ist  (270). 

Wenn  also  jede  durch  P  gehende  Sehne  von  P  und  der 
Geraden  MN  harmonisch  geteilt  wird,  so  ist  P  der  Pol  zur  Po- 
laren MN  (363). 

Auf  eine  ganz  analoge  Art  führt  man  den  Beweis ,  dass 
auch  C  der  Pol  der  Geraden  PD'  ist  Man  wird  nämlich  durch 
C  eine  Sehne  legen ,  und  die  auf  ihr  entstehende  vierpunktige 
Reihe  ECGE',  welche  harmonisch  sein  soll,  aus  P  auf  die  Gte- 
rade  MN  projicieren,  und  beweisen,  dass  die  auf  der  MN  entstan- 
dene vierpunktige  Projection,  eine  halbierte  harmonische 
Fig.  36.  Reihe  ist.  Dieser  Nachweis  lässt  sich 

mit  Zuhilfenahme  der  harmonischen 
Reihe  PA  CB  fuhren,  folglich  ist  wirk- 
lich C  der  Pol  der  Geraden  PD*. 

365.  Wie  construiertman  zu 
einem  gegebenen  Punkte  P  oder 
Ceiner Kreisebene  die  Polare? 
Liegt  der  Punkt  P  ausserhalb  des 
Kreises  (Fig.  35),  so  ist  die  Berührungs- 
sehne MN  (354)  die  Polare  zu  P; 
liegt  aber  der  Punkt  C  im  Kreisinnem, 
so  zieht  man  durch  C  einen  Durch- 
niesser,  zu  den  Tangenten  in  A  und  B  eine  parallele  Sehne  MN 
und  durch  M  oder  N  eine  Tangente ,  bis  sie  den  Durchmesser 
AB  in  P  schneidet;  durch  P  parallel  zu  MN  geht  dann  die  Po- 
lare des  Punktes  C. 

366.  Liegt  der  Pol  auf  dem  Kreise,  so  wird  die  durch  ihn 
gehende  Tangente  seine  Polare. 


367»  Man  kann  die  Polare  zu  einem  gegebenen  Punkte 
P  aber  auch  auf  folgende  Art  construieren:  Man  ziehe  durch 
P  zwei  Sehnen  und  construiert  in  jeder  Sehne  einen  Pünkt^ 
welcher  mit  P  die  Sehne  harmonisch  teilt  (302),  so  geht  durch 
diese  beiden  Punkte  die  Polare  des  Punktes  P.  Wären  z.  B.  in 
Fig.  35  AB  und  JDE  zwei  beliebige  durch  P  gehende  Kreis- 
sehnen,  und  teilen  die  Punkte  C  und  P ,  F  und  P  die  Sehnen 
AB  and  DE  harmonisch ,  so  muss  die  Polare  von  P  durch  C 
und  F  gehen  (363), 

Betrachtet  man  die  Punkte  ADEB  als  Eckpunkte  eines 
vollständigen  Viereckes  (307)  und  zieht  die  Diagonalen  AE  und 
BDy  so  geht  durch  ihren  Schnittpunkt  eine  Diagonale,  welche 
die  Punktreihen  PA  B  und  PDE  harmonisch  teilt  (308).  Da  aber 
die  Polare  MN  dieselben  Reihen  harmonisch  teilt,  so  folgt,  dass 
sowol  der  Schnitt  von  AE  mit  BD^  als  auch  von  AD  mit  BE 
in  Jf  ^  li^gt,  dass  daher  MN  gezogen  werden  kann ,  wenn  man 
den  Schnitt  von  A  E  mit  B  D  und  von  A  D  mit  BE  kennt 

368.  Sind  ferner  AB  und  OE  zwei,  beliebige  durch  C  ge* 
hende  Sehnen,  und  teilen  C  und  P,  C  und  E^  diese  Sehnen  -har- 
monisch y  so  muss  die  Polare  des  Punktes  0  du;-ch  P  und  E' 
gehen  (363). 

369.  Wie  construiert  man  zu  einer  gegebenen  Ge- 
raden  für  den  Kreis  den  Pol? 

Die  aus  dem  Kreismittelpunkt  'auf  die  (jferade  senkrecht  ge- 
fidlte  Gerade  enthält  den  Pol  IstPD',  Fig.  35,  die  gegebene  Gerade, 
ao  zieht  man  von  P  die  Tangenten,  dann  geht  die  BerühruDgssehne 
MN  durch  den  gesuchten  Pol  (7;  ist  aber  MN  die  gegebene  Ge* 
rade,  so  ist  der  Schnittpunkt  P  der  durch  M  und  N  gehenden 
Tangenten,  der  Pol  von  MN  (364). 

370.  Der  Durchschniitspunkt  zweier  Polaren  ist 
stets  deJr  PoU  zu  jener  Geraden,  welche  durch  die 
Pole  der  beiden  Polaren  geht 

Nehmen  wir  an,  in  Fig.  36  sei  a  die  Polare  zu  il^  6  die  Po- 
lare zu  B,  so  muss  nach  dem  Begriffe  von  Pol  und  polare  (363) 
die  Reihe  A'^  CA*A  harmonisch  sein. 

In  ganz  gleicher  Weise  ist  auch  die  Reihe  B"CB'ß  har- 
monisch (363). 

Soll  man  zu  dem^  Schnittpunkte  C  der  beiden  Polsiren  a  und 
h  die  Polare  c  bestimmen,  so  darf  man  nur  durch  C  zwei  Sldhnen 
ziehen  und  diese  mit  zwei  Punkten  bezüglich  C  harmonisch  teilen 
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(368),  80  muss  durch  die  zwei  neuen  Punkte  die  Polare  von  C 
geben.  A'A"y  B'B^'  sind  aber  schon  zwei  durch  C  gebende  Seh- 
nen; A  und  B  teilen  sie  bezuglich  C  harmonisch;  mithia  ist  die 
Gerade  AB  die  Polare  des  Durchschnittapunktes  der  Polaren  a 
und  b. 

371.  Die  Verbindungsgerade  zweier  Pole  ist  stets 
die  Polare  zu  jenem  Punkte,  in  welchenot  sich  die  Po- 
laren der  gegebenen  Punkte  schneiden. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erhellt  aus  dem  vorher' 
gehenden  Satze. 

372.  Wo  mfissen  die  Pole  von  zwei  geraden  Linien 
e,iner  Ereisebene  liegen? 

Immer  in  der  Polare  ihres  Durchschnittspnnktes. 
Sind  a  und  h  diese  Oeraden  und  e  die  Polare  von  (7,  so  muss  c 
durch  die  Pole  A  und  B  gehen,  d.  h.  A  und  B  müssen  in  der  Po- 
lare c  des  Schnittpunktes  von  a  mit  b  liegen« 

373.  Wenn  sich  demnach  in  einer  Ereisebene  eine 
gerade  Linie  a  um  einen  in  ihr  liegenden  festen  Punkt 
C  dreht,  wo  wird  immer  der  Pol  A  der  beweglichen 
Geraden  a  liegen  mUssen? 

In  der  Polaren  c  des  festen  Punktes  C,  weil  dieser  der 
Durchschnittspunkt  aller  Lagen  der  beweglichen  Geraden  ist  (372). 

374.  Wenn  man  in  den  Endpunkten  aller  durch 
einen  festen  Punkt  gehenden  Sehnen  Tangenten  an 
den  Ereis  construiert|  wo  werden  die  Schnittpunkte 
aller  Paare  zusammengehörender  Sehnen  liegen 
mfissen? 

In  der  Polaro  des  festen  Punktes ,  weil  der  Schnittpunkt 
von  je  2  solchen  Tangenten  (.369)  der  Pol  einer  durch  den  festen 
Punkt  gehenden  Geraden  ist  (373). 

In  Fig.  36  gibt  es  4  durch  C  gehende  Gerade,  folglich  be- 
stimmen sie  die  Berührungspunkte  von  4  Tangentenpaaren,  wekhe 
sich  paarweise  in  c  schneiden. 

376.  Welche  zwei  geraden  Linien  einer  Ereis- 
ebene nennt  man  einander  conjugiert? 

Je  zwei  gerade  Linien,  deren  jede  durch  den  Pol  der  an- 
dern geht. 

376.  Eann  man  durch  jeden  Punkt  einer  Ereis- 
ebene ponjugierte  Gerade  ziehen? 


Zu  jedef  Geraden,  die  man  dnrch  mnen  Punkt  in  der  Krpis- 
ebene  sieht,  kann  man  durch  jenen  Punkt  noch  eine  Gerade  so 
coDstrueren;  dass  jede  der  beiden  Geraden  durch  den  Pol  der 
andern  geht  Ziehen  wir  in  Fig.  36  durch  den  Punkt  C  eine  be- 
liebige Gerade  o,  so  musa  ihr  Pol  Ä  in  der  Polaren  e  liegen  (373). 
Beide  Geraden  a  und  e  sind,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich  ist, 
Yon  der  verlangten  Besohafifenheit ;  folglich  kann  man  sagen: 

JedeGeradOy  die  man  durch  einen  Punkt  C  zieht, 
ist  der  Polaren  e  dieses  Punktes  conjugiert  (375). 

Verbindet  man  nun  A  mit  C,  so  muss  von  dieser  Geraden 
der  Pol  im  Durchschnittspunkte  von  a  mit  c,  d.  u  in  Ä^'*  liegen 
(370);  also  sind  a  und  CA  conjugierte  Gerade  und  es  ist  bewie- 
seo,  dass  man  durch  einen  Punkt  C  irgend  eine  Gerade  a  ziehen 
und  die  ihr  conjugierte  durch  C  gehende  Gerade  finden  kann. 

377.  Auch  zwei  Punkte,  deren  jeder  in  der  Polare  des  an* 
dem  liegty  nennt  man  einander  conjugiert  Sind  zwei  Gerade 
einander  conjugiert,  so  sind  es  auch  ihre  Pole* 

Perspecdviseh  ähnliche  Kreise.  AehnliehkeKspankt». 

§.  19. 

378.  Die  Collinear*Projectionen  eines  Kreises  untersuchen  wir 
nach  den  projectivisohen  Verwandtschaftsgraden. 

Liegen  zwei  Kreise  perspectivisch  congruent,  so  kön- 
nen sie  nach  §.  9  betrachtet  werden. 

Sucht  man  zu  einem  Kreise  seine  Collinear-Projection  nach 
perspectivischer  Aebnlichkeit,  siehe  §.  10,  so  ist  dieselbe 
immer  wieder  ein  Kreis.  Ist  der  Modulus  negativ,  so  liegt  das 
Projectionscentrum  zwischen  den  Kreismittelpunkten ,  und  ist  der 
Modulus  =  —  1  (220),  so  sind  die  Kreise  congruent 

Zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise  mit  verschiedenen 
Badienläi^gen  können  jederzeit  auf  eine  zweifache  Weise  per- 
spectivisch ähnlich  liegen. 

379.  Wie  findet  man  die  Projectionsmittelpunkte 
bei  2  perspectivisch  ähnlich  liegenden  Kreisen? 

Zieht  man  in  dem  einen  Kreise  K^  (der  Lernende  wolle  sich 
zwei  Kreise  Ki  und  iT,  zeichneui  deren  Ontra  0|  0^  sind)  einen 
beliebigen  Radius  OiA^^  so  kann  man  im  anderen  Kreise  iT,  zu 
£7i  A^  zwei  parallele  Radien  ziehen;  der  eine  Oj^a  ist  im  glei- 
chen Sinne  mit  0^  A^ ,  der  andere  0,  A\  im  Gegensinne  au 
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0(^1  paralleL  Es  iet  also  unmal  A,  mit  A^,  (Us  anderemal  A^ 
mit  Ä'^  verwandt 

Zieht  man  den  Stral  Af  A^,  so  findet  man  das  Frojectioas- 
centram  S,  im  SchDittpuitkt  dieses  Strales  mit  der  Centrallinie 
f>,  Ol  and  zwar  ausserhalb  0,  Oj ;  zieht  man  aber  den  Stnl 
A^A'^t   so  liegt  das  ProjecüoDScentrnm  <S,  zwischen  0^  und  O^. 

380.  Diese  beiden  Projectionsceotra  8i8^  pflegt  man  die 
Äehnlichkeitspunkte  der  beides  Kreise  bu  nennen;  3^  den 
äusseren, .  jS^  den  inneren. 

3S1.  Jeder  Aefanlichkeitapunkt  teilt  die  Strecke  0,  0,  im 
Verhältnis  der  Kreisradien,  folglich  teilen  diese  Paukte  die  Stcecke 
O,  O3  harmonisch  (29ö). 

382.  Wenn  sich  zwei  Kreise  nicht  schneiden,  so  haben  sie 
entweder  vier  oder  gar  keine  gemeinsamen  Tangenten.  Im  er- 
Bteren  Falle  gehen  2  Tangenten  durch  den.  äusseren ,  die  beiden 
anderen  durch  den  inneren  Äehnlicbkeitapunkt. 

383.  Schneiden  sich  zwei  Kreise,  so  gehen  die  b^den  mög- 
lichen Tangenten  durch  den  äusseren  Äehnlichkeitspunkt 

384>  berühren  sich  zwei  Kreise  von  aussen,  so  haben  sie 
drei  gemeinsame  Tangenten;  der  innere  Äehnlichkeitspunkt  liegt 
im  Berührungspunkt  der  beiden  Kreise. 

Pj    gj  385.  BeröUren  sich  die  Kreise 

-  von  innen,  so  haben  sie  nor  eine 

gemeinsame    Tangente    und     ist 

der  Berührungspunkt  der  äussere 

Äohnltcbkeitspunkt. 

386.  Wie  wird  man  die 
Aufgabe  lösen:  Han  soll  eine 
Gerade  so  ziehen,  dass  sie 
zwei  in  einer  Ebene  lie- 
gende Kreise  derart  schnei- 
det, auf  dass  die  in  den  vier 
Schnittpunkten  construierten  Tangenten  paarweis« 
parallel  werden. 

Zieht  man  durch  eines  Äehnlichkeitspunkt  eine  beide  Kreise 
schneidende  Gerade,  so  müssen  die  durch  die  verwandten  Funkte 
gehenden  Tangenten  parallel  sein;  denn  die  Kreise  liegen  per- 
»pectiviscb  ähnlich,  wenn  man  den  einen  oder  den  anderen  Äehn- 
lichkeitspunkt als  Projectionsoentnun  betrachtet,  and  in  perdpec- 
tivisch  ähnlichen  Systemen  sind  die  verwandten  Geraden  parallel.  - 
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Ellipsen  als  perspectlvlsch  affine  Krelsprojeellonen.  Aas  Ewel  eon« 
Jnglerten  Elllpsendorehmessern  deren  Axen  so  eonstraleren. 

§.  20. 

387.  Man  soll  zu  einem  Kreise  seine  Collinear- 
Projeotion  oonstrnieren,  wenn  dieBegegnangsgerade 
ein  Durchmesser  ist,  und  die  projicierenden  Stralen 
auf  diesem  Durchmesser  senkrecht  stehen. 

Gewohnlich  ist  bei  dieser  Aufgabe  das  Panktepaar  CO 
Fig.  37  gegeben ;  wir  haben  dann  nach  §.11  alle  in  der  projicierenden 
Richtung  gemessenen  Entfernungen  von  der  Begegnungsgeraden 
ß  im  Verhältnisse  von  0  C :  0  (?  zu  verändern,  um  die  CoUinear- 
Projection  zu  finden  (285).  Ist  %.B.Dd±_AB  und  dD  :  dD' 
:=z  OC:  OOf  so  ist  D*  der  mit  J)  verwandte  Punkt. 

Am  einfitchsten  findet  man  die  Punkte  der  Collinear  -  Pro- 
jeotion des  Kreises  auf  folgende  Art :  Man  beschreibt  auch  mit 
OC  einen  Hüfskreis  concentrisch  zum  gegebenen  Sjreise  und 
sieht  irgend  einen  Durohmesser  FDy  so  wird  OD  und  OF  in  D" 
und  F**  nach  dem  Verhältnis  von  OCi  OC  geteilt.  Zieht  man 
durch  D  und  F  projicierenden  Stralen  senkrecht  auf  AB  und 
durch  2>^^  und  F'*  Parallelen  zu  ABf  so  erhält  man  vier  Punkte 
ly  Ef  F*  Q' ^  welche  der  affinen  Projection  des  Kreises  ange- 
hören, weil  dD  :  dD' 9SS  OC:  0  O  ist,  und  eine  gleiche  Be- 
ziehung auch  bei  den  anderen  Punkten  EE*^ , ., .  besteht 

388.  Die  Kreistangente  (xJ?  schneidet  die  Begegnungsgerade 
ß  in  Hf  mithin  muss  G'H  die  Tangente  an  die  Kreisprojection 
sein  (181). 

389.  Alle  aus  dem  Kreise  nach  den  Gesetzen  der  Collinear- 
Projection  (180^  181)  abgeleiteten  krummen  Linien  nennt  man 
Linien  der  zweiten  Ordnung;  weil  sie  mit  einer  geraden  Linie 
höchstens  zwei  Punkte  gemein  haben  können,  oder  auch  Kegel- 
B  chniitslinien,  weil  sie  entstehen,  wenn  man  Kreiskegelflächen 
mit  Ebenen  schneidet. 

390.  Die  geschlossenen  Linien  IL  Ordnung  wurden  Ellip- 
sen genannt,  mithin  ist  die  in  Fig.  37  gezeichnete  Curve  eine 
Ellipse. 

391.  Wenn  man  im  Kreise  eine  beliebige  Reihe  pa*. 
ralleler  Sehnen  zieht,  wie  werden  die  ihn  en  verwand- 
ten Geraden  in  der  durch  Affinität  abgeleiteten  Ellips  e 
aussehen? 
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Sie  massen  auch  in  der  Ellipse  parallele  Sehnen  bildeni 
weil  in  a£fin  verwandten  Gebilden  die  zu  parallelen  Geraden  ver- 
wandten Geraden  abermals  parallel  sind  (240). 

392.  Gibt  es  auch  bei  den  Ellipsen  conjugierte 
Durchmesser?  (340) 

Weil  bei  den  Kreisen  conjugierte  Durchmesser  vorhanden 
sindy  so  müssen  sie  auch  bei  allen  den  Kreisen  affin  verwandten 
Figuren,  d*  i.  bei  den  Ellipsen  vorkommen. 

393.  Jede  Ellipse  besitzt  einen  Mittelpunkt  (337)  und  jede 
durch  den  Mittelpunkt  gehende  Sehne  ist  ein  Durchmesser  (339). 

394.  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
einer  Ellipse  sind  zu  einander  parallel ,  weil  dies  auch  bei  dem 
Kreise  der  Fall  ist;  und  weil  bei  dem  Kreise  die  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  parallelen  Tangenten  zu  dem  con- 
ju gierten  Durchmesser  parallel  sind,  so  ist  dasselbe  aueh  bei 
der  Ellipse  der  FaU  (240). 

396.  Im  Kreise  stehen  je 
zwei  conjugierte  Durchmesser 
aufeinander  senkrecht;  bei  den 
Ellipsen  gibt  es  nur  ein  ein- 
ziges Paar  zu  einander  senk- 
rechter conjugierter  Durchmes- 
ser. Diese  nennt  man  die  A  x  e  n 
der  Ellipse;    die    eine    die 

gross  e,dieandere die  kleine 
Axe.  In  Fig.  37  ist  AB  die 
grosse,  OC  die  kleine  Axe. 

396.  Sucht  man  zu  zwei  conj agierten  Durchmessern  des  Krei- 
ses die  verwandten  Durchmesser  in  der  Ellipse,  so  bilden  diese 
auch   ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  der  Ellipse. 

^'^'  ^^-  397.   Die  Angabe  (387) 

kann  daher  auch  in  folgender 
Form  gegeben  werden: 

Man  soll  eine  Ellipse 
construi  eren,    wenn    die 
grosse    und    kleine    Axe 
derselben  gegebeaist 
398.  Aufgabe.   Man  soll  eine  Ellipse  aus  zwe4  be* 
liebigen   conjugierten  Durchmessern  construieren. 
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Es  seien  in  Fig.  S8  AB  und  OD^  diese  Durchmesser^  mit'* 
hin  O  der  EUipsenmittelpankt.  Man  betrachte  eine  Ellipse  als 
eine  affine  Projection  eines  Kreises,  dann  müssen  die  conjugierten 
Dorchmesser  ABj  C*D'  die  Frojectionen  von  zwei  su  einander 
senkrechten  Ereisdorchmessem  sein. 

Setzen  wir  voraus,  der  eine  Durchmesser  A  B  sei  dem  Kreise 
und  der  Ellipse  gemein  ^  so  stellt  er  uns  die  Begegnungsgerade 
beider  Grebilde  vor,  und  der  mit  C'D^  verwandte  Durchmesser 
CD  sieht  senkrecht  auf  AB.  Beschreibt  man  über  AB  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  so  kann  man  in  ihm  eine  Reihe  zu  CD  pa- 
ralleler Sehnen  ziehen,  deren  verwandte  Sehnen  zu  OZ>' parallel 
sein  werden«  Verändert  man  alle  mit  OC  parallelen  Sehnen  mit 
Hilfe  eines  Proportionalwinkels  (230)  im  Verhältnisse  von 
OC:  0C\  also  z.  B.  GF\  GF'  =  OC'.  OC,  so  ist  2^  der  mit 
F  verwandte  Punkt  (239). 

Macht  man  gleich  bei  Beginn  OL  =00^  so  erhält  man 
mittels  der  Länge  GF"  die  vier  Ellipsenpunkte  E'PJ'K'.  Im 
Uebrigen  kann  man  sich  die  Tangenten  und  Probepunkte  auf  die 
schon  bekannte  Art  construieren  (388). 

393*  Aufgabe.  Man  soll  untersuchen,  ob  es  in  zwei 
perspectivisch  affinen  Systemen  in  jedemSystemezu 
einander  senkrechte  Richtungen  gibt,  deren  verwandte 
Geraden  im  anderen  Systeme  ebenfalls  aufeinander 
senkrecht  stehen. 

Kann  man  diese  Richtungen  finden ,  dann  kann  man  jene 
conjugierten  Durchmesser  im  Kreise  zeichnen,  deren  verwandte 
Durchmesser  in  der  Ellipse  auch  aufeinander  senkrecht  stehen, 
welche  sonach  die  Ellipsenaxen  sind. 

Es  seien  in  Fig  39  CO  zwei  verwandte  Punkte,  /)  die  Be- 
gegnungsgerade  von  zwei  perepectivisch  affinen  Systemen. 

Suchen  wir  in  ß  den  Mittelpunkt  o  eines  durch  CO  gehen- 
den Kreises  (344),  so  werden,  weil  C  und  O  verwandte  Punkte  sind, 
den  Geraden  MC,  NC  die  Geraden  MO,  NO  entsprechen  (181, 
186)  und  sowol  die  ersteren,  als  auch  die  letzteren  stehen  auf- 
einander senkrecht  (350).  Mithin  gibt  es  in  jedem  von 
zwei  perspectivisch  affinen  Systemen  nur  ein  einzi- 
ges Paar  zu  einander  senkrechter  RichtungeUj  deren 
verwandte  Richtungen  abermals  auf  einander  senk« 
recht  stehen. 
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Fig.  40. 


Sucht  man  sich  in  Fig.  38  zu  CO  nur  den  einen  Ponkt  N 
nach  Art  der  Fig.  39  und  zieht  durch  0  den  Durchmesser  PP 
parallel  zu  NC  und  QQ  senkrecht  auf  NCj  so  darf  man  nur  zu 
P  und  Q  die  verwandten  Punkte  P*  Qf  suchen  (180;  181),  so  sind 
die  EUipsenaxen  gefunden,  weil  P^Qf  ihre  Endpunkte  sind. 

400.  Wenn  zwei  Stralenbüschel  in  einer  Ebene 
perspectivisch  liegen,  gibt  es  in  jedem  Büschel  ein 
oder  mehrere  Paare  aufeinander  senkrechter  Straten, 
deren  verwandte  Stralen  des  anderen  Büschels  eben* 
falls  aufeinander  senkrecht  stehen? 

Nehmen  wir  an,  in  Fig.  39 
seien  CC  die  Scheitelpunkte  der 
perspectivisch  liegenden  Büschel 
und  ß  der  Träger  der  ihnen 
gemeinsamen  Pnnktreihe.  Con- 
struiert  man  wie  vorhin  einen  durch 
CO  gehenden  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum in  /9,  so  sind  C-8f,  CNiie 
einzig  möglichen  zwei  auf- 
einander senkrechten  Stra- 
len des  einen  Büschels  C, 
deren  verwandte  Stralen 
im  anderen  Büschel  O  ebenfalls  aufeinander  senk- 
recht stehen. 

Wenn  zwei  Stralenbüschel  projectivisch  proportional  sind, 
so  können  sie  stets  in  eine  perspectivische  Lage  gebracht  wer- 
den (291)  I  also  kann  man  die  hier  bewiesene  Eigenschaft  all- 
gemein dahin  aussprechen : 

Bei  zwei  projectivisch  verwandten  Stralen- 
büscheln  gibt  es  in  jedem  nur  ein  einziges  aufeinan- 
der senkrechtes  Paar  von  Stralen,  dessen  verwandte 
Stralen  im  zweiten  Büschel  abermals  aufeinander 
senkrecht  stehen. 


Ellipsen,  Hyperbeln  und  Parabeln  als  collineare  Krelsprojeetlonen. 

§.  21. 

401.  Das  Verfahren,  zu  einem  Kreise  seine  perspectivisch  col- 
lineare Projeotion  zu  finden^  ist  dasselbe,  welches  schon  früher  in 
(247)  bei  der  Gonstruction  der  perspectivisch  collinearen  Systeme 
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fiberhaapt  angewendet  wurde.  Dabei  ist  noch  besonders  hervor« 
saheben : 

Sucht  man  von  einem  Iiinienelemente  einer  Curve  seine 
Collinear-Projection ,  so  muss  diese  ein  Linienelement  von  der 
Collinear-Projection  der  Curve  sein,  mitbin  ist  die  Collinear- 
Projection  einer  Tangente  einer  Curve  wieder. eine 
Tangente  an  die  Collinear-Projection  der  Curve. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  S^  ß  und  der  Kreis  haben  die  Lage, 
wie  sie  Fig.  40  zeigt,  so  ist  ftkr  die  Bestimmung  der  Ereispro- 
jection  noch  der  Modulus  des  Systemes,  oder  ein  Paar  verwand« 
ter  Punkte  zu  kennen  nothwendig« 

Je  nach  der  Ghrdsse  des  Modulus  m^  wird  die  Verschwin- 
dungslinie  (328)  des  ersten  Systemes,  dem  der  Kreis  angehört, 
eine  verschiedene  Lage  gegen  den  Kreis  annehmen.  Drei  Fälle 
sind  dabei  denkbar : 

402.  a)  Die  Verschwindungslinie  liegt  ausserhalb  des  Krei- 
ses; kein  Punkt  des  Kreises  erhält  dann  seine  Projection  im  Un- 
endliches, die  Kreisprojection  wird  eine  geschlossene  Curve,  eine 
Ellipse  (333). 

403.  ft)  Die  Verschwindungsgerade  berührt  den  Kreis  in 
einem  Punkte;  die  mit  der  Verschwindungsgeraden  verwandte  Ge- 
rade liegt  im  Unendlichen  (328)  und  berührt  auch  die  Kreispro- 
jection in  einem  unendlich  fernen  Punkte  (401).  Eine  ebene 
Kreisprojection  mit  einer  unendlich  fernen  Tangente  nennt 
man  eine  Parabel. 

404.  c)  Die  Verschwindungsgerade  schneidet  den  Kreis  in 
zwei  Punkten  C^D^.  In  diesem  Falle  liegt  die  mit  C^D^  ver- 
wandte Sehne  C^  D^  im  Unendlichen  (328),  und  die  Kreisprojec- 
tion besteht  aus  zwei  scheinbar  getrennten  Curven,  deren  Vereini- 
gnng  in  den  unendlich  fernen  Punkten  C^D^  erfolgt.  Diese  aus 
zwei  Aesten  bestehende  Kreisprojection  wird  als  Hyperbel  be- 
zeichnet. 

405.  Tangenten,  welche  nicht  im  Unendlichen  liegen,  eine 
Curve  aber  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  berühren,  nennt 
man  Asymptoten  der  Curve.  Eine  Hyperbel  besitzt  zwei  un- 
endlich ferne  Punkte,  mithin  zwei  Asymptoten. 

406.  In  Fig.  40  wurde  ein  Teil  der  Kreisprojection  für  den 
Fall  constnüert,  dass  die  Verschwindungslinie  Vi  den  Kreis 
schneidet  Die  erste  Construction  war  die  der  Asymptoten; 
sie  sind  die  zu  den  Tangenten  C|  d^  der  Punkte  Q  D^  verwand- 
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ten  Geraden  o^d,.  Die  Tangente  0|  schneidet  /t  in  einem  Punkte 
C,  durch  welchen  auch  e^  gehen  muss  (181).  €2  geht  aber  auch 
durch  den  mit  C^  verwandten  unendlich  fernen  Punkt  C^j  und 
weil  C^  in  dem  projicierenden  Strale  /SC,  liegt,  so  muss  c^  diurch 
C  parallel  ku  /SCi  gehen.  Auf  gleiche  Weise  findet  man  d^. 

Um  EU  irgend  einem  Punkte  £|  des  Kreises  die  Projection 
B2  zu  finden,  wird  man  ein  Paar  schon  bekannter  a  verwandter 
Punkte,  z.  B.  C^  C^  oder  Z>,  D^  benützen  (247).  Man  verbindet 
zu  diesem  Zwecke  (7,  voiiE^y  sucht  den  B^egnungspnnkt  ^  und 
verbindet  F  mit  C^  %  d.  h«  man  zieht  durch  F  eine  Parallele  zu 
C2,  so  ist  der  Schnitt  dieser  Parallelen  mit  dem  durch  Ei  gehen- 
den projicierenden  Strale  der  gesuchte  Punkt  E^. 

Bestimmt  man  sich  eine  hinreichende  Menge  von  Punkten 
der  Hyperbeli  so  kann  man  diese  durch  einen  Linienzug  in  der 
erforderlichen  Weise  zu  den  Hyperbelästen  verbinden. 

In  Fig.  40  ist  der  Hyperbelast  im  Asymptoten  *  Winkel 
c^M^d^  die  Projection  des  Kreisbogens  C^A^Di  und  der  Hy- 
perbelast im  Scheitelwinkel  die  Projection  des  Kreisbogens  C|£|D|. 

407.  Welche  harmonischenEigenschaften  besitzen 
alle  Linien  der  II.  Ordnung?  (389.) 

Alle  harmonischen  Eigenschaften  die  der  Kreis  besitzt^  gehen 
auf  seine  Collinear  -  Projection  über;  denn  nach  dem  projectivi- 
sehen  Grundgesetze  (270)  wird  jedes  Verhältnis  von  Punktwerten 
einer  geraden  Punktreihe  unverändert  auf  die  Projection  über- 
tragen. Ist  demnach  eine  gerade  Reihe  von  Punkten  in  dem  einen 
Systeme  harmonisch^  so  muss  es  auch  die  verwandte  Reihe  in 
der  Projection  sein. 

408.  Also  ist  auch  die  Collinear-Projection  eines 
Poles  und  der  zugehörigen  Polaren  des  Kreises  wie- 
der ein  Pol  sammt  zugehöriger  Polare  für  die  Colli- 
near-Projection des  Kreises. 

409.  Es  besitzen  sonach  alle  Linien  der  U.  Ordnung  un- 
zählig viele  Pole  imd  Polaren  wie  der  Kreis  (364),  und  es  muss 
sich  auch,  wie  bei  dem  Kreise,  der  Pol  einer  Geraden  in 
der  Polare  eines  festen  Punktes  weiter  bewegen,  wenn 
die  Gerade  sich   um  jenen   festen  Punkt  dreht   (373). 

410.  Jede  collineare  Kreisprojection,  d.  i.  jede 
Linie  der  H.  Ordnung  besitzt  einen  Mittelpunkt 

Beweis.  Man  kann  von  dem  Systeme  I,  dem  der  Kreis 
angehört,    die  Verschwindungslinie   Vi   constraieren  (328) ,    weil 
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doch  zwei  yerv^andte  Punkte  der  beiden  Systeme  oder  ein  Mo- 
doluB  (267)  bekannt  sein  werden,  and  zu  ihr,  wenn  man  sie  als 
Polare  des  Kreises  ansieht,  den  Pol  M^  suchen  (369).  Jede  durch 
diesen  Pol  gehende  Sehne  a  wird  dann  vom  Pol  und  vom  Schnitt- 
punkt der  Sehne  mit  der  Polare  Vi  jenes  Poles,  d.  i.  mit  der  Ver- 
schwindungslinie,  harmonisch  geteilt  (364).  Sucht  man  jetzt  die 
Collinear-Projection  des  Kreises  (406) ,  so  wird '  die  Collinear-Pro- 
jection  einer  jeden  dieser  harmonischen  Reihen  a,  eine  halbierte 
harmonische  Reihe  werden  (301),  weil  die  Collinear-Projection  des 
Schnittpunktes  der  Sehne  a  mit  der  Verschwindungslinie  (328) 
ins  Unendliche  &]lt;  folglich  muss  die  Collinear-Projection  if,  des 
Poles  itfj  der  Verschwindungslinie  Vi  die  CoUinear-Projectionen  der 
dnrch  den  erwähnten  Pol  gehenden  Kreissehnen a  halbieren,  mit- 
hin ist  die  Collinear-Projection  M^  des  Poles  der  Ver- 
schwindungslinie des  Kreises,  der  Mittelpunkt  für 
die  Collinear-Projection  des  Kreises. 

411.  Durch  diese  Beweistahrung  sehen  wir  auch  ein,  dass 
bei  einer  jeden  Linie  der  IL  Ordnung  die  Polare  ihres  Mit- 
telpunktes in  nnendlicher  Entfernung  liegt,  und  was  dasselbe 
ist,  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  einer  jeden 
Linie  der  IL  Ordnung  ist  der  Mittelpunkt  dieser 
Linie. 

In  Fig.  40  ist  M^  der  Pol  der  Geraden  C^  D^  für  den  Kreis. 
Die  zu  C|  Z>|  verwandte  Gerade  C,  D^  in  der  Hyperbel  liegt  im 
unendlichen  und  M^  ist  der  mit  M^  verwandte  Punkt ,  sonach 
ist  M^  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  für  das  zweite 
System  nnd  desshalb   der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  (411). 

412.  Der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  ist  demnach 
immer  der  Durchnittspunkt  ihrer  beiden  Asymptoten. 

413.  Wo  muss  der  Mittelpunkt  (337)  einer  Parabel 
liegen? 

Im  Unendlichen.  Denn  wenn  die  Projection  eines  Kreises 
eine  Parabel  werden  soll,  so  muss  die  Verschwindungslinie  des 
Kreises  (328)  den  Kreis  berühren  (403),  und  weil  der  Pol  einer 
Kreistangente  ihr  Berührungspunkt  ist  (366),  so  fällt  auch  der 
diesem  Pole  verwandte  Punkt,  d«  i.  der  Mittelpunkt  der  Parabel 
ins  Unendliche  (411). 

414.  Wie  müssen  also  bei  einer  Parabel  die  Durch- 
messer beschaffen  sein? 

Weil  alle  Durchmesser  einer  Kegelschnittslinie  durch  deren 
Mittelpunkt  gehen^  so  müssen  bei  der  Parabel  alle  Durchmesser 
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untereinander  parallel   sein ,   indem  der  Mittelpunkt  im  Unend-* 
liehen  liegt. 

415.  Welche  Paare  von  Ereissehnen  haben  die 
Eigenschaft,  dass  ihre  CoUinear-Projectionen  con- 
jugierte  Durchmesser  der  Collinear-Projection  des 
Kreises  werden? 

Zieht  man  durch  den  Pol  der  Verschwindungslinie  des  Kreises 
ein  beliebiges  Paar  conjugierter  Geraden  oder  conjugier- 
ter  Sehnen  (376),  so  werden  die  CoUinear-Projectionen  dieser 
Sehnen  conjugierte  Diameter  (340), 

Denn  die  CoUinear-Projectionen  conjugierter  Geraden  sind 
wieder  einander  conjugiert ,  d.  h.  jede  der  beiden  Projectionen 
geht  durch  den  Pol  der  andern;  und  weil  beide  Pole  in  der  un- 
endlich fernen  Geraden  liegen,  so  sind  ihre  Polaren  Durchmesser 
und  zwar  conjugierte  Durchmesser.  Es  halbiert  sonach 
jeder  die  zum  anderen  parallelen  SehncD.  ^ 

416.  Wozu  ist  jeder  Darchmesser  einer  Linie 
II.  Ordnung  parallel  ? 

Immer  zu  den  Tangenten  in  den  Endpunkten  seines  conju- 
gierten  Durchmessers. 

417.  Welche  Sehne  wird  daher  jeder  Parabel- 
durchmesser halbieren? 

Immer  jene,  die  zur  Tangente  am  Endpunkte  des  Durch- 
messers parallel  sind. 

418.  Der  Lernende  wolle  nun  bei  verschiedenen  Lagen  des 
Kreises  und  der  Verschwindungslinie;  namentlich  wenn  der  Ejreis 
durch  8  geht  und  ß  berührt,  die  Kreisprojectionen  sowie  ver- 
schiedene Probepunkte  construieren  (200). 

ConsCmeCion  der  LlDlen  II.  Ordnung  aas  Ihren  projeeClvisehen 

Elgensehaflen* 

§.  22. 

4ld.  Welche  Eigenschaft  eines  ebenen  Gebildes 
nennt  man  eine  projectivische  Eigenschaft? 

Zwei  oder  mehrere  projeotivisch  proportionale  gerade  Punkt- 
reihen oder  Stralenbüschel  zu  besitzen.  Denn  projiciert  man  ein 
solches  Gebilde  auf  eine  Ebene  oder  in  einer  Ebene,  so 
ist  diese  projectivische  Proportionalitat  auch  in  der  Projection  des 
ebenen  Gebildes  vorhanden. 
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£8  sind  sonach  alle  in  den  §§.  15  und  l8  entwickelten  har- 
monischen Eigenschaften  der  vollständigen  Vierecke  und  Kreise 
projectivische  Eigenschaften. 

420.  Welcher  Gewinn  entsteht  für  die  Geometrie 
aus  den  projectivischen  Eigenschaften? 

Es  wird  durch  sie  möglich,  die  Natur  vieler  Gebilde  aut 
eine  ein&chere  Weise  als  bisher  zu  untersuchen  und  Beziehun- 
gen in  Gebilden  aufzufinden ,  welche  sonst  der  geometrischen 
Forschung  nicht  leicht  zuganglich  sind. 

421.  Unter  welchen  Gesichtspunkten  kann  man 
Bwei  einer  Vergleichung  fähigen  Gebilde  miteinander 
vergleichen? 

Entweder  sind  zwei  Gebilde  congruent,  oder  ähnlich, 
oder  affin,  oder  endlich  col linear. 

Bei  der  Congruenz  sind  je  zwei  auf  einander  bezogene, 
also  verwandte  gerade  Punktreihen  oder  Stralenbüschd  con- 
gruent;  bei  der  Aehnlichkeit  sind  die  verwandten  geraden 
Punktreihen  geometrisch  proportional,  die  verwandten  Stra- 
lenbüschel  congruent ;  bei  der  Affinität  sind  ebenfalls  je  zwei 
verwandte  gerade  Punktreihen  geometrisch  proportional, 
aber  die  Stralenbüschel  sind  nicht  mehr  congruent,  sondern  nur 
pröjectivisch  proportional  (287) ;  und  bei  der  Colli- 
neation  sind  je  zwei  verwandte  gerade  Punktreihen  oder  Stralen- 
baschel  pröjectivisch  proportional. 

422.  Spricht  man  von  zwei  pröjectivisch  verwand- 
ten Gebilden,  so  ist  der  specielle  Verwandtschaftsgrad,  ob 
Congruenz,  Aehnlichkeit,  Affinität  oder  Collineation,  nicht  näher 
bezeichnet 

423.  Durch  die  Gesetze  der  CoUinear-Projection  erhält  man 
pröjectivisch  verwandte  Gebilde  in  perspectivischer  Lage. 

424.  Kann  man  zwei  beliebige  Vierecke  AB  CD 
und  AiBi  C^D^y  die  entweder  in  derselben  oder  in  ver- 
schiedenen Ebenen  liegen,  miteinander  vergleichen? 

Je  zwei  ebene  Vierecke  sind  pröjectivisch  verwandt. 
Bezeichnet  man  nämlich  je  zwei  Punkte,  welche  miteinander  ver- 
glichen werden  sollen,  mit  gleichen,  nur  durch  Zeiger  unter- 
schiedene Buchstaben,  und  zieht  man  in  jedem  Vierecke  die 
sechs  Seiten  und  drei  Diagonalen  (307),  so  ist  jede  vierpunktige 
Reihe,  welche  auf  einer  Seite  des  einen  Viereckes  A  B  CD  ent- 
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steht,  mit  ihrer  verwandten  vierpunktrgcn  Reihe  des  anderen 
Viereckes  projectivisch  proportional,  weil  eine  jede  dieser  vier- 
punktigen  Reihen  eine  harmonische  ist  (308)* 

Es  kann  daher^  wenn  auf  einer  Seite  %.  B.  B  D  ein  Punkt 
M  beliebig  angenommen  wird,  vermöge  der  projectivischen  Pro- 
portionalität auf  der  Seite  B^D^  der  zxi  M  verwandte  Punkt  M^ 
construiert  werden  (278). 

425.  Schneidet  eine  beliebige  Gerade  l  die  Seiten  des  Vier- 
eckes ABCDj  so  liegen  auch  die  verwandten  Schnittpunkte  im 
Vierecke  ^i£,  C^D^  in  einer  Geraden  Z|,  welche  die  zu  l  ver- 
wandte Gerade  ist 

426.  Auf  diese  Art  kann  man  zu  jeder  Geraden  und  auch 
zu  jedem  Punkte  in  der  Ebene  des  Viereckes  AB  CD  eine  und 
nur  eine  verwandte  Gerade  oder  einen  und  nur  einen  verwandten 
Punkt  in  der  Ebene  des  Viereckes  A^B^C^D^  construieren.  Man 
sagt  dann,  die  Ebenen  der  beiden  Vierecke  seien  projectivisch 
aufeinander  bezogen,  oder  die  beiden  Vierecke  bestimmen  zwei 
projectivisch  verwandte  Systeme  (203). 

427.  Welche  besondere  projectivische  Eigen- 
schaft besitzt  der  Kreis? 

Alle  Periferie-StralenbQschel  sind  projectivisch  proportional. 

Flg.  41.  428.  Unter  Periferie  -  Stralen- 

büscheln  eines  Kreises  oder  irgend 

einer  krummen  Linie  verstehen  wir 

solche  Stralenbnschel,   welche   ihre 

Scheitel  in  der  Periferie  der  Curve 

liegen  haben,  und  bei  welchen  alle 

verwandten    Stralen    sich    in    der 

Periferie  schneiden.     Sind  &  B.   in 

Fig.  41  im  Kreise  mehrere  Punkte 

ABCJDE  •  ..    angenommen,    und 

aus  zwei  anderen  beliebigen  Perife- 

riepunkten  S'  S'*  projiciert  worden, 

so  sind  die  Stralenbuschel S'  {ABCDE...)  und  S"(ABCI)E...) 

zwei  Periferie  -  Stralenbüschel,   wobei  a'  dem  a'',  ebenso  J'  dem 

b'%  u.  8.  w.  verwandt  ist. 

429.  Eine  krumme  Linie  besitzt  diesem  Begriffe  zufolge 
unzählig  viele  Periferie-Stralenbüschel. 

430.  Wenn  man  bei  dem  Kreise  beweiset,  dass  zwei  belie- 
bige Periferie-Stralenbüschel  projectivisch  proportional  sind  (287), 
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so  ist  dadurch  auch  bewiesen,  dass  alle  Periferie-Stralenbüschel 
untereinander  projectivisch  proportional  sind. 

Der  Beweis  ist  folgender: 

Sind  A  und  B  irgend  zwei  Periferiepunkte  des  Kreises,  so 
bt  nach  (348)  der  Winkel,  den  die  Stralen  S'A,  S'B  einschliessen, 
gleich  dem  von  S*'  A  mit  S*'B  gebildeten  Winkel.  Demzufolge 
werden  die  Periferie-Stralenbüschel  /S'  und  aS"  congruent,  und 
sind  sie  congruent,  so  sind  sie  auch  projectivisch  pro- 
portional w.  z.  b.  w. 

431.  Welche  Eigenschaft  dieser  beiden  Periferie- 
Stralenbüschel  8*  und  S^'  ist  keine  projeclivische? 

Die  Eigenschaft  der  Congruenz;  denn  zwei  Stralenbüschel 
welche  projectivisch  proportional  sind,  brauchen  ja  nicht  con- 
gruent zu  sein,  weil  die  projectivische  Proportionalität  sich  nicht 
auf  die  Gleichheit  der  verwandten  Winkel  stützt  (287). 

432.  Kann  die  Congruenz  von  je  zwei  Periferie- 
Stralenbüscheln  des  Kreises  zur  Kreisconstruction 
verwendet  werden? 

Sie  kann  verwendet  werden,  um  aus  drei  Periferiepunkten 
den  Kreis  zu  construieren,  ohne  seinen  Mittelpunkt  und  seinen 
Radius  zu  benützen.  Sind  in  Fig.  41  die  Punkte  S'S"A  gegeben, 
and  wird  verlangt,  dass  sie  in  einer  Kreisperiferie  liegen  sollen, 
so  wird  man  zwei  dieser  Punkte,  z.  B«  S'  und  S'%  als  Scheitel- 
punkte von  Periferie-StralenbÜBcheln  benützen.  Zieht  man  S'  A 
=  a'  und  /S"-4  =  a",  ferner  einen  beliebigen  Stral  V  durch  S', 
so  darf  man  nur  den  von  h'  mit  S'A  gebildeten  Winkel  an  8**  A 
so  ansetzen,  dass  beide  Stralenbüschel  8'  und  8"  einen  gleichen 
Sinn  erhalten,  so  ist  der  Schnitt  B  von  b"  mit  V  ein  Punkt  der 
Kreisperiferie.  Am  leichtesten  wird  das  Uebertragen  gleicher 
Winkel  mit  Hilfe  von  Kreisen  geschehen,  die  in  8*8**  ihre  Mit- 
telpunkte und  8*8*'  zum  Radius  erhalten. 

433.  Wie  kann  man  in  einem  Punkte /S^' eines  Krei- 
ses, von  dem  drei  Periferiepunkte  8*  S**A  Fig.  41  gege- 
ben sind,  ohne  Benutzung  des  Kreismittelpunktes 
eine  Tangente  construieren? 

Denkt  man  sich  einen  Punkt  G  unendlich  nahe  bei  S**^ 
so  muss  '^^A8*  G  =  ^A8**G  sein  (349).  Da  aber  XA8*G  soviel 
ist  als  wie  '2^A8*8**y  so  wird  man  nur  den  Winkel  A8*8**  an 
den  Stral  A&'  so  ansetzen,  dass   der  Sinn   des   Stralenbüschels 
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8^'  derselbe  ist,  wie  jener  des  Stralenbüscbels  /S^  so  ist  der  zweite 
Schenkel  dieses  Winkeis  die  Tangente  an  den  Kreis  im  Punkte  S". 

434.  Welche  ebenen  Gebilde  werden  mit  einem 
Kreise  projectivisch  verwandt  sein? 

Alle  jene  ebenen  Gebilde,  welche  nach  demselben  projec- 
tiyischen  Gesetze  entstehen  wie  der  Kreis. 

435.  Ein  Kreis  entsteht  durch  die  Schnittpunkte  der  ver- 
wandten Stralen  zweier  projectivisch  proportionaler  Stra- 
lenbüschely  welche  nur  die  Eigen thümlichkeit  haben,  dass  beide 
Stralenbüschel  gleichläufig,  und  dass  je  zwei  verwandte  Winkel 
einander  gleich  sind ;  der  Kreis  kann  demnach  nur  eine  S  p  e- 
cialität  jener  Linien  sein,  welche  überhaupt  durch  die  Schnitt- 
punkte der  verwandten  Stralen  zweier  beliebiger  projecti- 
visch proportionaler  Stralenbüschel  entstehen,  folglich 
müssen  auch  die  projectivischen  Eigenschaften  des  Kreises 
in  allen  Linien  vorhanden  sein,  welche  nach  denselben  pro- 
jectivischen Gesetzen,  wie  der  Kreis  entstehen. 

436.  Linien  von  dieser  Entstehungsweise  (435)  sind  Li- 
nien der  IL  Ordnung  oder  auch  Punktgebilde  der  11.  Ord- 
nung (389). 

Sucht  man  zu  einem  Elreise 
^'  irgend  eine  CoUinear-Projec- 

tion,   so  erhält  man  eine  Linie 
der    n.    Ordnung ;    denn    wählt 
man  im  Kreise  irgend  zwei   Pe- 
riferie-Stralenbüschel  S'S"  (423), 
so  werden  ihre  Collinear-Projec- 
tionen/S',/S"i  zwei  Stralenbüschel, 
welche  mit  5'   und  5"   projecti- 
visch proportional  sind  (287),  und 
da  /S'  mit  S"  projectivisch  pro- 
portional ist,  so  folgt,  dass  auch 
der  Stralenbüschel  S\  mit  jenem  S'\  projectivisch  propor- 
tional seinmuss;  also  ist  die  CoUinear-Projection  eines 
Kreises  wirklich  eine  Linie  der  11.  Ordnung. 

437.  Bei  einem  Kreise  sind  alle  Periferie-Stralenbüschel  (428) 
projectivisch  proportional  (430);  sucht  man  eine  Collinear-Projec- 
tion  des  Kreises ,  welche  immer  eine  Linie  der  II.  Ordnung  ist, 
so  erkennt  man  auch  die  Richtigkeit  des  Satzes: 


Bei  allen  Linien  der  11.  Ordnung  sind  alle  Peri- 
ferie-Stralenbüachel  projectivisch  proportional. 

438.  Wieviele  Periferiepankte  sind  erforderlich, 
um  eine  Linie  der  11.  Ordnung  zu  bestimmen? 

Fünf^  von  welchen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen 
können,  weil  auch  bei  dem  Ejreise  keine  drei  Periferiepunkte  in 
einer  Geraden  liegen.  Projiciert  man  in  Fig.  42  aus  Ä  und  C 
die  drei  übrigen  Punkte  B,  D  und  E^  so  erhält  man  von  den 
zwei  Periferie-Stralenbuscheln  drei  Paare  verwandter  Stralen  A  By 
CB]  ADy  CD  und  AE,  CE  und  wie  wir  aus  (289)  wissen, 
kann  man  jetzt  zu  jedem  Strale  des  einen  Büschels  A  einen  und 
nur  einen  verwandten  Stral  im  anderen  Büschel  C  construieren. 
Der  Schnitt  zweier  verwandten  Stralen  ist  ein  Periferiepunkt  der 
Cnrve,  folglich  kann  man  aus  den  gegebenen  fünf  Punkten  noch 
beliebig  viele  andere  Periferiepunkte  ermitteln  (439)  und  diese 
Schnittpunkte  durch  eine  Linie  entsprechend  verbinden. 

439.  Wie  kann  man  verwandte  Stralen  in  zwei 
nicht  perspectivisch  liegenden  Stralenbüscheln  con- 
struieren? 

Ausser  der  in  (289)  angeführten  Methode  noch  auf  fol- 
gende Art: 

Nehmen  wir  an,  in  Fig.  42  sei  der  Büschel  A  {BDE .  .  .) 
7\  C  {BDE .  .  .),  so  entspricht  dem  Stral  AB  einerseits  der  Stral 
CBj  anderseits,  ebenso  dem  Stral  AD  der  Stral  CD  und  dem 
Stral  A  E  der  Stral  CE.  Den  Stralenbüschel  A  (BDE. . .)  schneide 
man  mit  einem  Stral  des  anderen  Büschels,  z.  B.  mit  CEy  und 
den  Büschel  C  {BDE .  .  .)  mit  dem  zu  CE  verwandten  Stral 
AE  des  Büschels  A  {BDE..,)^  so  entstehen  zwei  projecti- 
visch  proportionale  gerade  Punktreihen  auf  den  Geraden  CE 
und  A  E  (287).  Die  erstere  Punktreihe  besteht  zunächst  aus  den 
drei  Punkten,  welchen  die  Stralen  AB^  ADj  AE  bxjSCE  erzeu- 
gen, nämlich  aus  B'D'E  und  die  zweite  Pnnktreihe  aus  drei 
Punkten,  welche  die  Stralen  CjB,  CD^  CE  auf  AE  erzeugen, 
nämlich  aus  B'^D"E,  folglich  müssen  wir  schreiben:  B^D^E... 

7\  B''D"E 

Da  in  diesen  zwei  projectivisch  proportionalen  geraden  Punkt- 
reihen (265)  im  Punkte  E  ihrer  Träger  CE  und  AE  zwei  verwandte 
Punkte  zusammenfallen,  so  folgt,  dass  beide  Punktreihen  per- 
spectivisch liegen  (277),  mithin  müssen  sich  die  Geraden  B^B"^ 
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D'D"  im  Ceotram  5  der  perepectivischen  Lage  der  beiden  Pankt> 
reihen  B'D'E  ..  .7\  B"D"E .  .  .  schneiden. 

Jeder  Stral  durch  iS  erzeugt  auf  den  Trägem  CE  und  AE 
zwei  verwandte  Punkte,  z.  B.  F"  und  F",  mithin  sind  -4^  nnd 
CF"  zwei  verwandte  Stralen  der  beiden  Büschel  A  (BDE.  .  .) 
und  C  {BDE  . .  .),  folglich  iat  ihr  Schnittpunkt  F  ein  Punkt  der 
Linie  11.  Ordnung,  welche  durch  diese  Stralenbüachel  beatimtnt  iat 

Flg.  43.  Flg  44. 


440.  Wenn  fünf  Periferiepunkte  ABCDE  einer 
Linie  der  II.  Ordnung  gegeben  sind,  wie  construiert 
man  in  einem  dieser  Punkte,  z.  B.  in  A,  eine  Tan- 
gente? 

LKsBt  man  die  Linie  der  IL  Ordnung  nach  Fig.  42  ans 
zwei  projectiviach  proportionalen  Periferie  •  Stralenbüacheln  A 
{BDE . .  .)  und  C  (BDE .  . .)  entatehen,  so  ist  die  Tangente  a 
des  Punktes  A  jener  Str&l  dea  Stralenbüechels  A,  welcher  A  mit 
dem  unendlich  nahe  bei  A  gelegenen  noch  unbekannten  Feri- 
feriepunkt  A"  der  Linie  II.  Ordnung  verbindet;  man  päegt  dies 
so  auszusprechen,  daas  man  sagt,  die  Tangente  in  A  sei  jene  Qe- 
rade,  welche  A  mit  A,  d.  i.  A  mit  sich  selbst  in  der  Curve  ver- 
bindet. 

Dem  Strale  AA  dea  Büschels  A  entspricht  der  Stral  CA 
im  verwandten  Stralenbiischel  C,  mithin  besteht  die  Äu^abe,  in 
A  an  die  Linie  II.  Ordnung  eine  Tangente  zu  construieren  darin, 
im  StralenbüBchel  A  {BDE.  .  .)  jenen  Stral  zu  finden,  welcher 
dem  Strale  CA  im  StralenbOachel  C  {BDE .  . .)  verwandt  ist. 
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Zieht  man  durch  das  Centram  iS  einen  Stral,  welcher  auf 
CE  und  AE  zwei  verwandte  Punkte  Ä'A'^  erzeugt,  und  nimmt 
man  an,  dass  Ä'^  unendlich  nahe  bei  A  sei,  so  liegt  der  andere 
Punkt  A'  dort ,  wo  SA"  die  Gerade  CE  triflfl.  Verbindet  man 
diese  beiden  verwandten  Punkte  A"  und  A'  der  auf  AE  und  CE 
liegenden  projectivisch  proportionalen  Punktreihen  mit  C  und 
A,  so  entstehen  zwei  verwandte  Stralen  CA^'  und  AA^,  von 
welchen  letzterer  offenbar  zur  Tangente  in  A  wird ,  weil  er  dem 
Strale  CA"  oder  was  dasselbe  bedeutet,  dem  Strale  CA  des  Bü- 
schels C  {BDE .  .  .)  verwandt  ist;  wie  es  sein  soll. 

Verbindet  man  also  das  Centrum  <S  der  perspectivischen 
Lage  von  zwei  projectivisch  proportionalen  geraden  Punktreihen, 
welche  die  beiden  Stralenbüschel  A  {BDE.  ..)  7\  C  (BDE...) 
auf  zwei  verwandten  Stralen,  z.  B.  AE  und  CE,  erzeugen,  mit 
A,  so  ist  AS  die  gesuchte  Tangente  in  A. 

Aus  ganz  gleichem  Grunde  ist  ebenso  8C  eine  Tangente 
in  C. 

441.  Man  bezeichnet  auch  bei  den  Linien  der  11.  Ordnung 
ieden  Schnittpunkt  S  zweier  Tangenten  als  den  Pol  der  durch 
die  Berührungspunkte  A  und  C  gehenden  Polaren  AC. 

442.  Alle  harmonischen  Eigenschaften  (§.  18),  die  zwischen 
Pol,  Polare  und  Kreis  stattfinden,  sind  in  Folge  der  projecti- 
vischen  Verwandtschaft  auch  bei  allen  Linien  der  11.  Ordnung, 
ihren  Polen  und  Polaren  vorhanden. 

443.  Welche  Construction  der  Periferiepunkte 
einer  Linie  der  ü.  Ordnung  wird  eine  Polar-Construc- 
tion  genannt,  und  worin  besteht  dieselbe? 

Jene  Construction,  nach  welcher  aus  zwei  Tangenten,  ihren 
Berührungspunkten  und  aus  einem  anderen  beliebigen  Periferie- 
punkte alle  übrigen  Periferiepunkte  einer  Linie  IL  Ordnung  er- 
mittelt werden  können ,  bezeichne  man  als  eine  Polar  -  Con- 
struction. 

Sind  A  und  C  (Fig.  43)  die  Berührungspunkte  der  beiden 
Tangenten  AS  und  CS,  und  B  irgend  ein  Periferiepunkt,  so 
kennt  man  von  der  Linie  der  11.  Ordnung  zwei  projectivisch e 
Periferie-Stralenbüschel,  nämlich  A  {ABC  .  .  .)7\  C  (ABC . .  .), 
wobei  A  A  mit  A  S  und  CC  mit  CS  zusammenfallt. 

Zieht  man  AB  =:  b'  und  CB  =  6"  und  einen  beliebigen 
Stral  durch  S,  welcher  6'  in  Z>'  und  6"  in  D"  schneidet/  so  sind 
D'D"  zwei  verwandte  Punkte  zweier  projectivisch  proportionalen 
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Fig.  45. 


geraden  Punktereihen,  welche  der  Stralenbüschel  S  auf  den  Ge- 
raden b'  und  b'*  erzeugt  (286),  folglich  sind  auch  die  Stralenbüschel, 
welche  aus  C  und  A  diese  Punktereihen  projicieren ,  projecti- 
yisch  proportional,  mithin  bestimmen  sie  eine  Linie  der  U.  Ord- 
nung. Der  Stral  CD^  ist  dem  Stral  AD^^  verwandt,  folglich  ist 
der  Schnitt  D  von  CD^  mit  AD'^  ein  Periferiepunkt  der  Linie 
n.  Ordnung. 

444.  Welche  specielle  Fälle  können  bei  der  Polar- 
Construction  einer  Linie  der  IL   Ordnung  eintreten? 
In  Fig.  44  liegt  der  Schnittpunkt  S  der  beiden  Tangenten 
a  und  e  im  Unendlichen,  d.  h.  es  sind  von  der  Linie  der  11.  Ord- 
nung   zwei    parallele    Tangenten   gegeben.     Der   Periferie- 
punkt B   liege   zwischen   a 
und  c ;  die  Construction  liefert 
dann  keinen  unendlich  fernen 
Punkt,  folglich  wird  die  Curve 
eine  Ellipse.  Die  Construction 
der  Punkte  D  und  E  ist  selbst- 
verständlich (443). 

445.    Wie   construiert 
man  eine  Tangente  in  B 


D,  Fig.  44  ? 

Der  in  §.18  Anfangs  aufgestellte  Satz  (359)  gilt  für  alle  Linien 
der  IL  Ordnung,  mithin  müssen  die  Stralen  BAy  BF.BG  und  B  S 
einen  harmonischen  Stralenbüschel  bilden.  Da  a  zu  dem  Strale  B  S 
parallel,  so  ist  AF08  eine  harmonische  Punktreihe,  folglich 
AF^FG  (301). 


Fig.  46. 


Halbiert  man  demnach 
AG  in  F,  so  istJBi^die 
Tangente  des  Punktes  B. 
Verlängert  man  AE  bis 
c  und  halbiert  CJ  in  Ky 
80  ist  ebenfalls  EK  die 
Tangente  des  Punktes  E. 
446.  Von  den  übri- 
gen denkbaren  Fällen  ist 
ein  Fall  in  Fig.  45  ge- 
geben. Daselbst  liegen  S  und  C  im  Unendlichen.  Die  Lage  des 
unendlich  fernen  Punktes  Ö  (lese  C  Unendlich)  wird  durch  eine 
gerade  Linie  angegeben,  in  der  U  liegt«  Verbindet  man  A  und  C 
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mit  B^  80  wird  letztere  Gerade  zn  AÖ  parallel.  Zieht  man  durch 
i§ einen  Stral^  so  wird  dieser  zu  AS  parallel  und  bestimmt  auf 
AB  und  CB  die  Punkte  D"D*  und  durch  die  Geraden  AD'  und 
CD"  ergibt  sich  der  Periferiepunkt  D  (443). 

Die  Gerade  ilC  ist  ein  Durchmesser,  der  Punkt  S    ihr  Pol; 

OB  Oft 

die  (Gerade  A  C  halbiert  demnach  alle  mit  A  Ü  parallelen  Sehnen 
(41 7),  wodurch  sichD|  ergibt. 

Die  Curve  ist  eine  Parabel,  weil  ihr  Mittelpunkt  im  Un- 
endlichen liegt. 

447.  Wie  construiert  man  die  Tangente  eines 
Punktes  D  der  Parabel? 

Der  Stralenbüschel  aus  den  Stralen  DCj  Do,  DA  und 
der  Tangente  DF  ist  nach  (445)  ein  harmonischer;  die  Gerade 
AC  ist  zu  Du  parallel,  mithin  ist  CEAFsIb  Schnitt  eines  har- 
monischen Büschels  eine  harmonische  Beihe  und  desshalb  EA  = 
AF  (301).  Zieht  man  sonach  bei  einer  Parabel  durch  einen  Punkt 
D  eine  Parallele  zu  der  Tangente  am  Endpunkt  eines  Durch- 
messers ACi  und  tragt  das  Stück  AE  des  Durchmessers  zwischen 
dieser  Parallelen  und  dem  Punkte  A  entgegengesetzt  auf  dem 
Durchmesser  auf,  so  erhält  man  einen  Punkt  F  der  Tangente  und 
kann  diese  nun  gezogen  werden. 

448.  In  Fig.  46  liegen  die  beiden  Berührungspunkte  A  und 
C  im  Unendlichen,  mithin  wird  die  Curye  eine  Hyperbel;  der 
Funkt  S  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Polaren. 

Die  Construction  eines  Periferiepunktes  D  geschiebt  wie  vor- 
hin (443);  man  zieht  nämlich  durch  den  gegebenen  Periferiepunkt 
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B  nach  A  und  C  hin  awei  Gerade ,  die  wie  in  Fig.  43  mit  b' 
und  b"  zu  bezeichnen  sein  werden.  Sodann  zieht  man  durch  8 
einen  Stral,  welcher  auf  diesen  Geraden  die  verwandten  Punkte 

00  OB 

D*  und  D''  erzeugt  und  verbindet  A  mit  D"  und  C  mit  D*,  so 
entstehen  zwei  verwandte  Stralen  der  Stralenbüschel  A  und  Öy 
folglich  ist  ihr  Schnittpunkt  D  ein  Periferiepunkt  der  Hyperbel. 

449.  Welche  Eigenschaft  besitzt  eine  jede  Hyper- 
belsehne. 

Die  Abschnitte  auf  ihr  zwischen  den  Periferiepunkten  der 
Hyperbel  und  den  Asymptoten  sind  einander  gleich. 

Beweis.  Es  sei  in  Fig.  4ß  BD  eine  Hyperbelsehne. 

In  Folge  der  Construction  des  Punktes  D  ergibt  sich  ein 
Parallelogramm  mit  der  Diagonale  S  D'  (in  der  Figur  fehlt  HD' 
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und  SD^)  und  ein  Parallelogramm  mit  der  Diagonale  D'*D'. 
Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  8  HD*  co  ^  D"BD'  und 
/\SGD'  c^  /\D**DD'  folgt  die  Aehnlichkeit  der  Parallelo- 
gramme SHD'G  und  D''BD'D,  mithin  muss  auch  /\SHG^ 
/\  D'BD  sein ,  woraus  sich  ergibt,  dass  HG  mit  BD  parallel 
ist.  Hieraus  folgt  nun  weiter  BE=  GH  und  FD  =  GHy  somit 
ist  auch  BE  =  FD  w.  z.  b.  w. 
Wir  kennen  somit  folgende 

450.  Construction  der  Hyperbel  aus  ihren  Asymp- 
toten und  einem  Periferiepunkt. 

Man  zieht  durch  den  Periferiepunkt  B  eine  beliebige  Ge- 
rade £^von  einer  Asymptote  zur  andern;  macht  man  FD^=BFf 
so  ist  D  ein  Punkt  der  Hyperbel.  Dieses  Verfahren  wiederholt 
man  so  oft^  als  es  erforderlich  ist,  indem  man  durch  B  andere 
Oerade  zieht «  wobei  man  auch  neugefundene  Punkte  zur  Con- 
trole  der  Genauigkeit  benützen  kann. 

Die  eine  den  Asymptotenwinkel  halbierende  Gerade  SZ, 
wird  die  Axe  der  Hyperbel  genannt. 

Die  Gesetze  der  Aeelproeität.    Einige  Eigenschaften  der  Linien 

II.  Ordnung. 

§.  23. 

451.  Welche  Elemente  nennt  man  reciprok? 

Bei  ebenen  Gebilden  nennt  man  den  Punkt  und  die  gerade 
Linie  reciproke  Elemente. 

452.  Wann  bezeichnet  man  einen  Stralenbüschel 
als  einer  geraden  Punktreihe  reciprok^  oder  umge- 
kehrt die  gerade  Punktreihe  dem  Stralenbiischel  re- 
ciprok ? 

Wenn  beide  Gebilde  pr ojectivisch  proportional  sind 
(838).  Ist  also  ein  Stralenbüschel  einer  geraden  Punktreihe  reci- 
prok, so  gehört  zu  jedem  Stral  des  Büschels  jener  Punkt  in  der 
Geraden,  welcher  sich  bei  der  Aufstellung  der  projectivischen 
Proportionalitat  auf  den  Stral  bezieht  Zwei  reciproke  einander 
entsprechende  Elemente  in  zwei  reciproken  Gebilden  werden 
ebenfalls  verwandte  Elemente  genannt. 

453.  Was  versteht  man  unter  reciproken  ebenen 
Gebilden? 

Zwei  ebene  Gebilde  von  der  Beschaffenheit,  dass  jeder 
geraden  Punktreihe  (oder  jedem  Stralenbüschel)  des  einen 
Gebildes,  im  anderen  Gebilde  ein  projectivisch  pro- 
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portionaler  Stralenbüschel   (oder   eine   projectivisch    pro- 
portionale gerade  Ponktreihe)  entspricht. 

454.  Wodurch  pflegt  man  am  leichtesten  zwei  re- 
ciproke  ebene  Systeme  zu  bestimmen? 

Durch  ein  Viereck  und  eih  Vierseit.  Es  nehme  sich 
der  Lernende  auf  einem  ebenen  Blatt  I  vier  beliebige  Punkte 
AB  CD  an,  von  welchen  keine  drei  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Auf  einem  ebenen  Blatte  II  ziehe  er  vier  beliebige 
gerade  Linien,  von  welchen  keine  drei  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  sage,  es  soll  jede  dieser  vier  Geraden  einem  der 
vier  Punkte  auf  Blatt  I  als  reciprok  verwandt  zugewiesen  werden. 
Es  wird  gut  sein,  die  dem  Punkte  A  verwandte  Gerade  ebenfalls 
mit  Aj  die  dem  Punkte  B  verwandte  Gerade  ebenfalls  mit  B 
u.  8.  w.  zu  bezeichnen. 

Verbindet  man  in  Blatt  I  A  mit  B  durch  eine  Gerade  a, 
so  muBS  man  in  Blatt  11  die  Verbindung  von  A  mit  B  ebenfalls 
mit  a  bezeichnen.  Der  Lernende  bemerkt,  dass  man  den  Schnitt- 
punkt a  zweier  Geraden  A  und  B  ebenfalls  als  eine  Verbin- 
dung der  beiden  Geraden  bezeichnet. 

Setzt  man  in  den  Blättern  I  und  11  die  Verbindungen  der 
Punkte  und  Geraden  fort,  so  sieht  man  ein,  dass  jedem  Punkte 
auf  Blatt  n  eine  Gerade  in  I  und  umgekehrt,  jeder  Geraden  auf 
Blatt  U  auch  ein  Punkt  auf  Blatt  I  als  verwandt  entspricht. 

455.  Ein  vollständiges  Viereck  mit  den  Ecken  A  B  CD  in 
Blatt  I  besitzt  sechs  Seiten,  nämlich  AB,  AC,  AD^  BC,  BD, 
CD;  ein  vollständiges  Vierseit  mit  den  Seiten  ABCD  in  Blatt 
II  besitzt  demnach  sechs  Ecken,  nämlich  AB,  AC,  AD,  B  C, 
BD  und  CD. 

456.  Ein  jedes  vollständiges  Viereck  I  besitzt  drei  Diago- 
nalpunkte, deren  jeder  durch  die  Verbindung  von  zwei  Gegen- 
seiten gebildet  wird;  ein  jedes  vollständiges  Vierseit  in  II  besitzt 
drei  Diagonalen,  deren  jede  durch  die  Verbindung  von  zwei 
Gegenecken  entsteht 

457.  Ein  jedes  vollständige  Viereck  I  besitzt  drei  Diago- 
nalen, deren  jede  durch  die  Verbindung  von  zwei  Diagonal- 
punkten  entsteht;  ein  jedes  vollständige  Viereck  in  11  besitzt  drei 
Diagonalpunkte,  deren  jeder  durch  die  Verbindung  von  zwei 
Diagonalen  erhalten  wird. 

458.  Zieht  man  in  einem  vollständigen  Vierecke  die  drei 
Diagonalen,  so  wird  jede  der  sechs  Seiten  und  drei  Diagonalen  der 
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Träger  einer  harmonischen  Punktreihe  (308);  markiert  man  in 
einem  vollständigen  Vierseite  die  drei  Diagonalpunkte^  so  wird 
jeder  der  sechs  Eckpunkte  und  der  drei  Diagooalpuakte  zum  Scheitel 
eines  harmonischen  Stralenbüschels.  Die  Richtigkeit  des  letzteren 
Satzes  ist  sofort  klar,  da  man  in  der  Figur  auf  Blatt  II  ein  Vier- 
eck mit  den  bekannten  harmonischen  Punktreihen  erkennt;  auB 
den  harmonischen  Punktreihen  erkennt  man  auch  die  harmoni- 
schen Stralenbüschel;  von  welchen  der  zweite  Satz  (458)  spricht. 

459.  Wie  construirt  man  in  einem  Vierseite  iljB(7Z> 
des  Blattes  II  die  einem  beliebigen  Punkte  E  ent- 
sprechende Gerade  £,  wenn  Punkt  E  auf  Blatt  I  Hegt, 
in  welchem  sich  Viereck  ABCD  befindet? 

In  Blatt  I  ist  A  (ßCDE)  ein  Stralenbüschel,  in  Blatt  II 
aber  eine  gerade  Punktreihe.  In  Folge  dessen,  dass  Viereck  und 
Vierseit  reciprok  verwandt  sein  sollen,  müssen  den  Straten  AB^ 
AC,  AD,  AE  auf  Blatt  I,  in  Blatt  H  die  Punkte  AB,  AC,  AD 
entsprechen.  Der  unbekannte  Punkt  AE  wird  in  der  Geraden 
A  dadurch  gefunden,  dass  man  eben  sagt,   der  Stralenbüschel  A 

Fig.  47.  {BCDE)  in  I  soll   der 

geraden  Punktreihe  A 
{BCDE)  in  n  projoc- 
tivisch  proportional 
sein;  construiert  man  auf 
bekannte  Art  (278)  diesen 
vierten  Punktiiß,  so  kennt 
man  von  der  auf  Blatt  II 
zu  suchenden  Geraden  E 
ihren  Schnitt,  mit  der  Ge- 
raden A. 

In  Blatt  I  ist  B  {AC DE)  ein  Stralenbüschel,  welcher  mit 
der  geraden  Punktreihe  B  (ACDE)  auf  Blatt  11  projectivisch 
proportional  sein  muss*   Da  man  vom  Stralenbüschel  B  (ACDE) 
alle  vier  Stralen,  von  der  geraden  Punktreihe  B  {ACDE)  des 
Blattes  n  nur  die  drei  Punkte  BA,  BC,  BD  kennt,  so  kann 
man  in  Folge  der  projectivischen  Proportionalität  den  Punkt  BE 
construieren.     Da   man   nun  die  Schnitte  der  unbekannten  Ge- 
raden E  mit  den  Geraden  A  und  B  ermittelt  hat,  so  kann  man 
letzt  E  ziehen. 
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460.  Man  sieht  nun  ein^  dass  es  möglich  ist,  zu  jedem 
Pankte  E  des  Blattes  I  eine  und  nur  eine  Gerade  E  im  Blatte 
n  als  reciprokes  £lement  zu  construieren. 

461.  Zieht  man  daj^n  einen  Stral  m  in  Blatt  I  durch  den 
Punkt  Ej  so  wird  man  in  Blatt  U  einen  verwandten  Punkt  m 
finden,  welcher  in  der  Geraden  E  liegt. 

462.  Dreht  sich  demnach  ein  Stral  m  um  einen  in 
ihn  liegenden  Punkt  E  in  Blatt  I  weiter,  so  muss  der 
dem  Strale  entsprechende  Punkt  m  in  Blatt  II  in  der 
Geraden  E  sich  weiter  bewegen  und  eine  zum  Stralen- 
büschel  E  projectivisch  proportionale  gerade  Punkt- 
reihe beschreiben. 

Die  Erkenntnis  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  für  die 
weiteren  Studien  der  reciproken  projectivischen  Eigenschaften  von 
der  höchsten  Bedeutung. 

463.  Wie  erzeugt  man  zu  den  Linien  der  IL  Ord- 
nung reciproke  Gebilde? 

Eine  Linie  der  11.  Ordnung  entsteht  durch  die  Verbindung 
der  verwandten  Stralen  zweier  projectivisch  proportio- 
naler Stralenbüschel,  folglich  entstehen  die  Stralen-Ge- 
bilde  der  IL  Ordnung  durch  die  Verbindung  der  verwandten 
Punkte  zweier  projectivisch  proportionaler  gerader 
Punktereihen,  die  in  einer  Ebene  aber  nicht  perspecti- 
visch  liegen  (279.) 

464.  Fig.  47  zeigt  eine  Construction  eines  Stralengebildes 
der  n.  Ordnung  in-  folgender  Weise:  q  ist  eine  Gerade  als  Träger 
einer  Punktreihe,  welche  aus  dem  Punkte  A'  auf  die  Gerade  a' 
und  aus  A''  auf  die  Gerade  a^'  projiciert  wird.  Die  beiden  auf 
af  und  a'^  entstehenden  Punktreihen  sind  nun  projectivisch 
proportional,  folglich  ist  jede  Gerade,  welche  zwei  Punkte 
wie  O  und  C"  oder  F*  und  /'",  die  von  einem  Punkte  C  oder  F 
der  Geraden  q  herstammen,  verbindet,  ein  Element  des  Stralen- 
gebildes der  IL  Ordnung. 

465*  Ist  F  ein  unendlich  naher  Punkt  bei  (7,  so  sind  be- 
siehungsweiae  jF'  und  -F''  unendlich  nahe  bei  O  und  C",  folg- 
lich schliesst  der  Stral  FF^  mit  OO'  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  ein. 

466.  üonstruiert  man  alle  unendlich  vielen  Stralen  des 
Stralengebildes  II.  Ordnung,  so  bilden  sie  Tangenten  einer  Linie. 
Der  Schnittpunkt  zweier  unendlich  nahen  Stralen  kann  als  Be- 
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rührongspunkt    der    beiden    Stralen   mit   der   Curve   angesehen 
werden. 

467.  Der  Lernende  wolle  nachdenken,  wo  in  der  Geraden 
q  der  Pnnkt  C  angenommen  werden  müsstO;  damit  die  Gerade 
C'C"  mit  der  Geraden  A' A'*  zusammenfallt.  Auch  wolle  er 
zeigen;  dass  dem  C  eine  solche  Lage  in  q  gegeben  werden  kann, 
dass  die  -Gerade  O'C"  entweder  mit  a'  oder  mit  a",  oder  mit 
A^'J)  oder  endlich  mit  A*E  zusammenfällt. 

p.      g  Es  sind  also  die  6  Ge- 

'^'     '  raden  A'A'%  A'^D,  DP,  F* 

F",  F"E,  EA'  Tangenten 
an  die  von  dem  Stralenbü- 
schel  n.  Ordnung  umhüllte 
Curve,  und  wie  wir  sehen,  es 
schneiden  sich  die  drei  Dia- 
gonalen A'*F\  DE  und  FA', 
welche  gegenüber  liegende 
Ecken  dieses  Sechsseites 
verbinden,  in  einem  einzi- 
gen Punkte  Fy  folglich 
kann  man  sagen: 

468.  Verbindet  man 
die  gegenüberliegenden  Ecken  eines  aus  sechs  Stra- 
len eines  Stralengebildes  H. Ordnung  gebildeten  Sechs- 
seites durch  Gerade,  so  schneiden  sich  alle  drei  nur 
in  einem  Punkte.     (Satz  von  Brianchon.) 

Wendet  man  dieses  Er- 
gebnis auf  das  reciproke 
Gebilde  an ,  so  muss  man 
reciprok  lesen  wie  folgt: 

469.  Verbindet  man  die 
gegenüberliegenden  Seiten 
eines  aus  sechs  Punkten 
einer  Linie  der  IL  Ordnung 
gebildeten  Sechseckes 
durch  Punkte,  so  liegen 
alle  drei  nur  in  einer  Ge- 
raden.  (Satz  von  Pascal.) 

470.  Sind  von  einem  Stralengebilde  II.  Ordnung  5  Stralen 
gegeben,  so  kann  man  leicht  die  Stelle  bestimmen,  wo  sie  die 


von  allen  Straten  umhüllte  Corve  berühren.  Es  seien  in  Fig.  48 
ABCDE  die  Eckpunkte  eines  von  5  Tangenten  gebildeten  Fünf- 
eckes; man  soll  den  Berührungspunkt  F  bestimmen. 

F  ist  der  Schnittpunkt  von  2  unendlich  nahen  Tangenten, 
folglich  AB  FC  DE  ein  Sechseck,  für  welches  der  Satz  von 
Branchion  gilt  (468).  Verbindet  man  demnach  B  mit  der  gegenüber- 
liegenden Ecke  2>y  und  A  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  C, 
so  schneiden  sich  beide  Gerade  in  einem  Punkte  C,  durch  welche 
die  Diagonale  gehen  muss,  die  den  Punkt  E  mit  dem  unbekannten 
Punkte  F  verbindet.     Demnach  ist  nun  F  gefunden. 

471.  Der  reciproke  Satz  von  Pascal  lehrt  die  Tangenten  zu 
constmieren,  wenn  5  Periferiepunkte  einer  Linie  der  11.  Ordnung 
gegeben  sind. 

472.  Alle  Tangenten  einer  Linie  IL  Ordnung  er- 
zeugen auf  allen  Tangenten  projectivisch  proportio- 
nale gerade  Punktreihen,  und  zwar  sind  immer  jene 
Punkte  verwandt,  welche  von  derselben  Tangente 
herrühren. 

Um  diesen  wichtigen  Satz  zu  beweisen,  nehme  man  in 
Fig.  49  irgend  eine  Linie  der  U.  Ordnung  an,  und  ziehe  eine  be- 
liebige Tangente  6,  welche  in  B  die  Curve  berührt  Hierauf 
denke  man  sich  zu  h  eine  parallele  Tangente  a  gezogen  und  pro- 
jiciere  alle  Periferiepunkte  der  Curve  aus  dem  Berührungspunkte 
A  auf  die  Tangente  6,  so  entsteht  ein  Periferie*StralenbüBchel  A 
und  eine  in  ihm  auf  der  Geraden  h  liegende  gerade  Punktreihe 
{R*'  genannt),  von  welcher  C"  ein  Punkt  ist. 

Zieht  man  durch  alle  Periferiepunkte  Tangenten ,  so  er- 
zeugen diese  durch  ihre  Schnitte  mit  h  auf  h  eine  zweite  Punkt* 
reihe  (12' genannt),  welche  mit  R  geometrisch  proportional 
ist  Denn  nach  (359),  welcher  Satz  für  alle  Linien  der  II.  Ord* 
nnng  gilt,  weil  er  eine  projectivische  Eigenschaft  ausdrückt,  ist 
A  B  die  Polare  des  Punktes,  in  welchem  a  und  b  sich  schneiden ; 
mithin  ist  der  aus  4  Stralen  (3Ö9)  bestehende  Stralenbüschel  irgend 
eines  Periferiepunktes  C  ein  harmonischer,  also  vAi  BOO'oo 
eine  halbierte  harmonische  Punktreihe,  folglich  ist  C"B  •-=  2.C*B. 
Aus  gleichem  Grunde  ist  D" B  ^=^2.D*By  u.  s.  w.  Mithin  ist 
jede  Strecke  der  Reihe  R*'  doppelt  so  gross,  wie  die  verwandte 
Strecke  in  R*^  was  ebensoviel  bedeutet,  als  die  Reibe  R"  ist 
geometrisch  proportional  mit  der  Reihe  R\ 
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Da  die  Reihe  R*'  im  Stralenbuschel  A  liegt,  so  ist  R"  mit 
dem  Stralenbuschel  A  projectivisch  proportional;  folglich 
ist  der  Stralenbuschel  A  auch  mit  der  Reihe  R'  projectivisch 
proportional;  d«  h.: 

473.  Projiciert  man  in  einer  beliebigen  Linie  der  11.  Ord- 
nung ans  irgend  einem  Periferiepunkte  A  alle  übrigen  Periferie- 
pnnkte,  und  erzeugt  mit  allen  durch  die  projicierten  Punkte 
gehenden  Tangenten  auf  der  dem  Punkte  A  gegenüberliegenden 
Tangente  b  eine  gerade  Punktreihe,  so  ist  letztere  dem  Stralen- 
buschel A  projectivisch  propertional ;  Pankt  und  Stral  sind  ver- 
wandt;  welche  von  demselben  Periferiepunkte  herrühren.  Es  ist 
also  der  Stral  AC  dem  Punkte  C%  Stral  AD  dem  Punkte  Z^ 
verwandt. 

474.  In  jeder  Linie  der  II.  Ordnung  sind  alle  Periferie- 
Stralenbüschel  untereinander  projectivisch  proportional  (437);  folg- 
lich kann  man  den  Satz  (473)  allgemeiner  dahin  aussprechen: 

Projiciert  man  alle  Periferiepunkte  einer  Linie 
der  U.  Ordnung  aus  irgend  einem  Periferiepunkte 
Jf;  so  ist  der  Stralenbuschel  M  mit  jeder  geraden 
Punktreihe  projectivisch  proportional;  welche 
die  Tangenten  der  projicierten  Punkte  auf  irgend 
einer  Tangente  h  erzeugen;  dabei  sind  Stral  und 
Punkt  verwandt;  welche  von  demselben  Periferie- 
punkte abstammen.  Stral  MC  verwandt  mit  C',  Stral  MD 
mit  D'  u.  8.  w. 

476.  Da  b  eine  beliebige  Tangente  ist;  so  folgt  unter  Berück- 
sichtigung des  Satzes  (474)  die  Richtigkeit  des  Satzes  (472), 
welcher  nun  bewiesen  ist« 

476.  Alle  unter  (472)  abgeleiteten  Sätze  zusammen  berech- 
tigen zu  dem  Ausspruche: 

Bei  einer  jeden  Linie  der  11.  Ordnung  sind  nicht  nur  die 
Periferie-Stralenbüschel  unter  sich  und  die  von  den  Tangenten 
auf  den  Tangenten  erzeugten  geraden  Punktreihen  wieder  unter 
sich  projectivisch  proportional,  sondern  die  Periferie-Stra- 
lenbüschel sind  auch  den  Tangenten -Punktreihen 
projectivisch  proportional;  wobei  immer  jene  Elemente 
verwandt  sind,  welche  von  demselben  Periferiepunkte  abstammen. 

477.  Aus  dem  Satze  (472)  folgt;  dass,  wenn  eine  gerade 
Linie  die  verwandten  Punkte   zweier  projectivisch  proportionaler 
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gerader  Panktreihen  verbindet;   die  von  den  Geraden  umhüUte 
Linie  eine  Linie  der  IL  Ordnung  ist,  d.  h.: 

478.  Alle  Tangenten  einer  Linie  der  IL  Ordnung 
bilden  einen  Stralenbüschel  der  IL  Ordnung  und  jeder 
Stralenbüschel  der  IL  Ordnung  umhüllt  eine  Linie 
der  n.  Ordnung. 

479.  Der  Satz  (468)  von  Branchion  gilt  daher  auch  für 
die  Linien  der  U.  Ordnung. 

480.  Was  wird  geschehen,  wenn  man  bei  einer 
Linie  zweiter  Ordnung  fünf  Periferiepunkten  die 
ihnen  entsprechenden  Tangenten  als  reciproke  Ele- 
mente zuordnet? 

Es  wird  jedem  anderen  Periferiepunkte  die  durch  ihn  ge- 
hende Tangente  als  reciprokes  Element  entsprechen.  Nach  der 
bei  Fig.  36  befolgten  Methode  kann  man  dann  zu  jedem  Punkte 
A  oder  Cj  der  entweder  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Curve 
liegt,  seine  Polare  a  oder  c  construieren^  oder  umgekehrt  zu  jeder 
Geraden  a  oder  c  ihren  Pol  A  oder  C  ermitteln.  Pol  und  Polare 
sind  sonach  jene  zwei  reciproken  Elemente^  welche  einander  ent- 
sprechen,  wenn  man  jedem  Periferiepunkte  einer  Linie  der  11.  Ord- 
nung seine  Tangente  als  reciprok  zuordnet. 

481.  Die  Eigenschaft  des  Kreises ,  dass  jede  durch  einen 
Pol  A  oder  C  gehende  Sehne  durch  Pol  und  Polare  harmonisch 
geteilt  wird,  ist  eine  projectivische ;  desshalb  gilt  sie  auch  für 
alle  Linien  der  H.  Ordnung. 

482.  Was  versteht  man  unter  dem  Mittelpunkte 
einer  Linie  IL  Ordnung  (410)? 

Jenen  Punkt  O,  dessen  Polare  in  unendlicher  Entfernung 
liegt.  Jede  durch  O  gehende  Sehne  wird  durch  Pol  und  Polare 
harmonisch  geteilt  (363),  folglich  halbiert  der  Mittelpunkt 
O  alle  durch  ihn  gehenden  Sehnen,  weil  die  vierpunktige 
Reihe  eine  halbierte  harmonische  Punktreihe  ist. 

483.  Wenn  man  von  einem  Pole  C  aus  alle  Stralen  zieht 
und  sodann  aus  C  die  Pole  aller  Stralen  projiciert,  so  entstehen 
zwei  projectivisch  proportionale  Stralenbüschel  in  involutorischer 
Lage  (315) ;  denn  ist  z.  B.  CA  Fig.  36  ein  Stral  des  ersten  Bü- 
schels, so  ist  A*"  sein  Pol,  also  CA***  der  zu  CA  verwandte 
Stral  im  zweiten  Stralenbüschel.  Betrachtet  man  aber  CA***  als 
Stral  des  ersten  BOschels,  so  ist  A  sein  Pol,  folglich  ist  CA  der 
Stral  im  zweiten  Stralenbüschel,   welcher  dem  Strale  CA*'*  des 
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ersten  Büschels  entspricht.^ Da  sich  also  je  zwei  verwandte  Stra- 
ten doppelt  entsprechen,  so  ist  der  Stralenbüschel  C  involatorisch. 

484.  Zwei  Stralen,  von  welchen  jeder  durch  den  Pol 
des  andern  geht;  sind  conjugierte  Stralen  genannt  wor- 
den. So  sind  CA*"  und  CA  conjugierte  Stralen. 

485.  Jede  Polare  ist  zu  jedem  durch  ihren  Pol  gehenden 
Stral  conjugiert  (376). 

486.  Liegt  der  Pol  C  innerhalb  der  Curve,  so  besitzt  der 
involutorische  Stralenbüschel  keine  Ordnungsstralen ;  liegt  C 
ausserhalb;  z.  B.  in  A^  so  sind  die  durch  A  gehenden  Tangenten 
Ordnungsstralen  des  involutorischen  Stralenbüschels  A. 

487.  Kann  man  in  einer  Linie  11.  Ordnung  die 
Punkte  perspectivisch  paaren? 

Jeder  Stralenbüschel  in  der  Ebene  einer  Linie  11.  Ordnung 
paart  die  Curyenpunkte  perspectivisch,  indem  je  ein  Paar  auf 
einem  Strale  des  Büschels  liegt.    Fig.  60  zeigt  eine  solche  Paa- 
rung  bei  einem  Kreise.    Ist  z.  B.  C  der  Pol  und   CA   ein  Stral 
so  sind  A  und  A*  zwei  perspectivisch  gepaarte  Punkte. 

p.  488.    Jede  Linie  der  U.  Ord- 

nung ist  ihre  eigene  Collinear-Pro- 
jection  für  den  Modulus  —  1.  Ist 
in  Fig.  36  c  die  Polare  zu  (7,  ist 
A*  irgend  ein  Punkt  in  der  Linie 
der  n.  Ordnung  und  der  Modulus 
der  Collineation  s=  —  1  (260),  so  ist^ 
wenn  c  die  Begegnungsgerade,  die 
CoUinear  -  Projection  zu  A'  offen- 
bar A*%  und  umgekehrt  ist  die  Col- 
linear -Projection  zu  A"  der  Punkt 
A\  Da  also  in  jeder  Linie  11.  Ord- 
nung zwei  perspectivisch  liegende 
Punkte  sich  abwechselnd  entsprechen  (318),  so  liegen  die  perspecti- 
visch gepaarten  Punkte  einer  Linie  der  II.  Ordnung  involu- 
torisch. 

489.  Projiciert  man  aus  irgend  einem  beliebig  anzunehmen- 
den Periferiepunkte  M  alle  perspectivisch  gepaarten  Punkte  einer 
Linie  U.  Ordnung,  so  entsteht  ein  aus  zwei  projectivisch  pro- 
portionalen Stralenbuscheln  zusammengesetzter  Stralenbüschel, 
dessen  Stralenpaare  doppelt  verwandt  sind ;  mithin  ist  dieser  Stra- 
lenbüschel involutorisoh« 
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490.  Der  in  (489)  erwähnte  involtttorische  Stralenbüschel 
besitzt  nnr  dann  Ordnungsstralen,  wenn  das  Centram  C  der  per- 
spectivischen  Paarung  aasserhalb  der  Curve  liegt 

491.  Jeder  involutorische  Stralenbüschel  besitzt  entweder 
nur  ein  einziges  Paar  zu  einander  senkrechter  conjugierter  St  ra- 
len^  oder  es  sind  alle  Paare  aufeinander  senkrecht.  Denn  ist  in 
Fig.  50  K  ein  beliebiger  Kreis,  dessen  Periferie  durch  den 
Scheitel  M  eines  involutorischen  Stralenbüschels  aaf  .bb* ,  ,  . 
geht,  so  kann  man  die  Punkte  A  und  A\  sowie  B  und  B'  als 
perspectivisch  gepaarte  Kreispunkte  ansehen  und  durch  ihre  Ver- 
bindung kann  man  das  Centrum  C  der  perspectivischen  Paarung 
finden.  Zieht  man  durch  C  den  Durchmesser  QQ\  so  sind  MQ 
und  MQ  die  gesuchten  zwei  rechtwinklig  conjugierten  Straten 
des  involutorischen  Stralenbüschels. 

Besitzt  der  involutorische  Stralenbüschel  Ordnungsstralen, 
so  fallt  C  ausserhalb  des  Kreises;  sonst  aber  gibt  es  wieder  nur 
zwei  aufeinander  senkrechte  conjugierte  Straten. 

492.  Fällt  der  Punkt  C,  aus  welchem  man  den  Kreis  per- 
spectivisch  paart,  mit  dem  Kreismittelpunkte  0  zusammen,  dann 
werden  im  involutorischen  Stralenbüschel  alle  conjugierten  Stra- 
lenpaare  aufeinander  senkrecht. 

493.  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  0  zwei  conjugierte 
Stralen  (484),  die  natürlich  jetzt  conjugierte  Durchmesser  sind,  so 
geht  jeder  durch  den  unendlich  fernen  Pol  des  andern,  folglich 
halbiert  jeder  Durchmesser  die  zum  conjugierten  Durchmesser 
parallelen  Sehnen  (442,  363,  301). 

494.  Alle  Paare  conjugierter  Durchmesser  einer  Linie  IL  Ord- 
nung bilden  einen  involutorischen  Stralenbüschel,  welcher  nach 
(491)  nur  ein  einziges  Paar  rechtwinklig  conjugierter  Stralen* 
büschel  besitzen  kann,  sobald  ein  Paar  conjugierter  Stralen  vor- 
handen ist,  die  nicht  aufeinander  senkrecht  stehen.  Nur  bei 
einem  Kreise  sind  alle  conjugierten  Durchmesser  auf- 
einander senkrecht. 

495.  Unter  den  Axen  einer  Linie  IL  Ordnung  ver- 
steht man  das  einzige  (494)  Paar  aufeinander  senkrechter  con- 
jugierter Durchmesser. 

496.  Kennt  man  zwei  Paare  conjugierter  Durchmesser,  so 
findet  man  die  Axen  nach  (491). 

497.  Jener  Punkt  in  der  Ebene  einer  Linie  der  IE.  Ord- 
nung, bei  dem  alle  durch  ihn  gehenden  conjugierten  Stralen  auf- 

SehletlDger,  Geometrie,  8 
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einander  senkrecht  stehen ,  nennt  man  einen  Brennpunkt;  es 
gibt  deren  nur  zwei;  die  in  einer  Axe  der  Curve  liegen. 

498.  Wie  construiert  man  die  Brennpunkte? 
Man  sucht  den  Schnitt  irgend  einer  Geraden  p  der  Curven- 

ebene,  deren  Pol  P  bekannt  ist,  und  ebenso  den  Schnitt  der  von 
P  auf  p  gefällten  Senkrechten  g  mit  jener  Axe  der  Curye  IL  Ord- 
nung;  in  welcher  diese  Schnitte  auf  verschiedene  Seiten  vom 
Mittelpunkte  0  fallen.  Beschreibt  man  über  der  Strecke  der  bei- 
den erwähnten  Schnitte  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  schnei- 
det dieser  die  andere  Axe  in  den  Brennpunkten.  (Es  kann  p  auch 
eine  Tangente  sein ,    dann  ist  der  Berührungspunkt  der  Fol  P), 

499.  Jedem  Brennpunkte  entspricht  eine  Polare^  Directrix 
genannt;  für  welche  durch  Betrachtung  projectivischer  Eigen- 
schaften der  Satz  folgt : 

Das  Verhältnis  der  Abstände  eines  jeden  Periferiepunktes 
einer  Linie  IL  Ordnung  von  einem  Brennpunkte  und  seiner  Po- 
lare (Directrix)  ist  fiir  jede  Linie  der  IL  Ordnung  eine  constante 
Grösse. 

Bei  der  Parabel  ist  der  Wert  dieses  Verhältnisses  stets 
der  Einheit  gleich.  (Hierauf  gründet  sich  eine  Construction  der 
Parabel;  wenn  ihr  Brennpunkt  und  die  Directrix  gegeben  ist 
Der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  liegt  im  Unendlichen.) 

500.  Bei  der  Ellipse  folgert  man: 

Die  Summe  der  Abstände  irgend  eines  Periferiepunktes  von 
den  beiden  Brennpunkten  ist  eine  constante  Grösse,  und  bei  der 
Hyperbel  gilt  dies  für  die  Differenz  der  Abstände. 

Auf  diesen  Eigenschaften  beruhen  die  alibekannten  Con- 
structionen  der  Linien  der  IL  Ordnung,  und  aus  diesen  Eigen- 
schaften erkennt  man  auch,  dass  die  durch  die  projectivischen 
Stralenbüschel  oder  geraden  Punktreihen  erzeugten  Curven  II.  Ord- 
nung die  gewöhnlichen  Eegelschnittslinien  sind. 

Nähere  Aufschlüsse  findet  man  in  den  Werken  über  neuere 
Geometrie  von  Steiner,  Staudt,  Paulus  u.  s.  w. 


Dritter  Absclinitt. 

Die  Elemente  der  orthogonalen,  axonometrischen , 
schiefen,  centralen  und  collinearen  Projectionen. 

Eignung  der  einzelnen  Projectionsarten.    Verslnnilciiung  der  pro- 

Jlcierten  Gebilde.  Deekpunkle. 

§.24. 

501.  Worin  unterscheidet  sich  das  Projicieren  im 
Räume  von  dem  Projicieren  in  der  Ebene? 

Bei  dem  Projicieren  in  der  Ebene  liegen  das  zu  projicie- 
rendc  ebene  Gebilde  und  seine  Projection  in  einerlei  Ebene, 
während  bei  dem  Projicieren  im  Räume  ein  ebenes  Qebilde  und 
seine  Projection  in  verschiedenen  Ebenen  liegen. 

502.  Bei  dem  Projicieren  in  der  Ebene  bilden  die  projicie- 
renden  Straten  einen  Stralenbüschel,  bei  dem  Projicieren  im 
Räume  einen  Stralenbündel. 

503.  Nach  welchen  Gesetzen  wird  gewöhnlich 
im  Räume  projiciert? 

Man  projiciert  entweder  alle  zu  projicierenden  Punkte  aus 
einem  Projectionscentrum  auf  eine  Fläche,  am  einfachsten  auf 
eine  Ebene,  oder  man  sucht  nach  den  allgemeinen  Projections- 
gesetzen  (5,  6)  Collinear-Projectionen  der  gegebenen  oder 
gedachten  Objecto. 

504.  Wenn  man  sich  bei  dem  Projicieren  auf  eine 
Ebene  an  Stelle  des  Projections-Centrums  den  opti* 
sehen  Mittelpunkt  eines  sehenden  Auges  denkt;  als 
was  wird  dem  Äuge  die  Projection  eines  Gegenstand 
des  erscheinen? 

Sie  erscheint  ihm  als  ein  Bild  des  Gegenstandes;  desshalb 

pflegt  man  häufig   statt  von  Projectionen,   von  Bildern,   statt 

von  Projectionsebenen,  von  Bildebenen  »u  sprechen. 

8* 


II« 

505.  In  welche  Arten  zerfallen  die  auf  einer  Ebene 
erzeugten  Projeetionen? 

Sie  zerfallen  in  Central-  und  in  Parallel -Projeetio- 
nen, je  nachdem  das  Projections-Centrum  sich  in  endlicher  oder 
in  unendlicher  Entfernung  vor  der  Bildebene  befindet. 

506.  In  welche  Unterabteilungen  zerfallen  die  Pa- 
rallel-Projectionen? 

In  orthogonale  Projeetionen,  wenn  alle  projicie- 
renden  Stralen  auf  der  Bildebene  senkrecht  stehen^ 
und  in  schiefe  Projeetionen,  wenn  die  projicierenden  Stralen 
zur  Bildebene  geneigt  sind. 

507.  Welche  Vor-  und  Nachteile  bieten  die  ein- 
zelnen Projectionsarten? 

Die  orthogonalen  Projeetionen  haben  den  Vorteil ,  dass  sie 
im  Allgemeinen  eine  bequemere  Auffindung  der  Dimensionen  des 
dargestellten  Gegenstandes  gestatten,  als  die  schiefen  und  cen- 
tralen Projeetionen;  die  beiden  letzteren  eignen  sich  aber  besser 
zur  Herstellung  von  mannigfachen,  dem  Laien  grossere  Deutlich- 
keit gewährenden  Abbildungen. 

508.  Wie  versinnlicht  man  sich  die  Lage  eines 
Punktes  aus  seinem  Bilde? 

Man  muss  einen  fisischen  Punkt  an  die  Stelle 
des  geometrischen  Punktes  setzen  (10).  Zu  diesem  Zwecke 
bringt  man  den  fisischen  Punkt,  z.  B.  die  Spitze  eines  Bleistiftes 
gegen  das  projicierende  Auge  und  das  Bild  so,  dass  dem  Auge 
Punkt  und  Bild  zusammenzufallen  scheinen;  jedoch  muss  der 
fisische  Punkt  von  seinem  Bilde  den  bestimmten  Abstand  er- 
halten. 

509.  Die  Entfernung  eines  Punktes  von  seinem 
Bilde  bezeichnen  wir  als  die  Ordinate  des  Punktes 
(168);  diese  ist  positiv,  wenn  Punkt  und  Auge  auf  einerlei 
Seite  der  Bildebene,  hingegen  negativ,  wenn  Punkt  und  Auge 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Bildebene  liegen. 

510.  Wie  wird  sich  der  Zeichner  eine  Linie  oder 
eine  Ebene  versinnlichen? 

Eine  Linie  versinnlicht  er  sich  durch  einen  Drat,  noch 
häufiger  aber  durch  die  Bewegung  der  Bleistift-  oder  Finger- 
spitze längs  des  Ortes,  den  die  Linie  im  Räume  einnehmen  soll. 
Ebenen  versinnlicht  man   sich  am  gewöhnlichsten  mit  Zeichen« 


117 

papier,  ebener  Pappe ,  dünnen  Brettchen,  wol  auch  durch  die 
Blätter  oder  die  Deckel  eines  Buches,  durch  die  gestreckte  Hand- 
fläche u.  8.  w.  Oft  fährt  man  auch  mit  der  gestreckten  Hand- 
fläche in  entsprechender  Weise  durch  die  Luft,  um  uns  die  Lage 
von  unbegrenzten  Ebenen  beiläufig  anzugeben  und  die  Orte  der- 
selben mittels  Gedächtnis  und  Vorstellungskraft  festzuhalten. 

511.  Welche  Punkte  nennen  wir  Deckpunkte? 
Je  zwei  Punkte,  welche  eine  Projection  gemeinsam  haben. 
Zwei  oder  mehrere  Deckpunkte  fallen  ftir  das  projicierende 

Auge  scheinbar  in  einem  Punkte  zusammen. 

A.  Die  orthogonalen  Projeotlonen. 

ümlegiing  einer  Strecke.  Bestimmung  ihrer  wahren  Länge,  ihrer 
Neigung  and  des  Schnittes  mit  der  Bildebene. 

§.  25. 

512.  Was  für  ein  Gebilde  ist  die  orthogonale  Pro- 
jection einer  geraden  Linie? 

Sie  ist  wieder  eine  gerade  Linie  (120),  weil  alle  Stralen, 
welche  die  verschiedenen  Punkte  einer  Geraden  projicieren,  aui 
der  Bildebene  senkrecht  stehen  und  demnach  in  einer  sogenann- 
ten projicierenden  Ebene  oder  Sehebene  liegen. 

513.  Wie  sieht  die  orthogonale  Projection  einer 
Geraden  aus,  wenn  diese  auf  der  Bildebene  senk- 
recht steht? 

Sie  ist  ein  Punkt,  weil  alle  projicierenden  Stralen  der  ein- 
zelnen Punkte  dieser  Geraden,  mit  der  Geraden  selbst  zusammen- 
fidlen (121). 

514.  Was  ist  die  orthogonale  Projection  einer 
Strecke? 

Sie  ist  wieder  eine  Strecke  (19),  deren  Endpunkte  die  or- 
thogonalen Projectionen  von  den  Endpunkten  der  Strecke  sind. 

515.  Was  für  ein  Polygon  bilden  eine  Strecke  ah^ 
ihre  orthogonale  Projection  a,  5|  und  die  Ordinaten 
aa|,  h\  der  Endpunkte  a  und  i? 

Sie  bilden  ein  Vierseit  aa^  b^b  mit  zwei  parallelen  Seiten 
aa^^  bb^  (Trapez)  und  zwei  rechten  Winkeln  bei  Oj  und  6|.  Die 
parallelen  Seiten  aa^  und  bb^  sind  die  Ordinaten  (aj  und  (bj) 
der  Endpunkte  a  und  6;  die  Ordinaten  {a^\  (&|)  stehen  auf  der 
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orthogonalen  Projection  a,&|  der  Strecke  ab  senkrecht,  folglich 
liegen  an  der  Projection  a^bi  die  beiden  rechten  Winkel. 

516.  Wenn  die  Zeichnungsebene  die  Bildebene 
ist,  wie  wird  man  sich  dieses  Trapez  aa^  b^b  yersinn- 
lichen  ? 

Man  wird  sich  ans  steifem  ebenen  Papier  ein  Trapez  schnei- 
den,  bei  welchem  eine  Seite  der  orthogonalen  Projection  a^  61 
der  Strecke  ab  gleich  ist;  die  anstossenden  Seiten  a^  a  und  b^  b 
stehen  auf  a^b^  senkrecht  und  erhalten  die  Längen  der  betreffen- 
den Ordinaten  (aj,  (&|);  die  vierte  Seite  aby  die  sich  nun 
von  selbst  ergibt,  ist  nothwendig  der  wahren  Länge  der 
Raumstrecke  ab  gleich.  Dieses  Trapez  stellt  man  nun  an- 
näherungsweise mit  seiner  Ebene  senkrecht  zur  Bildebene  so  auf, 
auf  dass  die  Ordinaten  aa^,  66 j  der  Endpunkte  a  und  b  die  rich- 
tige Lage  nahezu,  oder  wenn  möglich,  ganz  genau  einnehmen; 
dann  versinnlicht  uns  das  materielle  Trapez  aa^b^b  das  gedachte 
Trapez. 

517.' Der  Lernende  bemühe  sich  Anfangs,  soviel  als  mög- 
lich nach  der  in  (517)  beschriebenen  Weise  Modelle  selbst  an- 
zufertigen. Es  ist  nicht  rathsam,  dass  er  sich  zu  seinen  Anfangs- 
studien anderer  Modelle  bediene,  als  derjenigen,  die  er  selbst  an- 
Fig.  51.  fertigte;    denn   durch   das  blosse  An- 

sehen nicht  selbst  erzeugter  Mo- 
delle wird  der  Lernende  niemals  jene 
Klarheit  in  der  Auffiassung  erlangen^ 
die  ihm  zu  eigen  wird,  sobald  jeder 
Punkt  und  jede  Linie  des  Modelles  ge- 
wissermassen  durch  seine  Hände  ge- 
gangen ist. 

518.  Wie  kann  man  das  in(516) 
versinnlichte  Raumtrapez  aa^bib  in  der  Bildebene  in 
wahrer  Gestalt  zeichnen? 

Man  beh&It  (Fig.  51)  die  Projection  a^  b^  als  eine  dem 
Baumtrapeze  aa^b^b  und  dem  in  der  Bildebene  zu  zeichnenden 
Trapeze  a'a^b^b'  gemeinsame  Seite  bei,  und  zeichnet  a^üib^b' 
congruent  mit  dem  Baumtrapeze  aa^b^b.  Es  ist  sodann  a'a^  =s 
aai  =  (äfi),  t'ft,  =  R  J|  =  (6,),  a'a^  _L  ^i&i  "ßd  6'6,  J_  a,  ij  ; 
folglich  ist  a^b'  gleich  der  wahren  Länge  der  Baum- 
geraden ab. 

519.  Das  Trapez  a'a^  5^5'  bezeichnet  man  als  die  Umlegung 
es  Baumtrapezes  aal[b^b  um  die  Projection  ajbi    und  von  der 
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Geraden  ab  sagt  man,  sie  wurde  um  ihre  Projection  a^bi  in  die 
Bildebene  umgelegt 

Zieht  man  in  der  umgelegten  Figur  durch  alle  Punkte  von 
a*  b'  Senkrechte  auf  die  Projection  a,  Jj,  so  wird  die  ganze  Fläche 
a'  €7j  6,  6'  mit  Ordinaten,  deren  eine  z.  B.  c'c^  ist,  ausgefüllt.  Man 
kann  daher  mit  Bücksicht  auf  diese  Eigenschaft  die  Fig.  a^a^  5,  b' 
die  Ordinatenfläche  der  Strecke  ab  nennen;  sie  ist  der 
zur  Bildebene  senkrechten  Ordinatenfläche  aa^b^b  congruent. 

520.  Wie  kann  man  nach  projectivischen  Gesetzen 
zu  der  Ordinatenfläche  a^a^\b'  einer  Strecke  ab  ge- 
langen? 

Wenn  der  Lernende  in  Fig.  51  den  Punkt  ä  der  Geraden 
ah  des  Baumes  mit  a^  den  Punkt  b  mit  b\  überhaupt  jeden 
Ponkt  des  Baumtrapezes  acib^b  mit  der  ümlegung  des  Punktes 
verbindet,  so  sieht  er  ein,  dass  aa^a,,  ebenso  6  J'J,  u.  s.  w.  recht- 
winklige und  gleichschenklige  Dreiecke  in  parallelen  Ebenen 
sind,  woraus  folgt,  dass  aa^  zu  bb'  parallel  läuft.  Der  Lernende 
muss  erkennen,  dass  jede  Gerade,  die  durch  irgend  einen  Punkt 
e  der  Baumgeraden  ab  parallel  zu  aa^  gezogen  wird,  durch  die 
Umlegung  des  Punktes  e^  gehen  wird  und  hieraus  kann  er  fol* 
gern,  dass  eine  jede  ümlegung  a'a^b^b*  eines  Baumtrapezes 
aa^b^b  in  die  Bildebene,  auch  als  eine  Congruenz  -  Projec- 
tion des  Baumtrapezes  angesehen  werden  kann. 

52L  Wie  findet  man  die  wahre  Länge  einer  Strecke 
ai,  wenn  man  ihre  orthogonale  Projection  a^b^  und 
die  Ordinaten  (aj,  (6 1)  ihrer  Endpunkte  aund  ikennt? 

Eine  Methode  entnimmt  man  aus  (518),  indem  man  die  Or- 
dinatenfläche über  6tj&|  zeichnet;  man  kann  jedoch  eine  andere 
Art,  die  wahre  Länge  von  a&  zu  bestimmen,  daraus  ableiten,  eine 
Art,  welche  in  der  Praxis  häufig  angewendet  wird.  Sie  besteht 
in  Folgendem:  Man  zeichnet  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in 
welchem  die  orthogonale  Projection  a^  b\  der  Strecke  ab  eine 
Kathete,  die  Differenz  der  ersten  Ordinaten  {aO  und  (6,),  d.  i. 
(a,)  —  (6,)  die  zweite  Kathete  ist.  Die  Hypothenuse  ist  gleich 
der  wahren  Länge  der  Strecke  ab. 

Zieht  der  Lernende  in  dem  zur  Versinnlichung  in  (517)  an- 
gefertigten Baumtrapeze  durch  den  Punkt  &,  eine  Parallele  zu 
a6,  so  erhält  er  ein  Dreieck  mit  den  Katheten  a^by  und  {a{)  — 
(ii),  aus  welchem  die  Wahrheit  der  aufgestellten  Methode  folgt. 


522.  Betrachtet  man  alle  in  dem  Dreiecke  a'^a^bi  liegenden 
Ordinatenteile,  80  bemerkt  man,  dass  sämmtliche  Ordinalen  der  Or- 
dinatenfläche  um  die  Ordinate  {b^),  d.  i.  um  b'b^  vermindert,  die 
Ordinatenteile  des  Dreieckes  a'^Oibi  geben.  Aus  dieser  Ursache 
soll  das  rechtwinklige  Dreieck  a^'a^  bi  das  Differenzendreieck 
der  Strecke  ab  genannt  werden. 

Sucht  man  demnach  zu  einer  Strecke  ab  ihr  Differenzen- 
dreiecky  so  ist  die  Hypothenuse  gleich  der  wahren  Länge  von  ab. 

523.  Der  Lernende  entwerfe  sich  selbst  eine  neue  Figur,  in 
welcher  a,  6|  die  orthogonale  Projection  einer  Strecke  ai,  die 
Ordinate  (a,)  positiv,  (&,)  hingegen  negativ  ist.  Er  construiere 
sich  aus  Pappe  die  Ordinatenfläche,  d.  i.  aa,  b^  &,  wobei  er  finden 
wird,  dass  die  beiden  nicht  parallelen  Seiten  a^b^  und  ab  sich 
schneiden,  dass  also  das  Raumtrapez  nicht  die  gewohnliche  Ge- 
stalt wie  in  (516)  besitzt,  was  daher  kommt,  weil  ein  Teil  des 
Trapezes  iiber,  der  andere  Teil  unter  der  Bildebene  liegen  muss. 

Sucht  man  die  wahre  Länge  der  Seite  ab  nach  (521),  so 
wird  (a,)  —  (b^)  grafisch  zu  summiren  sein,  weil  (6,)  eine  nega- 
tive Grosse  ist. 

Der  Lernende  wolle  sich  an  weiteren  Beispielen  einüben, 
in  welchen  er  die  Strecke  nicht  mit  a  und  6,  sondern  mit  ande- 
ren Buchstaben,  z.  B.  w  n  oder  dgl.  bezeichnet 

524.  Wie  findet  man  die  Neigung  einer  Geraden 
gegen  die  Bildebene? 

Der  Winkel,  den  die  Umlegung  einer  Geraden  mit  ihrer 
orthogonalen  Projection  einschliesst,  ist  der  Neigung  der  Gera- 
den gegen  jene  Bildebene  gleich,  in  welcher  die  Umlegung  ge- 
zeichnet wurde  (129).  In  Fig.  51  ist  die  Neigung  der  Raumgeraden 
ab  gegen  die  Zeichnungsebene  gleich  dem  von  a'  6'  mit  a^b^  ge- 
bildeten Winkel,  also  auch  ="^a"6tai. 

525.  Wie  findet  man  die  Ordinate  (c,)  eines  Punk- 
tes c  einer  Geraden  a&,  wenn  man  die  Projectionen 
ai  Jj  <?,'  der  Punkte  aftc,  sowie  (a,)  und  (ft,)  kennt? 

Man  zeichnet  sich  die  Ordinatenfiäche  der  Geraden  ab,  zieht 
c^e'  senkrecht  zu  a|5,,  dann  ist  (cj)  =  c'C|  die  Ordinate  des 
Punktes  c. 

526.  Wie«findet  man  den  Durchschnitt  einer  Ge- 
raden mit  der  Bildebene? 

Sucht  man  jenen  Punkt  der  Geraden,  dessen  Ordinate 
gleich  Null  ist,  so  ist  er  der  Durchschnitt  der  Geraden  mit 


der  Bildebene;  er  ist  daher  jener  Punkt  (I,^  in  welchem  die 
ümlegong  der  Geraden  ab  ihre  orthogonale  Projection  a^fti 
schneidet 

527.  Wie  wird  man  eine  Curve  projicieren? 

Um  diese  Frage  mit  Verständnis  zu  beantworten,  schneide 
sich  der  Lernende  zuerst  aus  steifem  Papier  irgend  eine  Curve 
heraus  und  markiere  in  der  Reihenfolge  mehrere  beliebig  ge- 
wählte Punkte ,  zu  welchen  er  auf  dem  Papiere  die  Buchstaben 
a,  b,  Cf , .  .  hinzusetzt.  Sodann  lialte  er  die  £bene  der  Curve  in 
geneigter  Lage  zur  Bildebene  und  denke  sich  alle  Punkte  ab  cd... 
auf  die  Bildebene  nach  a^biCid^  .  .  .  projiciert,  so  ist  klar,  dass 
die  Projection  der  Curve  abed  durch  dieProjectionen  a|  & ,  c,  (2| . . . 
ihrer  Punkte  hindurch  gehen  muss;  folglich  projiciert  man  eine 
Curve,  wenn  man  ihre  einzelnen  Punkte  projiciert.  Die  Projec- 
tion einer  Curve  wird  wieder  eine  Curve;  beide  Curven  sind 
durch  eine  gekrümmte  Ordinatenfläche  verbunden.  Ist 
die  Ebene  einer  Curve  zu  den  projicierenden  Stralen  parallel, 
so  wird  die  Projection  der  Curve  eine  Gerade,  die  Ordinaten- 
fläche eine  Ebene. 

528.  Als  was  erscheint  die  Projection  einer  Cur- 
ven tangente  (22)? 

Als  Tangente  an  die  Projection  der  Curve. 

Um  dies  einzusehen ,  schneide  sich  der  Lernende  eine 
Curve  aus,  lasse  aber  einen  schmalen  Papierstreifen  als  Tangente 
an  die  Curve  daran,  und  nun  bringe  er  die  Curve  in  eine  zur 
Bildebene  geneigte  Lage.  Projiciert  man  das  Berührungselement, 
so  liegt  dessen  Projection  sowol  in  der  Projoction  der  Tangente, 
als  auch  in  der  Projection  der  Curve,  folglich  muss,  weil  die 
Projection  der  Tangente  mit  der  Projection  der  Curve  ein  Linien- 
element gemein  besitzt,  die  Projection  der  Tangente  eine 
Tangente  an  die  Projection  der  Curve  sein  (22). 

529.  Welche  Curven  nennt  man  gewunden? 

Alle  jene  Curven,  deren  Punkte  nicht  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen.  Biegt  man  einen  Drat  zu  einer  Curve 
derart,  dass  es  unmöglich  ist,  ihn  nach  der  ganzen  Länge  be- 
rührend auf  eine  ebene  Platte  zu  legen,  so  stellt  der  Drat  eine 
gewundene  Curve  vor. 

530.  Wann  besitzt  eine  Curve  ein  Eck? 

Wenn  sie  einen  Punkt  besitzt,  dessen  zwei  Tangenten  einen 
messbaren   Winkel    einschliessen.    Der  Lernende  versinnliche 
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sich  Curvpn  mit  Ecken  und   versuche  die  Projectionen  solcher 
Curven  darzustellen. 

ProjectioDfn  der  Ponkie  aof  Eageordneten  Bildebenen«  Die 

Ordinatengesetze. 

§.  26. 

531.  Was  verstehen  wir  unter  zugeordneten  Pro- 
jections-  oder  Bildebenen,  und  was  unter  zugeordne- 
ten Projectionen  oder  Bildern? 

Wenn  z  wei  Bildebenen  aufeinander  senkrecht  stehen  (86), 
BO  bezeichnen  wir  sie  als  einander  zugeordnet,  und  wenn  man 
auf  beiden  die  orthogonalen  Projectionen  eines  Gebildes 
bestimmt,  so  werden  diese  als  zugeordnete  Projectionen 
bezeichnet  (175).  Die  Durchschnittsgerade  von  zwei  zugeordneten 
Bildebenen  wird  Projections-  oder  Bildaxe  genannt. 

532.  Wenn  mehrere  Projectionsebenen  angewen- 
det werden,  wie  werden  wir  diese  Ebenen,  die  Bild- 
axen  und  die  orthogonalen  Projectionen  bezeichnen? 

Wir  bezeichnen  jede  Bildebene  mit  einer  romischen  Ziffer, 
die  Bildaxe  mit  Z,  dem  unten  rechts  und  links  die  Ziffern  jener 
Bildebenen  als  Zeiger  beigesetzt  werden,  welche  sich  in  der  Bild- 
axe schneiden.  Die  Projectionen  erhalten  die  Ziffern  der  Bild- 
ebene in  arabischer  Form  als  Zeiger.  Es  bedeutet  daher  ^X^  die 
Durchschnittsgerade  der  zugeordneten  Bildebenen  I  und  II,  a^  die 
orthogonale  Projection  eines  Punktes  a  auf  der  Bildebene  I,  a^ 
ein  orthogonales  Bild  desselben  Punktes  auf  der  Bildebene  U, 
u.  s.  w. 

533.  Die  Ordinate  eines  Punktes,  d.  i.  die  Entfernung  eines 
Punktes  von  seinem  orthogonalen  Bilde  wollen  wir  wie  in  (168) 
oder  in  Fig.  7  bezeichnen.  Demnach  bedeutet  (a^)  die  Entfer- 
nung eines  Punktes  a  von  seinem  ersten  Bilde ,  (a,)  die  Ent- 
fernung vom  dritten  Bilde  u.  s.  w. 

534.  Um  sich  die  Lage  von  Punkten  des  Raumes  gegen 
zwei  zugeordnete  Bildebenen  I  und  II  versinnlichen  zu  können, 
fertige  sich  der  Lernende  ein  Modell  in  folgender  Weise  an: 
Zuerst  stelle  er  zwei  Ebenen  I  und  II  aus  Pappe  auf  einander 
senkrecht ;  sodann  zeichne  er  sich  eine  Ebene  E  nach  Fig.  7  und 
stelle  sie  nach  entsprechend  erfolgten  Einschnitten  senkrecht  zur 
Axe  iX^  (96)  derart,  dass  der  Punkt  0  in  die  Axe  jZ,,  die  Gerade 
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I  in  die  Bildebene  I,  folglich  die  Gerade  II  in  die  Bildebene  11 
zn  liegen  kommt;  ausserdem  erfalle  man  noch  die  Bedingung^ 
dass  die  in  Fig.  7  gezeichneten  Sehpfeile  I  und  II  jene  Lage  er- 
halten ,  in  welchen  sie  die  Richtungen  angeben ,  nach  welchen 
man  auf  die  Bildebenen  I  und  II  projiciert  In  dieser  Stellung 
erkennt  man  ganz  klar  die  positive  oder  negative  Lage  der  Raum- 
puokte  abcd  .  . .  gegen  die  Bildebenen  I  und  IL 

Man  kann  das  Modell  vervollkommenen,  wenn  man  mehrere 
Ebenen  ABC . . ,  in  der  Weise  wie  E  zu  den  Projectionsebenen 
I  und  n  stellt;  in  der  einen  nimmt  man  den  Punkt  a^  in  einer 
zweiten  den  Punkt  6,  in  einer  dritten  den  Punkt  c,  u.  s.  w.  an. 

535.  Wie  weit  ist  ein  Punkt  a  von  einer  Bildebene 
entfernt  ? 

Ebensoweit,  wie  von  seiner  orthogonalen  Projection  auf  jener 
Bildebene,  aa^^  oder  (aj  ist  also  die  Entfernung  des  Punktes  a 
von  der  Bildebene  I. 

536.  Ist  es  einerlei,  zu  sagen:  der  Punkt  a  ist  von 
der  Bildebene  I (oder  einer  anderen  Bildebene)  um  die  Lange 
l  entfernt,  oder:  der  Punkt  a  ist  von  seinem  ersten 
Bilde  (oder  einem  anderen  orthogonalen  Bilde)  um  l  ent- 
fernt? 

Nein;  denn  die  erste  Aussage  gibt  blos  an ,  dass  sich  der 
Punkt  a  in  einer  Ebene  befinden  muss,  die  in  dem  Abstände  l 
mit  der  Bildebene  I  (oder  einer  anderen  Bildebene)  parallel  läuft» 
Wo  aber  in  dieser  Ebene  der  Punkt  a  liegt,  lässt  die  Aussage 
ganz  unentschieden.  Hingegen  folgt  aus  der  zweiten  Aussage,  dass 
man  im  Punkte  a,  eine  Normale  zur  Bildebene  I  errichten  (94) 
und  auf  ihr  die  Länge  l  entweder  von  a^  gegen  das  projicie- 
rende  Auge  hin,  oder  diesem  Sinne  entgegengesetzt  auftragen 
muss,  je  nachdem  l  positiv  oder  negativ  ist.  Die  zweite  Aussage 
gibt  sonach  den  Punkt  a  genau  an. 

537.  Wie  werden  die  Sehpfeile  bei  zwei  zugeord- 
neten Bildebenen  eingeführt  und  angewendet? 

Wir  ziehen  in  jeder  Bildebene  einen  Pfeil  senkrecht 
zur  Bildaxe,  so  zwar,  dass  ein  jeder  der  beiden  Pfeile  die  Rich- 
tung des  Sehens  wie  in  Fig.  7  angibt ,  und  noch  vor  der  Bild- 
ebene liegt,  auf  welcher  er  senkrecht  steht.  Ist  dann  eine  Ordi- 
nate, z.  B.  jene  für  die  Bildebene  I  oberhalb  der  Bildebene  I,  also 
positiv,  so  liegen  die  Ordinate  (a^)  und  derSebpfeill  auf  einer- 
lei Seite  der  Bildebene  I;   liegen  hingegen  der  Sehpfeil  I  und 
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eine  ensto  Ordinate  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Bildebene  I, 
so  ist  die  Ordinate  negativ  und  liegt  der  Punkt  ebenfieJis  nega- 
tiv (159).  Äehnlich  ist  die  Beurteilung  aller  übrigen  Ordinaten 
und  Sehpfeile. 

538.  Welche  Ordinaten  eines  Punktes  nennt  man 
zugeordnete  Ordinaten? 

Jene,  welche  sich  auf  zwei  zugeordnete  Bildebenen  beziehen. 
Zwei  zugeordnete  Ordinaten  stehen  immer  aufeinander  senkrecht 
So  ist  z.  B.  aa^  senkrecht  auf  aa2- 

539.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Ordinaten- 
ebene? 

Jede  Ebene ,  welche  durch  zugeordnete  Ordinaten  eines 
Punktes  gelegt  wird.  Eine  Ordinatenebene  steht  immer  auf  einer 
Bildaxe  senkrecht,  weil  sie  durch  zwei  Ordinaten  geht,  deren  jede 
auf  einer  der  beiden  zugeordneten  Bildebenen  senkrecht  steht. 
In  dem  Modelle  zu  (534)  ist  die  Ebene  E  eine  Ordinatenebene. 

540.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Ordinale? 
Die  beiden  Schnittgeraden,  in  welchen  eine  Ordinatenebene 

zwei  zugeordnete  Bildebenen  senkrecht  zur  Bildaxe  durchschnei- 
det. Die  beiden  Teile  einer  Ordinale  schneiden  sich  daher  stets 
in  der  Bildaxe  und  stehen  aufeinander  senkrecht.  In  dem  Modelle 
zu  (634)  sind  die  Geraden  I  und  II ,  in  welchen  die  Ebene  E 
die  Bildebenen  I  und  II  schneidet,  die  beiden  Teile  einer  Or- 
dinale. 

541.  Wenn  wir  von  den  Ordinaten  eines  Punktes 
die  orthogonalen  Projectionen  auf  den  zugehörigen 
zwei  Bildebenen  suchen,  wohin  fällt  die  Projection 
der  ersten  und  wohin  jene  der  zweiten  Ordinate? 

Beide  Projectionen  der  Ordinaten  fällen  in  die  zugehörige 
Ordinale;  so  fallt  z.  B.  in  der  Ebene  E  (534)  die  orthogonale 
Projection  von  a  a^  auf  der  Bildebene  II  nach  a^  0 ,  die  ortho- 
gonale  Projection  von  aci^  auf  der  Bildebene  I  nach  a,  0. 

542.  Die  beiden  zugeordneten  Ordinaten  eines  Punktes  bil- 
den mit  ihren  orthogonalen  Projectionen  ein  Rechteck.  So  ist 
aa^0(i2%  ebenso  bb^  Ob^  etc.  ein  Rechteck. 

543.  Was  verstehen  wir  unter  den  Ordinaten- 
gesetzen? 

Jene  Gesetze,  welche  sich  auf  die  Lage  zugeordneter  Pro- 
jectionen und  Ordinaten  eines  Punktes  beziehen. 

544.  Die  Ordinatengesetze  lauten: 
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a)  Je  zwei  zugeordnete  Projectionen  eines  Punktes  liegen  in 
einer  Ordinale; 

b)  jede  Projection  ist  Yon  der  Bildaxe  ebensoweit  entfernt, 
wie  der  Punkt  im  Räume  von  der  zugeordneten  Projec- 
tion, und 

e)  die  Ordinaten  sind  positiv,  wenn  sie  mit  ihren  gleichbeziffer- 
ten Sehpfeilen  auf  derselben  Seite  der  Bildaxe  sich  befinden; 
im  entgegengesetzten  Falle  nennt  man  die  Ordinaten  negativ. 

545.  Die  Richtigkeit  des  ersten  Gesetzes  ist  sofort  einleuch- 
tend. Bei  dem  zweiten  Gesetze  sieht  man  unter  Berücksichtigung 
von  (542)  ein,  dass  a^  0  gleich  der  ersten  Ordinate  (a,)  ist,  dass 
also  das  zweite  Bild  von  der  Bildaxe  |^,  d.  i.  von  0  ebenso- 
weit entfernt  ist,  wie  der  Punkt  a  von  seinem  ersten  Bilde;  dass 
femer  das  erste  Bild  a,  ebenfalls  von  ^2^2,  d.  i.  von  0  ebenso- 
weit entfernt  ist,  wie  der  Punkt  a  von  seinem  zweiten  Bilde  a,. 

546.  Wo  kann  man  also  die  Ordinaten  eines  Punk- 
tes ablesen? 

Aus  den  Abständen  seiner  Projectionen  von  der  Bildaxe. 
Die  zweite  Ordinate  wird  aus  dem  ersten  Bilde  und 
die  erste  Ordinate  aus  dem  zweiten  Bilde  abgelesen- 
es ist  nämlich:  a^  0  ■=  (^2),  b^O  =  (6,),  c^O  =  (c,),  •  •  .  .  und 
0^0  =  (a^)f  ^2  0  =  (6,),  ^2  0  =  (Cj)  u.  8.  w. 

547.  Das  dritte  Ordinatengesetz  ist  ebenfalls  klar.  Wenn 
nämlich  nach  (537)  der  Sehpfeil  I  in  der  Bildebene  II  ge- 
zeichnet wird,  so  ist  {a^)  positiv,  wenn  (a|),  d.  i.  02  0  mit  dem 
Sebpfeile  I  über  0,  d.  i.  über  ^X^  liegt.  So  ist  in  (534)  (cj  ne- 
gativ, weil  (C|),  d.  i.  Cg  0  unter  O,  also  mit  dem  Sehpfeile  I  un- 
gleich liegt  In  dieser  Weise  erkennt  man  i^  0,  d.  i.  (^2)  ^^  ^^* 
gativ;  denn  der  in  der  Bildebene  I  liegende  Sehpfeil  II 
und  6,0  =  (62)  liegen  bezüglich  0  oder  bezüglich  ^X^  einander 
entgegengesetzt 

548.  Die  grösste  Schwierigkeit  fiir  den  Lernenden  entsteht 
dadurch,  dass  die  Zeichnungen  der  beiden  in  (534)  durch  ein 
Modell  dargestellten  Bildebenen  I  und  II  nun  in  einer  Bildebene 
hergestellt  werden  sollen,  und  dass  er  aus  den  in  einer  Ebene 
vereinigten  Zeichnungen  auf  die  Lage  der  Punkte  im  Räume 
schliessen  soll. 

Um  diese  Schwierigkeiten  so  gut  als  möglich  zu  überwin* 
den,  verfertige  sich  der  Lernende  selbst  ein  Modell;  er  stelle 
zuerst  zwei  aufeinander  senkrechte  Bildebenen  I  und  II  so  her. 
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dass  beide  über  die  mit  jXj  ^^  bezeichnende  Projections-  oder 
Bildaxe  hinaus  verlängert  erscheinen  und  so  vier  Flächen  win- 
ke! bilden. 

Die  eine  mit  I  zu  bezeichnende  Bildebene  stelle  er  immer 
horizontal  und  zeichne  in  ihr  einen  zur  Bildaxe  jXj  sei^k- 
rechten  Sehpfeil  II,  aus  welchem  man  erkennt,  in  welcher  Rich- 
tung orthognal  auf  die  Bildebene  II  projiciert  wird.  Diesen  Seh- 
pfeil U  zeichne  er  jedoch  nicht  hinter,  sondern  vor  der  Bild- 
ebene Ily  mit  der  Pfeilspitze  gegen  ^X^  gerichtet. 

Hierauf  zeichnet  er  in  der  Bildebene  II  einen  Sehpfeil I 
nicht  unter,  sondern  über  der  horizontalen  Bildebene  I,  mit  der 
Pfeilspitze  gegen  die  Äxe  jX,  gewendet;  alsdann  ist  genau  be- 
zeichnet^ in  welchen  Bäumen  die  Ordinaten  positiv  oder  negativ 
werden  (534). 

Mit  diesen  zwei  Bildebenen 
'^'     *  I  und  n  bringe  er  nach  Art  der 

,£  \^  Ebene  E  von  (ö34)  mehrere  Ebe- 

^  '^  nen    A,  B,  C,  I),  E  und  F  als 

I  Ordinatenebenen  in  den  Ent- 


i  i^ 


b. 


i'F      E       P       !C      !B 


!A    '*'  iXt      femungen,  wie  es  die  Punkte  Aj 


i  t\ 


A  jB;  C, . .  •  in  Fig.  52  angeben,  in 

"  Verbindung,    und    stelle   in    der 


Ebene  A  einen  Punkt  a  so  dar, 
vl|  ^  dass   seine    erste    Ordinate   (aj) 

und  auch  (a^)  positiv  wird;  in 
der  Ebene  B  soll  ein  Punkt  b  die  erste  Ordinate  (Aj)  positiv, 
die  zweite  (63)  negativ  haben;  in  der  Ebene  C  sei  (c^)  negativ, 
(cj)  negativ;  in  der  Ebene  D  sei  (di)  negativ,  (dj)  positiv;  in 
der  Ebene  E  sei  (e,)  gleich  Null,  («2)  positiv,  und  in  der  Ebene 
F  sei  (f , )  positiv,  (f^  gleich  Null.  Die  Längen  der  von  Null  ver- 
schiedenen Ordinaten  können  beliebig  sein ;  in  beiden  Bildebenen 
sind  die  Projectionen  der  Punkte  zu  bezeichnen. 

Auf  diese  Weise  hat  der  Lernende  sechs  Raumpunkte  o,  6, 
c,  (2,  e  und  /  in  eine  sichtbare  Beziehung  zu  den  Bildebenen  I 
und  n  gebracht 

Nun  nehme  der  Lernende  sein  mit  Papier  bespanntes  Zeich- 
nenbrett und  zeichne  sich  wie  in  Fig.  52  eine  Gerade  1^2,  welche 
ab  Projectionsaxe  in  der  Zeichnung  betrachtet  wird.  An  diese 
Gerade  setze  er  zwei  Sehpfeile  mit  ihren  Spitzen  gegen- 
einander gekehrt  und  bezeichne  den  oberen  mit  I,  den  an* 
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deren  mit  IL  Hierauf  trage  er  sich  auf  der  ProjectionBaxe  die 
Punkte  ^  J3,  C, . .  .  so  au^  dass  man  aus  ihnen  erkennen  kann, 
wie  weit  die  durch  sie  gehenden  Ordinatenebenen  A,  B^  C,  Dy  ,  . , 
von  einander  abstehen,  und  ziehe  Ordinal en,  d.  h.  gerade 
Linien  senkrecht  zur  Projectionsaxe  i^Ta. 

549.  Ist  dies  geschehen^  so  nehme  er  die  erste  Ordinate  (a^) 
in  den  Zirkel  und  trage  sie  auf  der  Ordinale  durch  A  in  der 
Zeichnungsebene  auf  Der  Lernende  wird  im  Zweifel  sein,  ob  er 
die  {a^)  von  A  aus  auf  der  Ordinale  nach  der  Seite  hin,  wo  der 
Sehpfeii  I  liegt,  oder  nach  der  Seite  hin  auftragen  soll,  wo  der 
Sehpfeil  U  steht.  Um  diesen  Zweifel  ein  für  allemal  zu  beheben, 
befolge  er  stets  den  Grundsatz,  dass  die  erste  Ordinate  von 
der  Axe  aus  auf  der  Seite  des  Sehpfeiles  I  aufgetra- 
gen wird,  wenn  sie  positiv,  und  auf  der  dem  Sehpfeile  I 
entgegengesetzten  Seite,  wenn  sie  negativ  ist  Man  muss  also 
immer  die  erste  Ordinate  mit  dem  ersten  Sehpfeil  ver- 
gleichen. 

ööO.  Sobald  nun  die  erste  Ordinate  (a^)  aufgetragen,  muss 
man  den  gefundenen  Punkt  bezeichnen.  Im  Modelle  sieht  man, 
dass  in  der  Bildebene  II  die  Entfernung  des  Bildes  a^  von  der 
Axe  1^2  gleich  (a^),  d.  i.  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  a 
von  dem  zu  a^  zugeordneten  Bilde  a^  ist,  mithin  muss  man  den 
in  der  Zeichnung  gefundenen  Punkt  mit  02  bezeichnen. 

Wir  sehen  also  ein,  dass  wir  mittels  der  ersten 
Ordinate  (a^)  das  zugeordnete  Bild  02  finden  (höchst 
wichtig). 

5Ö1.  Nun  ergreife  man  mit  dem  Zirkel  die  zweite  Ordinate 
(aj)  und  trage  sie  ebenfalls  in  der  Zeichnung  auf  der  durch  A 
gehenden  Ordinale  auf. 

Die  zweite  Ordinate  wird  mit  dem  zweiten  Sehpfeile  II 
verglichen;  ist  die  zweite  Ordinate  positiv,  so  wird  sie 
mit  dem  Sehpfeile  U  auf  gleicher  Seite  von  jZ,  auf- 
getragen, ist  sie  negativ,  so  trägt  man  sie  auf  der  dem  Seh- 
pfeUe  II  entgegengesetzten  Seite  auf. 

5Ö2.  Im  Modelle  ist  die  Entfernung  des  ersten  Bildes  a| 
von  der  Bildaxe  ^X^  gleich  der  zweiten  Ordinate  (a,),  folglich 
muss  man  den  durch  das  Auftragen  der  zweiten  Ordinate  in  der 
Ordinale  gefundenen  Punkt  mit  a^  bezeichnen. 

Man  findet  also  mittels  der  zweiten  Ordinate  {(h) 
das  zugeordnete  Bild  a^  (vergleiche  650). 


^ 
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553.  Der  Lernende  trage  nun  auf  den  übrigen  Ordinalen 
die  Ordinalen  (6,)  (6,),  (c,)  (ca)i--*  der  anderen  Punkte  6,  (?,••• 
nach  den  gegebenen  Grundsätzen  auf,  und  beobachte  das  Gesetz 
der  Bezeichnung  der  gefundenen  Punkte  (550,  552),  so  hat  er 
anstandslos  und  mit  Sicherheit  die  Zeichnungen  der  Bildebenen 
I  und  II  des  Modelies  auf  der  Zeichnungsebene  seines  Reissbrettes 
gesetzmässig  vereinigt. 

554.  Zerlegt  der  Lernende  sein  Modell  und  legt  die  Bild- 
ebene I  auf  die  Zeichnungsebene,  so  wird  er  einsehen,  dass  die 
Lage  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  die  mit  den  Zeigern  1 
versehenen  Punkte  a^  6,  . . .  der  Bildebene  I  genau  mit  den  ent- 
sprechenden Punkten  Oj  6|  .  •  .auf  der  Zeichnungsebene  zusammen- 
fallen müssen. 

Ganz  in  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Zeichnung  der 
Bildebene  II  mit  der  mit  den  Zeigern  2  versehenen  Zeichnung 
auf  der  Zeichnungsebene  zur  Deckung  bringen. 

555.  Gerade  so  wie  es  möglich  ist,  aus  dem  Modelle  eine 
Zeichnung  anzufertigen,  kann  man  wieder  umgekehrt  aus  der 
Zeichnung  das  Modell  coustruieren. 

Denn  man  kann  aus  einer  Zeichnung,  wie  sie  Fig.  52  zeigt, 
die  Entfernungen  der  Ordinatenebenen  voneinander  und  die  Or- 
dinaten  der  Punkte  sammt  ihren  Vorzeichen  entnehmen. 

556.  Es  ist  gut  die  Gesetze,  nach  welchen  zwei  orthogonale 
Projectionen  auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Bildebenen,  in 
einer  Zeichnungsebene  vereinigt  werden,  als  die  bereits 
bekannten  Ordinatengesetze  (544)  zusammenzufassen,  welche 
nun  also  lauten: 

a)  Je  zwei  zugeordnete  Projectionen  liegen  in  einer  Or- 
dinale. 

b)  Jedes  Bild  eines  Punktes  ist  von  der  Bildaxe  ebenso- 
weit entfernt,  wie  der  Punkt  im  Räume  vom  zugeordneten  Bilde. 
(Also  gibt  die  erste  Ordinate  das  zweite  Bild,  die  zweite  Ordi- 
nate das  erste  Bild,  und  umgekehrt:  das  zweite  Bild  gibt  die 
erste  Ordinate  und  das  erste  Bild  die  zweite  Ordinate.) 

c)  Zwei  zugeordnete  Sehpfeile  erhalten  entgegengesetzte 
Richtungen.  Die  Ordinaten  sind  positiv,  wenn  sie  mit  ihren 
Sehpfeilen  auf  einerlei  Seite  der  Projectionsaxe  liegen  (547). 

557.  Wie  kann  man  mit  zwei  in  einer  Zeiohnungs- 
ebene  vereinigten  zugeordneten  Projectionen  das 
ihnen  entsprechende  Modell  verbinden? 
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Die  Verbindung  des  Modelies  mit  der  Zeichnung;  d.  L  die 
Versinnlichnng  der  Zeichnung,  kann  nur  in  der  Vor- 
stellung erfolgen: 

a)  Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns  die  Zeichnungsebene, 
welche  z.  B.  die  Fig.  52  enthält,  horizontal  gelegt;  dann  stellt 
sie  die  Bildebene  I  vor.  Hierauf  versinnlichen  wir  uns  alle 
Sehstraleo,  die  durch  die  ersten  Projectionen  a,  6,  c^  .  ,  •  senk- 
recht zur  ersten  Bildebene  I  gehen,  und  tragen  auf  ihnen  von 
Ol  oder  hj  oder  c,  ...  aus  die  ersten  Ordinaten  (a|),  (&|),  (c|), . .  . 
entsprechend  ihren  Vorzeichen  +  oder  —  auf,  wodurch  wir  in 
den  Sehstralen  die  Orte  finden,  wo  a&c  .. .  liegen.  Hiedurch 
ist  ein  Teil  des  Modelles  versinnlicht.  Der  andere  Teil  ergibt 
sich  durch  die  Bildebene  11,  die  man  sich  durch  ^X^  senkrecht 
Bur  Bildebene  I  so  gefuhrt  denkt,  dass  die  Geraden,  welche  a 
mit  o,,  b  mit  bq  u.  s«  w.  verbinden,  auf  der  Bildebene  11  senk- 
recht stehen. 

&)  Wenn  man  die  Zeichnungsebene  vertical  stellt ,  so  ver- 
sinnlicht  sie  die  Bildebene  11  des  Modelles ;  dann  muss  man  sich 
durch  alle  zweiten  Projectionen  c^&j^^a  *  •  •  Sehstralen  senkrecht 
zur  Bildebene  II  denken,  und  die  zweiten  Ordinaten  auf  ihnen 
den  Vorzeichen  entsprechend  auftragen,  um  den  einen  Teil  des 
Modelles  im  Geiste  auszuführen.  Der  zweite  Teil  ergibt  sich  dann 
durch  die  Bildebene  I,  die  durch  ^X^  senkrecht  zur  Bildebene  11 
so  gelegt  wird,  dass  alle  Geraden  wie  aa^,  bb^y  cCi^ .  •  •  auf  der 
Bildebene  I  senkrecht  stehen. 

568.  Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Punkte  in  der 
Bildebene  I,  denn  sie  &llen  mit  ihren  ersten  Bildern  zusammen, 
während  ihre  zugeordneten  Bilder  in  der  Projectionsaxe  liegen* 
Siehe  im  Modell  (534)  den  Punkt  e. 

Alle  Punkte  der  Bildebene  II  fallen  mit  ihren  zweiten  Bil- 
dern ssusammen ;  ihre  zugeordneten  Bilder  liegen  in  der  Bildaxe. 
Siehe  im  Modell  (534)  den  Punkt  /. 

659.  Die  weitere  Ausfuhrung  der  in  Bleilinien  durchgeführten 
Construction  besteht  in  dem  Ausziehen  der  Linien  durch  Tusche 
und  im  Beschreiben  der  Zeichnung. 

Man  muss  bei  jeder  Construction  die  Hilfslinien  von  den 
eigentlichen  oder  Hauptlinien  der  Zeichnung  unterscheiden  und 
die  ffilfslinien  entweder  gar  nicht  ausziehen  oder  ihnen  wenig- 
stens keine  grosse  Dicke  geben,  damit  sie  die  Hauptzeichnung 
klar  und  deutlich  hervortreten  lassen.    Zu  den  Hilfslinien  gehö- 

StthlMliger,  GAOBMtrie.  9 
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ren  namentlich  die  Ordinalen,  welche  in  Menge  vorkommen  und 

nur  fein  gestrichelt  werden  sollen. 

Die   Hauptlinien  einer  Zeichnung   ziehe   man   krftftig   aus, 

jedoch  halte  man  sie  stets  dünn^sr,  sobald  sie  wegen  irgend  einer 

Ursache  gestrichelt  werden. 

Auch  die  Anwendung  mehrerer  Farben   ist  für  die  erste 

Zeit   der  Ausführung   von  Projections  -  Zeichnungen 

ein  höchst  schätzbarer  Behelf  zur  grOndlichen  Erlernung  der  Pro- 

jectionslehre^  wenn  die  Farben   nach  bestimmten  Gesetzen  zur 

Anwendung  gebracht  werden. 

Bisher  wendete  man  Far- 
ben zum  Ausziehen  von  Hilfs* 
linien  an.  Dies  soll  nun  nicht 
geschehen  y  sondern  es  sollen 
alle  Punkte  und  Linien,  welche 
einer  und  derselben  Pro- 
jection  angehören  mit  einer 
und  derselben  Farbe  dar- 
gestellt und  beschrieben  und 
fiirneue  Projectionen  neue  Far- 
ben gewählt  werden. 

So  würde  man  z.  B.  f&r 
die  Projection  I  eine  roÜie, 
für  die  Projection  n  die 
schwarze  Farbe  benützen  kön- 
nen. Es  müssten  demnach  in 
Fig.  52,  woselbst  man  ^X^  jedenfalls  schwarz  auszieht,  die 
Punkte  der  ersten  Bildebene,  also  a^b^c^^  , .  .  roth,  jene  der  zwei- 
ten Bildebene,  also  a^  2*2  <?«>•••  •  schwarz  bezeichnet  und  beschrie- 
ben werden. 

Eine  Ordinale  wie  airtj  besteht  aus  zwei  Teilen  (540),  von 
welchen  a^A  roth,  Aa2  schwarz  zu  stricheln  ist.  Bei  der  Ordi- 
nale b^B,  welche  teilweise  mit  Bb2  zusammenfällt,  wird  man 
den  Teil  von  £  bis  i^  roth  stricheln,  jedoch  je  zwei  Striche  so- 
weit voneinander  entfernt  lassen,  dass  eine  zweite  schwarzgestri- 
chelte Linie  Bb^  dazwischen  bemerkbar  gemacht  werden  kann. 
Der  Sehpfeil  II  ist  roth  zu  ziehen ,  weil  er  in  der  Bild- 
ebene I  Hegt,  der  Sehpfeil  I  hingegen  schwarz. 

Alle  in  der  Bildaxe  liegenden- Punkte  sind   mit   der  Farbe 
der  Bildaxe  zu  behandeln. 
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Fahrt  der  Lernende  Zeichnongen  in  der  erwähnten  Weise 
ans,  80  ist  er  bei  jeder  Linie  und  jedem  Punkte  ge- 
nöthiget  zu  denken,  in  welcher  Bildebene  diese  Linie 
oder  dieser  Pankt  liegt;  er  gewöhnt  sich  allmälig  daran  zu 
beachten,  dass  er  in  zwei  oder  auch  bisweilen  in  mehreren  Bild- 
ebenen arbeitet;  es  treten  die  Zeichnungen  der  einzelnen  Bild- 
ebenen übersichtlich  hervor  und  lassen  viel  leichter  als  sonst  er- 
kennen, ob  die  Zeichnung  mit  Verständnis  durchgeführt  wurde, 
namentlich  dann,  wenn  die  projicierten  Punkte  und  Linien  in 
verschiedenen  Winkelräumen  der  Projectionsebenen  liegen. 

Die  Veretntgong  von  mehr  als  zwei  ProjeetioDsebeDen  mit  der 

Zelchnangsebene. 

§.  27. 

560.  In  sehr  vielen  Fällen  ist  man  gezwungen,  von  räum- 
lichen Gebilden  aus  zwei  zugeordneten  Projectionen  neue  zuge- 
ordnete Projectionen  abzuleiten,  welche  auf  neuen  Projections- 
ebenen liegen,  die  auf  bereits  vorhandenen  Bildebenen  senkrecht 
stehen.  In  solchen  Fällen  muss  man  nicht  nur  von  zwei,  son* 
dem  von  mehreren  Bildebenen  die  Zeichnungen  mit  der  Zeich- 
nungsebene vereinigen. 

Um  die  Gedanken  an  einen  concreten  Fall  zu  knüpfen, 
nehmen  wir  an,  in  Fig.  53,  wo  von  vier  Punkten  ab  cd  zwei  zu- 
geordnete Projectionen  a^biC^di  und  a^^ac^dj  mit  der  Zeich- 
nnngsebene  nach  den  Ordinatengesetzen  (556)  vereinigt  sind,  sei 
1^  die  Durchschnittsgerade  von  einerneuen  Bildebene  III,  welche 
auf  der  Bildebene  I  senkrecht  steht,  mit  der  Bildebene  L  Es 
sollen  nun  die  Raumpunkte  ab  cd  auf  diese  Bildebene  III  ortho- 
gonal projiciert  und  soll  femer  die  dritte  Projection  mit  der 
ersten,  welcher  sie  zugeordnet  ist  (531),  nach  den  Ordinaten- 
gesetzen (556)  mit  der  Zeichnungsebene  vereinigt  werden. 

561.  Diese  Vereinigung  erfordert  zu  allererst  die  Annahme 
des  Sehpfeiles  III,  welcher  in  der  Bildebene  I  liegend,  senkrecht 
auf  iX^  gezeichnet  werden  muss.  Der  Sehpfeil  III  kann  nur  in 
einer  von  zwei  Richtungen  angenommen  werden.  In  der  Regel 
pflegt  man  Pfeil  UI  so  zu  wäiilen,  dass  er  mit  der  Spitze  nach 
jener  Seite  hinzeigt,  wo  für  neue  Projectionen  der  bequemste 
Raum  vorhanden  ist.  Sobald  der  Sehpfeil  III  angenommen,  kennt 
man    auch  den  ihm  zugeordneten  Sehpfeil,  welcher  immer 
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mit  der  Pfeilspitze  die  gerade  entgegengesetzte  Richtung  von  m 
angibt.  Dieser  Sehpfeil  ist  tn  Fig.  53  offenbar  wieder  mit  I  zu 
bezeichnen,  weil  ja  die  Bildebenen  III  und  I  zugeordnete  Bild- 
ebenen sind. 

Für  die  zugeordnete  Vereinigung  der  dritten  Projection  mit 
der  ersten  wendet  man  die  erwähnten  Ordinatengesetze  (556)  an, 
mithin  muss  man  durch  alle  ersten  Bilder  Ordinalen  (556  a)  zu 
,^  ziehen. 

562«  Wenn  man  neue  Bilder  sucht,  muss  man  jederzeit 
wissen,  welche  Ordinaten  diesen  Bildern  zugeordnet 
sind.  Man  erkennt  die  Zuordnung  immer  aus  den  dem  X  bei- 
gefugten Ziffern.  Steht  z.  B.  ^Z,,  so  heisst  dies,  den  dritten  Bil- 
dern sind  die  ersten  Ordinaten,  oder  auch  den  ersten  Bildern  sind 
die  dritten  Ordinaten  zugeordnet.  Man  wird  also  vermöge  des 
zweiten  Ordinatengesetzes  (556  &)  mit  der  ersten  Ordinate  das  dritte 
Bild,  oder  mittels  der  dritten  Ordinate  das  erste  Bild  eines  Punk- 
tes mit  der  Zeichnungsebene  yereinigen  können. 

Soll  man    daher   in 

Fig.  54. 
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Fig.  53  die  dritten  Bil- 
der der  Raumpunkte  mit 
der  Zeichnungsebene  zu- 
geordnet vereinigen,  so 
muss  man  alle  den 
dritten  Bildern  zu- 
geordneten Ordina- 
ten kennen.  Die  zu- 
geordneten Ordinaten 
sind  die  ersten,  und  die 
ersten  Ordinaten  sind 
durch  die  zugeordneten 
zweiten  Bilder  bestimmt, 
weil  die  ersten  und  zwei- 
ten Projectionen  nach 
den  Ordinatengesetzen 
vereinigt  sind;  wenn  man 
daher  mit  dem  Zirkel  die 
ersten  Ordinaten  aus  den  zweiten  Bildern  (ihre  Abstände  von 
der  Bildaxe  ,Zj,)  abmisst,  und  ihr  Vorzeichen  durch  Verglei- 
chung  mit  dem  bei  ,  X^  stehenden  Sehpfeile  I  bestimmt,  so  kann 
man  diese  ersten  Ordinaten  auch  auf  den  zu  jZ,  gezogenen  Or- 
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dinalen  von  der  Axe  ^Z,  aus  auftragen  und  durch  Vergleichung 
des  Vorzeichens  der  ersten  Ordinaten  mit  dem  bei  1X3  stehen- 
den Sehpfeile  I  genau  bestimmen,  auf  welcher  Seite  von  ^JC^  die 
erste  Ordinate  aufzutragen  ist.  Die  erste  Ordinate  bestimmt  das 
zugeordnete  Bild  und  dieses  Bild  ist  hier  das  dritte,  folglich  ist, 
wenn  z.  B.  (C|)  aufgetragen  wurde,  der  gefundene  Endpunkt  der 
ersten  Ordinate  mit  c,  zu  bezeichnen« 

Der  hier  beschriebene  Vorgang  zeigt,  dass  die  dem  X  bei- 
gefugten Ziffern  und  die  Sehpfeile  von  Wichtigkeit  sind  und  dass 
durch  genaue  Berücksichtigung  der  Vorzeichen ,  welche  den  Or- 
dinaten zukommen,  sowie  durch  Berücksichtigung  des  Umstan- 
des ,  dass  jede  Ordinate  ein  zugeordnetes  Bild  be- 
stimmt, niemals  ein  Zweifel  über  das  Auftragen  der  Ordinaten 
und  über  die  Bezeichnung  der  gefundenen  Punkte  entstehen  kann. 

563.  Führt  man  bei  der  Vollendung  einer  Zeichnung  noch 
für  jede  Bildebene  eine  andere  Farbe  ein ,  so  wird  die  grösst 
mögliche  SJarheit  in  der  Vereinigung  mehrerer  Projectionen  mit 
der  Zeichnungsebene  erzielt 

564.  Zu  den  grössten  Schwierigkeiten  für  Anfänger  gehörte 
66  sonst,  drei  Projectionen  von  Punkten  mit  der  Zeichnungs- 
ebene zu  verbinden ,  wenn  die  Bildebene  III  eine  sogenannte 
Kreuzrissebene  bildete,  d.  h.  wenn  die  Bildebene  III  auf  der 
Projectionsaxe  ,^2  senkrecht  stand.  Ein  solches  Beispiel  soll  in 
Fig.  54  behandelt  werden. 

Nehmen  wir  an ,  in  Fig.  54  sei  eine  Gerade  X  senkrecht  zu 
1^2  als  neue  Bildaxe  gezogen  worden.  Die  neue  Bildebene  III 
stehe  auf  beiden  Bildebenen  I  und  II  senkrecht ,  folglich  kann 
ihre  Zeichnung  sowol  mit  der  Zeichnung  der  Bildebene  I  als  auch 
mit  jener  der  Bildebene  II  als  zugeordnet  nach  den  drei  Ordi* 
natengesetzen  vereinigt  werden.  Gewöhnlich  geschieht  die  zu- 
geordnete Vereinigung  mit  der  Zeichnung  der  Bildebene  II,  dem- 
nach sind  dem  X  die  Zeiger  2  und  3  beizufügen. 

Die  Bildaxe  ^-X,  ist  senkrecht  zu  i-Yj,  folglich  parallel  zu 
den  zu  iX^  gehörenden  Ordinalen. 

Die  zu  1X2  gehörenden  Ordinalen  sind  von  ^X^  ebensoweit 
entfernt,  wie  die  dritte  Ordinate  anzeigt  Ist  nun  beispielsweise 
(a^)  =  +  26  Längeneinheiten,  etwa  =  26  Millimetern,  so  werden 
26  Einheiten  auf  Seite  des  Sehpfeiles  III  von  0  aus  nach  OA 
aufgetragen  imd  durch  A  wird  die  Ordinale  gezogen,  in  welcher 
a,  Oj  liegen.  Ist  (aj  =  -\-  28"»",  so  erhält  man  durch   (a,)  das 


augeordnete  Bild  a^  und  ist  (a,)  =  IS"»«,  so  findet  man  durch 
(a,)  das  zugeordnete  Bild  a,. 

Da  das  dritte  Bild  a,  dem  zweiten  o,  zugeordnet  ist,  muss 
man  durch  a,  eine  Ordinale  zu  2-^  ziehen.  Das  dritte  Bild  findet 
man  aus  der  zugeordneten  zweiten  Ordinate  (a^),  d.  i.  aus  a^Ä 
und  weil  (a^)  positiv  ist,,  wird  (a,)  auf  Seite  des  bei  jZ,  stehen- 
den Sehpfeiles  II  aufgetragen^  wodurch  a,  gefunden  wird. 

Nimmt  man  an: 

(6,)  =  +  26,  (62)  =-   ß,  (ft.)  =  +  12 
(c,)  =  -  14,  (e,)  =  -  17,  (c,)  =  -  22 
(d,)  =  -  22,  (d,)  =  +  22,  (d,)=  -    8 
so  kann  man  mittels  der  dritten  Ordinaten  die  Ordinalen  zu  |  X^ 
und  mittels  der  übrigen  Ordinaten  die  Projectionen  der  Punkte  6,  c 
und  d  wie  bei  a  finden.  Man  wird  in  gleicher  Weise  wie  früher 
bei  der  Vollendung  der  Zeichnung  tur  jede  Bildebene  eine  eigene 
Farbe  wählen. 

Der  Lernende  yersinnliche  sich  bei  horizontal  liegender 
Zeicbnungsebene  die  Lage  der  abgebildeten  Raumpunkte  und 
ihrer  zweiten  und  dritten  Bilder. 

565.  Soll  eine  vierte  Bildebene  IV  etwa  senkrecht  zur  Bild- 
ebene III  eingeführt  werden^  so  ist  die  Bildaxe  mit  ^X^  zu  be- 
zeichnen und  man  erkennt  aus  den  dem  X  beigef  Qgten  Zeigern 
3  und  4,  dass  die  dritten  und  vierten  Bilder  zugeordnet  sind»  dass 
daher  das  dritte  und  vierte  Bild  eines  Punktes  in  einer  durch 
das  dritte  Bild  zu  3X4  senkrecht  zu  ziehenden  Ordinale  liegen, 
und  dass  jedes  vierte  Bild  durch  die  zugeordnete  dritte  Ordinate 
bestimmt  werden  muss. 

Die  dritten  Ordinaten  findet  man  aus  den  zugeordneten 
zweiten  Bildern  (ihre  Abstände  von  ^^Ta),  wie  dies  ein  Blick  auf 
3X3  lehrt  und  ihr  Vorzeichen  ergibt  sich  durch  Vergleichung  mit 
dem  bei  ^^  stehenden  Sehpfeile  IIL  Trägt  man  sonach  die 
dritten  Ordinaten  auf  den  entsprechenden  zu  ^X^  gehörenden 
Ordinalen  von  ^X^  aus  nach  Anforderung  des  Vorzeichens  auf, 
so  findet  man  das  vierte  Bild  des  in  Construction  stehenden 
Punktes. 

Die  Lage  von  ^X^  war  entweder  eine  gegebene  oder  eine 
beliebig  angenommene.  Dasselbe  gilt  fnr  den  Sehpfeil  IV.  Auch 
für  die  Bildebene  IV  wird  man  eine  besondere  Farbe  wählen. 

Werden  von  einem  Punkte  nun  z.  B.  das  vierte  und  dritte 
Bild  in  einer  Ordinale  zu  ^X^   beliebig   angenommen ,   so  kann 
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man  hieraus  das  zweite  und  auch  das  erste  Bild  unter  Anwen- 
dung der  Ordinatengesetze  anstandslos  ableiten. 

Die  Lege  einer  Ceraden  aas  zwei  zageerdeeteD  Prejeetlenen   za 
beartellen.  Ordiuaigerade.  Differenzen  -  Oreitxite. 

§.  28. 

566.  Der  Lernende  fertige  sich  ein  Modell ,  bestehend  aus 
zwei  aufeinander  senkrechten  Bildebenen  I  und  II,  sowie  aus 
zwei  zur  Bildaze  iX^  senkrechten  Ordinatenebenen  A  und  B  an, 
und  zeichne  in  j^der  Bildebene  die  Sehpfeile  auf,  um  die  Rich- 
tung des  Projicierens  vollständig  zu  bestimmen. 

Hierauf  nehme  er  einen  geradlinigen  Drat,  durchbohre  die 
Ordinatenebene  Ä  in  einem  beliebigen  Punkte  a,  die  Ordinaten- 
ebene  B  in  einem  Punkte  b  und  lege  den  Drat  durch  diese  bei- 
den Punkte  a  und  i,  so  besitzt  er  eine  Gerade  in  Verbindung 
mit  zwei  zugeordneten  Bildebenen  I  und  II. 

Um  die  Projectionen  dieser  Geraden  zu  finden,  sucht  man 
die  Projectionen  01027  ^1^2  ^^^  beiden  Punkte  o  und  &,  indem 
man  a  und  b  einmal  auf  die  Bildebene  I^  das  anderemal  auf  die 
Bildebene  II  projioiert.  Verbindet  man  o^  mit  &, ,  durch  eine 
Gerade  a^b^,  so  ist  a,  &|  das  erste  Bild  von  a6,  und  verbindet 
man  auch  a^  mit  b^j  so  ist  a^ij  das  zweite  Bild  von  ab. 

Aus  dem  Modelle  gelangt  man  auf  die  in  §.  26  gelehrte 
Art  zur  Vereinigung  der  ersten  und  zweiten  Bilder  a^a^,  b^b^ 
der  Punkte  a  und  b  mit  der  Zeichnungsebene,  also  auch  zur  Ver- 
einigung des  ersten  und  zweiten  Bildes  der  Geraden  ab. 

Die  Projectionen  o,  &| ,  a,  (3  werden  verschiedene  Lagen 
gegen  die  Axe  1JC2  annehmen,  je  nachdem  die  Punkte  a  und  b 
in  den  Ordinatenebenen  A  und  B  gewählt  wurden. 

Ö67.  Wie  erkennt  man  aus  zwei  zugeordneten  Pro- 
jectionen einer  Geraden,  ob  sie  zu  einer  der  beiden 
Projectionen  parallel  läuft? 

Läuft  eine  orthogonale  Projection  einer  Geraden  zur  Bild- 
axe  parallel,  so  ist  die  Gerade  zur  zugeordneten  Projection  pa- 
ralleL  Die  Richtigkeit  ist  leicht  einzusehen. 

Ist  demnach  das  zweite  Bild  a,  63  ^^  1^2  parallel,  Fig*  55, 
so  ist  die  Gerade  ab  zu  o^bi  parallel;  geht  aber,  wie  in  Fig.  56, 
das  erste  Bild  c,  d,  parallel  zur  Bildaxe  ^X^y  so  ist  die  Gerade 
cd  zur  zweiten  Projection  c^d^  parallel. 
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568.  Es  ist  eine  selbstverständliche  Sache:  läuft  eine  Ge- 
rade zu  einer  ihrer  Projectionen  parallel,  so  ist  sie 
auch  zu  jener  Bildebene  parallel,  in  welcher  die  Pro- 
jection  liegt 


Fig.  55. 
-4^ 
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Fig.  56. 


Fig.  57. 


669.  Welche  Lage  haben  zwei  zugeordnete  Pro- 
jectionen einer  Geraden,  wenn  diese  mit  einer  der 
beiden  Bildebenen  parallel  läuft? 

Jene  Projection,  zu  welcher  die  Gerade  des  Raumes  parallel 
geht,  ist  von  beliebiger  Lage;  die  zugeordnete  Projection  hin- 
gegen wird  stets  zur  Bildaxe  parallel  (567). 

Ware  demnach  beispieleweise  eine  Gerade  zur  vierten  Bild- 
ebene parallel  und  wäre  die  vierte  Bildebene  der  zweiten  zuge- 
ordnet,  so  könnte  die  vierte  Projection  gegen  die  Bildaxe  ^X 
eine  beliebige  Lage  erhalten,   die  zugeordnete  zweite  Projection 
müsste  jedoch  zu  2-^%  parallel  sein. 

570.  Sind  zwei  zugeordnete  Pro- 
jectionen einer  Geraden  zur  Bildaxe 
parallel,  so  ist  die  Gerade  selbst  zur 
Bildaxe  parallel,  weil  sie  mit  beiden 
Bildebenen  parallel  geht  (126). 

571.  Wie  liegen  zwei  zuge- 
ordnete Projectionen  einer  Ge- 
raden, wenn  diese  auf  einer  der 

^*^      beiden    Bildebenen     senkrecht 
.  steht? 
Auf  jener  Bildebene ,   auf  welcher   die  Gerade  senkrecht 
steht,  ist  ihre  orthogonale  Projection  ein  Punkt ;  in  der  zugeord- 
neten Bildebene  steht  hingegen  die  Projection  der  Geraden  senk- 
recht auf  der  Bildaxe.  Siehe  Fig.  58. 

572.  Sind  zwei  zugeordnete  Projectionen  einer  Geraden 
gleichzeitig  auf  der  Bildaxe  senkrecht,   so  liegt  die  Gerade  in 
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einer  Ordinatenebene  (539)   und  soll  eine  Ordinalgerade  ge- 
nannt werden.  Pifs^^S-^^* 

Von  zwei  ssugeordneten  Projectionen  einer  Geraden  kann 
niemals  eine  Prajeotion  zor  Bildaxe  senkrecht  sein,  wenn  es 
nicht  auch  die  zugeordnete  Projection  ist. 

573.  Sind  zwei  zugeordnete  Projectionen  einer  Geraden  zur 
Bildaxe  geneigt,  so  ist  auch  die  Gerade  zu  beiden  Bildebenen  ge- 
neigt In  Fig.  57  ist  die  Gerade  ed  zu  den  Bildebenen  I  und  II 
geneigt,  weil  beide  Projectionen  e^d^  und  c^d^  zu  ^X^  geneigt 
sind. 

574.  Wie  wird  in  einer  durch  zugeordnete  Projec- 
tionen gegebenen  Geraden  ein  Punkt  angenommen? 

Man  zieht  eine  Ordinale;  diese  schneidet  die  zugeordneten 
Projectionen  der  Geraden  in  zwei  zugeordneten  Bildern  eines 
Punktes  der  Geraden,  der  nun  angenommen  ist  Sind  z.  B.  in 
flg.  57  die  Punkte  EFG  in  der  Bildaxe  beliebig  angenommen 
und  durch  sie  Ordinalen  gezogen  worden,  so  sind  e^e^  sowie 
fif^  und  piff^  zugeordnete  Bilder  von  drei  in  der  Geraden  cd 
beliebig  angenommenen  Punkten  e,  /  und  g. 

575.  Was  versteht  man  unter  den  Spuren  einer 
Geraden  ? 

Ihre  Durchscbnittspunkte  mit  den  Bildebenen.  Die  erste 
Spur  einer  Geraden  ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Bildebene  I,  ihre 
n^  Spur  ihr  Schnittpunkt  mit  der  n^*°  Bildebene.  Dabei  ist  es 
eine  selbstverständliche  Sache: 

Die  erste  Spur  einer  Geraden  liegt  in  der  ersten, 
die  n^  Spur  in  der  «••"  Projection  der  Geraden.  Die 
zugeordnete  Projection  einer  jeden  Spur  einer  Geraden  liegt  in 
der  Bildaxe  (558). 

576.  Wie  construiert  man  aus  zwei  zugeordneten 
Projectionen  einer  Geraden  ihre  Schnitte  mit  den  Bild- 
ebenen ? 

Sucht  man  den  Schnitt  der  Geraden  mit  einer  Bildebene, 
so  muss  man  die  Projection  der  Geraden  in  der  zugeordneten 
Bildebene  (531)  mit  der  Bildaxe  zum  Durchschnitt  bringen; 
zieht  man  durch  diesen  Schnittpunkt  eine  Ordinale,  so  ergibt 
diese  im  Schnitte  mit  der  anderen  Projection  der  Geraden  die  ge- 
suchte Spur  (558).  Demzufolge  ist  in  Fig.  57  a,  die  zweite  und  (| 
die  erste  Spur  der  Geraden  cd.  Wendet  man  auf  OiO,,  6|&a  das 
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Ordinatengesete  (566,  b)  an,  so  erkennt  man  die  RichtigkeU  der 
Spuren-Construction. 

577.  Wie  wird  man  in  einer  gegebenen  Geraden 
einen  Punkt  ermitteln,  dessen  Abstand  von  einer 
Bildebene  gleich  einer  gegebenen  Länge  X  ist? 

Man  zieht  in  der  zugeordneten  Bildebene  im  Abstände  X 
parallel  zur  Bildaxe  eine  Gerade,  bis  sie  die  in  derselben  Bild- 
ebene liegende  Projeotion  der  Geraden  schneidet;  dieser  Schnitt- 
punkt ist  ein  Bild  des  gesuchten  Punktes.  Das  zugeordnete  Bild 
liegt  in  der  Ordinale  und  in  der  zugeordneten  Projection  der 
Geraden. 

Ob  X  positiv  oder  negativ,  man  berücksichtigt  jedenfalls  das 
Ordinatengesetz  (556,  e). 

578.  Wie  wird  man  sich  eine  durch  zwei  zugeord- 
nete Projectionen  gegebene  Gerade  versinnlichen? 

Man  wählt  sich  in  der  Geraden  zwei  Punkte  (574),  versinn* 
licht  sich  die  Orte  wo  sie  liegen  (557)  und  legt  durch  beide  Orte 
eine  Gerade. 

In  Fig.  57  kann  man  sich  entweder  zwei  Punkte  wie  e  und/, 
oder  auch  die  zweite  Spur  ag  über  der  horizontal  liegenden 
Zeichnungsebene  versinnlichen;  die  Gerade  geht  dann  durch 
bi  f  e  und  a. 

579.  Welcher  Teil  einer  Geraden  erscheint  dem 
projicierenden  Auge  durch  die  Bildebene  gedeckt? 

Jener  Teil,  dessen  Punkte  negative  Ordinalen  bezuglich 
des  projicierenden  Auges  besitzen  (534). 

So  haben  z.  B.  in  Fig.  57  alle  Punkte  der  Geraden  cd  von 
b  gegen  o  hin  negative  erste  Ordinalen  (weil  die  zugeordneten 
zweiten  Bilder  mit  dem  Sehpfeile  I  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  ,Xa  liegen),  mithin  erscheint  der  Teil  von  6,  gegen  e 
hin  dem  Auge  I  als  von  der  Bildebene  I  gedeckt,  wesshalb  man 
die  erste  Projection  dieses  Teiles  strichelt. 

Von  a,  gegen  d  hin  besitzen  alle  Punkte  der  Geraden  ed 
negative  zweite  Ordinalen,  folglich  erscheint  dem  Auge  II  der 
Teil  a,  d^  als  von  der  Bildebene  II  gedeckt,  wesshalb  man  auch 
das  zweite  Bild  dieses  Teiles  der  Geraden  cd  strichelt 

580.  Wie  wird  man  die  wahre  Länge  einer  durch 
zwei  zugeordnete  Projectionen  gegebenen  Strecke 
ermitteln  ? 


ist 

■  >  ■  ■ 

Da  man  bezüglich  zweier  Bildebenen  die  Ordinaten  der 
Endpunkte  der  Strecke  kennt  (556,  b)  so  kann  man  nach  der  in 
(518)  erklarten  Methode  die  Ordinatenfiäche  der  Strecke 
constroieren. 

Die  Strecke  ef  der  Fig.  57  besitzt  zwei  Oräinatenfläoben ; 
die  erste  Ordinatenfiäche  wurde  an  e^f^  angezeichnet, 
indem  e,  ef  =  {e,\  (d.  i.  =  e^B),  und  /,/  =  (/J,  (d.  i.  ^ hF) 
gesetzt  wurde.  Die  zweite  Ordinatenfiäche  würde  sich  ergeben, 
wenn  man  in  ^  und  /j  Senkrechte  t^ «",  f^f*  zu  e.^<^  von  den 
Längen  {t^  und  {f^  errichten  würde. 

Die  Strecken  eff  und  e'*f*y  welche  einander  gleich  sein 
müssen,  geben  die  wahre  Länge  der  Strecke  tf  an. 

Für  den  Lernenden  ist  es  sehr  lehrreich,  sich  die  beiden 
Ordinatenflächen  einer  Strecke  aus  einem  zusammenhängenden 
Stück  Pappe  zu  construieren,  sie  längs  der  beiden  Trapezen  ge- 
meinsamen Geraden  (die  mit  einem  Schnitt  bis  in  die  halbe  Dicke 
der  Pappe  versehen  wird)  umzubiegen,  und  beide  Trapeze  durch 
geeignete  Einschnitte  in  die  Bildebenen  mit  diesen  letzteren  in 
senkrechter  Stellung  zu  verbinden.  Zeichnet  er  noch  in  den 
Bildebenen  die  Ordinatenfiächen ,  so  eignet  sich  das  so  erhal- 
tene Modell  für  viele  Untersuchungen  über  die  gerade  Linie. 

581.  Wie  ermittelt  man  die  wahre  Länge  einer  durch 
zwei  zugeordnete  Projectionen  gegebenen  Strecke, 
ohne  die  Umlegung  der  Geraden  zu  zeichnen? 

Dm*ch  die  Construction  der  Differenzen-Dreiecke. 

Nach  der  in  (522)  gegebenen  Erklärung  wird  man  zu  einer 
Strecke  ebensoviele  Differenzen-Dreiecke  construieren  können, 
als  die  Strecke  Projectionen  besitzt.  Will  man  das  n^  Differenzen- 
Dreieck  einer  Strecke  ef  construieren,  so  wird  man  die  alge- 
braische Differenz  der  Ordinaten  (««)  und  (/,)  als  erste, 
und  die  Tite  Projection  e»  /«  als  zweite  Kathete  wählen ;  die  Hypo- 
thenuse  vervollständigt  das  n^  Differenzen-Dreieck  und  gibt  die 
wahre  Länge  der  Strecke  tf  an. 

Es  ist  zu  empfehlen,  in  der  Zeichnung  an  den  Ordinaten 
selbst'die  Subtraction  vorzunehmen,  wie  dies  Fig.  57  zeigt,  wo- 
selbst die  erste  Ordinate  (/j )  :=  f^P  von  der  ersten  Ordinate 
(«,)  =  «2 JS  von  e^  aus  subtrahiert  wurde.  Die  Strecke  E^E  ist 
somit  ■=  (^,)  —  (/,).  Ergreift  man  jetzt  die  erste  Projection  «,/i 
mit  dem  Zirkel  und  überträgt  sie  nach  EF'^  so  ist  I^EF  das 
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oi'jsto  Differenzen-Dreieck  der  Strecke  /?/,   folglich  ist  E'F'  die 
wahre  Länge  von  ef. 

Wollte  man  das  zweite  Differenzen-Dreieck  zu  ef  con- 
struieren,  so  würde  man  die  kleinere  zweite  Ordinate  (e,)  vonf/,) 
vom  Punkte  /^  aus  auf  der  Ordinale  subtrahieren  und  den  Rest 
als  die  eine  Kathete  betrachten.  Die  andere  Kathete  ist  =  «2/2 
und  wird  von  F  aus  auf  der  Bildaxe  aufgetragen.  Die  Hypo- 
thenuse  gibt  wieder  die  wahre  Länge  der  Strecke  ef. 

Zur  Construction  der  Differenzen-Dreiecke  kiuin  übrigens 
jeder  beliebige  rechte  Winkel  benützt  werden. 

582.  Haben  die  Endpunktsordinaten,  welche  zur  Construction 
eines  Differenzen-Dreieckes  verwendet  werden,  entgegengesetzte 
Zeichen,  so  muss  man  die  Ordinaten  in  der  Construction  sum- 
mieren und  diese  Summe  als  eine  Kathete  annehmen. 

Ö83.  Wie  construiert  man  den  Neigungswinkel 
einer  durch  zwei  zugeordnete  Projectionen  gegebenen 
Geraden  gegen  eine  der  beiden  Bildebenen? 

Man  wählt  in  der  Geraden 
zwei  Punkte  (574)  und  zeichnet 
in  jener  Bildebene,  zu  welcher 
die  Neigung  der  Geraden  er- 
mittelt werden  soll,  die  Ordina- 
tenfläche  (518)  der  Geraden.  Der 
von  ihrer  Umlegung  mit  der  Pro- 
jection  eingeschlossene  Winkel 
ist  dem  gesuchten  Neigungswin- 
kel gleich. 

In  Fig.  57  ist  der  von  e'f 
mit  6|/|  gebildete  Winkel  gleich 
der  ersten  Neigung  der  Geraden  cd,  und  der  von  e"f'  mit 
^2/2   gebildete  Winkel  gleich  der  zweiten  Neigung. 

584.  Wie  wird  man  auf  einer  geraden  Linie  von 
einem  bestimmten  Punkte  aus  eine  gegebene  Länge 
auftragen  und  die  Projectionen  des  Endpunktes  be- 
s  timmen  ? 

Man  wird  sich  in  der  Geraden  irgend  zwei  Punkte  an- 
nehmen, eine  Umlegung  construieren  (518),  in  dieser  die  gegebene 
Länge  auftragen  und  aus  der  Umlegung  die  Projection  ermitteln. 
In  Fig.  57  wurde  von  e'  aus  eine  angenommene  Länge  nach  ef  g* 
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aufgetragen;  g^g^  wurde  _L  ej/,  gezogen^  also  ist  g^  das  erste 
Bild  von  g.  Das  zweite  Bild  g^  entsteht  durch  die  Ordinale  des 
Punktes  g.  Zur  Probe  muss  sich  g'g^^  z=  g^G  ergeben. 

685.  Wie  wird  man  die  Projectionen  der  Teil- 
punkte finden,  weni^  man  eine  Strecke  nach  gegebenen 
Verhältnissen  teilt. 

Teiltman  jedeProjection  der  Strecke  von  zugeordneten  Punkt- 
bildem  aas  nach  den  gegebenen  Verhältnissen;  so  sind  diese  Teil- 
punkte die  Projectionen  von  den  Teilpunkten  im  Räume,  weil  jede 
gerade  Punktreihe  des  Baumes  zu  ihrer  orthogonalen  Projection 
geometrisch  proportional  ist 

586.  Wie  wird  man  die  zweite  Projection  einer 
Geraden  finden,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt« 
gehen,  die  Gerade  ^,/,  zu  ihrem  ersten  Bilde  haben 
and  einen  gegebenen  Winkel  mit  e^f^  einschliessen 
soll? 

Man  zeichnet  sich  die  zu  e^f^  senkrechte  Umlegung  e'  des 
Punktes  e  (Fig.  57) ,  zieht  durch  e'  eine  Gerade  e'f  unter  dem 
gegebenen  Winkel  gegen  die  Projection  g,/, ,  wählt  einen  Punkt 
f  in  der  Umlegung  dei'  Geraden  beliebig,  zieht  /'/,  senkrecht  zu 
e,/|,  durch/,  eine  Ordinale  und  trägt  die  erste  Ordinate  (/,)  =/'/i 
von  /'^nach  Ff^  auf,  so  ist  f^  das  zweite  Bild  des  Punkti>s  /.Die 
Gerade  e^f^  ist  das  Resultat  der  Aufgabe. 

587.  Gibt  es  wol  einen  Fall,  in  welchem  man  aus 
zwei  zugeordneten  Projectionen  noch  nicht  auf  die 
Lage  der  Geraden  gegen  die  Bildebenen  schliessen 
kann  ? 

Bei  einer  Ordinalgeraden  (572)  kann  man  die  Lage  nur 
dann  beurteilen,  wenn  man  von  zwei  Punkten  derselben  die  zuge- 
ordneten Projectionen  kennt.  In  Fig.  58  kann  man  die  Lage  von 
pnnr  insoweit  erkennen,  als  man  weiss,  dass  die  Gerade  pp  in 
der  durch  PiP2  gehenden  Ordinalebene  liegt;  welche  Lage  aber 
diese  Ordinatenebene  besitzt,  ist  durchaus  unbekannt.  Von  der 
Geraden  a6,  die  gleichfalls  in  einer  Ordinatenebene  liegt,  befindet 
sich  der  Punkt  a  über  a^  in  der  Entfernung  {a^)  =^  a^A\  der 
Ponkt  h  über  fr,  in  der  Entfernung  (6|)  =  b^A^  mithin  kann  man 
sich  in  diesem  Falle  beide  Paukte  und  hiedurch  die  Lage  von 
ab  Tersinnlichen« 

588.  Wie  wird  man  das  zugeordnete  Bild  von 
einem  Punkte  einer  bestimmten  Ordinal geradeui  oder 
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einer  solchen,  welche  sich  einer  Ordinalgeraden 
nähert;  construieren,  wenn  ein  Bild  des  Punktes  be- 
kannt ist  ? 

a)  Man  wird  den  Satz  zur  Anwendung  bringen,  dass  die 
Parailel-Projectionen  einer  geraden  Punktreihe  untereinander  geo- 
metrisch proportional  sind.  Ist  nun  in  Fig.  58  eine  Gerade 
durch  zwei  Punkte  a  und  h  bestimmt,  und  ist  von  einem  in  ihr 
liegenden  Punkte  c  das  Bild  c^  gegeben,  so  wird  man  etwa  durch 
a^  eine  beliebige  Oerade  ziehen,  a^V  =:^  a^b^ja^e'  =^  a^c^  setzen, 
und  durch  c  eine  Parallele  zu  i^ft,  ^^Sl^^}  welche  sofort  c^  be- 
stimmt. Sollte  das  Bild  a^  b^  sehr  kurz  sein  im  Verhältnis  zu  a^b^y 
so  wird  man  a^V  -=^2  .a^b^  und  Oj c'  =  2 .  aj  Cj  oder  nach  Um- 
ständen auch  drei-,  viermal  so  gross  setzen,  damit  die  Gerade  b*  &2 
keinen  allzuspitzen  Winkel  mit  o^fr,  einschliesst. 

b)  Eine  zweite  Methode  c^  zu  bestimmen,  bestünde  darin, 
dass  man  eine  dritte  Bildebene,  etwa  eine  Kreuzrissebene  ein- 
fuhrt, um  die  erste  Ordinate  (C|)  zu  finden,  woraus  nach  dem 
zweiten  Ordinatengesetze  c^  gefunden  wird. 

Der  Lernende  suche  die  Spuren  dieser  Geraden  mit  Hilfe 
eines  dritten  Bildes,  und  verwende  nach  (559)  bei  der  Ausfüh- 
rung seiner  Zeichnungen  mehrere  Farben. 

^.     ,^  589.    Welche  Lage   be- 

Sitzt  eine  ijreraae,  wenn 
zwei  zugeordnete  Projec- 
tionen  derselben  in  einer 
und  derselben  beliebigen 
geraden  Linie  liegen? 

Die  Gerade  schneidet  die 
Bildaxe,  liegt  vor  der  einen  aber 
hinter  der  anderen  Bildebene  und 
ist  gegen  beide  Bildebenen  gleich 
geneigt.  Der  Lernende  wolle  sich 
hieven  überzeugen. 

590.  Um  die  Lehren  dieses 
Paragrafes  besonders  einzuüben, 
nehme  man  in  mehreren  Beispielen  die  Bildaxe  2^3  vertical  und 
arbeite  blos  in  den  zwei  verticalen  zugeordneten  Bildebenen 
n  und  IIL    Die  Bildebene  I  lasse  man  weg. 
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Sieh  «ehBelilettde,  sich  kreaxende  and  parallele  Gerade.  Deckgerade. 

§•  29. 

591.  Wie  erkennt  man  aus  den  Projectionen  zweier 
Geraden,  ob  sie  sich  schneiden  oder  sich  kreuzen? 

Wenn  der  Schnittpunkt  der  ersten  Bilder  mit  dem  Schnitt- 
punkte der  zugeordneten,  also  der  zweiten  Bilder  in  einer  Ordinale 
liegt,  dann  schneiden  sich  die  Geraden,  jedoch  darf  keine  dieser 
Geraden  eine  Ordinalgerade  sein  (572).  In  Fig.  59  sind  drei 
gerade  Linien  gezeichnet  Die  Gerade  p  nähert  sich  von  links 
gegen  rechts  beiden  Bildebenen,  q  nähert  sich  der  Bildebene  I 
und  entfernt  sich  von  U  und  v  entfernt  sich  von  links  gegen 
rechts  von  beiden  Bildebenen. 

Den  Punkt  a  haben  die  Geraden  p  und  q  gemein,  also 
schneiden  sich  diese  Geraden.  Die  Linien  p  und  v  haben  keinen 
Punkt  gemein,  denn  die  Ordinale,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
von  pi  mit  v^  geht,  geht  nicht  auch  gleichzeitig  durch  den  Schnitt- 
punkt von  p2  ixiit  v^;  also  kreuzen  sich  p  und  v. 

592.  Wie  wird  man  einen  Punkt  mit  einer  Geraden 
durch  eine  Gerade  verbinden? 

Man  wird  in  der  gegebenen  Geraden  einen  Punkt  annehmen 
(574),  und  in  jeder  Bildebene  die  Projectionen  der  beiden  Punkte 
durch  eine  Gerade  verbinden,  so  sind  diese  Geraden  die  Pro- 
jectionen derjenigen  Geraden,  welche  im  Räume  den  Punkt  mit 
der  gegebenen  Geraden  verbindet.  Kennt  man  die  Projectionen 
der  Verbindungsgeraden,  so  ist  dadurch  ihr  Oi*t  im  Raum  be- 
stimmt 

593.  Was  verstehen  wir  unter  Deckgeraden? 

Wenn  zwei  Gerade  eine  Projection  gemein  haben,  so  er- 
scheinen sie  dem  projicierenden  Auge  als  sich  deckend,  und 
heissen  desshalb  Deckgerade  (511).  Man  nennt  si6  Einser- 
deckgerade,  wenn  sie  die  erste,  Zwei  erdeck  gerade,  wenn 
sie  die  zweite  Projection  gemein  besitzen.  In  Fig.  59  sind  q  und  i; 
Einserdeckgerade,  weil  q^  mit  v^  zusammenfällt  Deckgerade 
müssen  sich  immer  schneiden,  q  und  i;  schneiden  sich  .im 
Punkte  €• 

Besitzen  sich  kreuzende  Gerade  Deckpunkte? 

594.  Wenn  sich  zwei  Gerade  kreuzen  (33) ,  so  nennen  wir 
jene  swei   Punkte  derselben^  welche  ein  gemeinsames  erstes  Bild 
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haben.  Einserdeck  punkte,  jene  zwei  Punkte  der  Geraden, 
welche  ein  gemeiasames  zweites  Bild  besitzen,  Zweierdeck- 
punkte. In  Fig.  59  sind  a  und -5  Einserdeckpunkte  der  Geraden 
p  und  V.  Weil  {b^)  <[  (a^),  so  geht  von  oben  herab  besehen  die 
Gerade  v  unter  der  Geraden  p  hinweg. 

Die  Punkte  d  und  e  sind  Zweierdeckpunkte  und  weil 
(e,)  >  (d,)?  so  folgt,  dass  von  vorn  gesehen  die  Gerade  t?  vor 
der  Geraden  p  vorübergeht. 

Um  sich  zu  Fig.  59  ein  Modell  anfertigen  zu  können,  wird 
der  Lernende  ausser  den  beiden  Bildebenen  I  und  11  noch  zwei 
Ordinatenebenen  herstellen,  am  einfachsten  jene,  in  welchen  die 

Fig.  60. 


J(t 


i 


II 


Punkte  a  und  d  liegen.  Werden  die  Schnittpunkte  der  drei  Ge- 
raden p,  q  und  V  mit  den  Ordinatenebenen  aufgesucht,  und  durch 
Dräte  (z.  B.  Stricknadeln)  diese  Geraden  dargestellt,  so  wird 
man  finden,  dass  die  Geraden  p  und  g  sowie  q  und  v  sich  schnei- 
den, dass  aber  p  die  Gerade  v  kreuzt,  q  und  v  sind  Einserdeck- 
gerade. 

595.  Wie  erkennt  man  das  Parallelsein  von  zwei 
geraden  Linien  aus  zwei  zugeordneten  Projectionen? 

Wenn  in  jeder  Bildebene  die  Projectionen  der  Geraden  pa- 
rallel laufen,  Fig.  60.  Liegen  zwei  gerade  Linien  in  keinen  Ordina- 
tenebenen, so  genügt  das  Parallelsein  der  orthogonalen  Projectionen 
in  zwei  zugeordneten  Bildebenen  zur  Behauptung  des  Parallelseins 
der  Geraden  im  Räume.  Liegen  aber  zwei  Gerade  in  Ordinaten- 
ebenen, so  musB  man  noch  die  Projectionen  auf  einer  dritten 
Bildebene  suchen,  für  welche  die  Geraden  keine  Ordinalgeradea 
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(572)   sind;    läuft  das   dritte  Paar  Projectionen  parallel,   so  sind 
aach  die  Geraden  im  Räume  parallel. 

596.  Parallele  Gerade  gehören  zu  den  sich  schneidenden 
Geraden,  nur  liegt  der  Schnittpunkt  derselben  im  Unendlichen, 
folglich  liegen  auch  die  zugeordneten  Projectionen  im  Unendlichen, 
d.  h.  in  jeder  Bildebene  sind  die  Projectionen  parallel. 

597.  Wie  wird  man  durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Gerade  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden 
ziehen  ? 

Zieht  man  in  jeder  von  zwei  zugeordneten  Bild- 
ebenen durch  die  Projection  des  Punktes  eine  Parallele  zu  der 
Projection  der  Geraden,  so  erhält  man  dadurch  die  Projectionen 
der  Parallelen  im  Räume. 

598.  Stehen  zwei  Gerade  auf  einer  Bildebene  senkrecht,  so 
hat  sich  ein  Paar  Projectionen  in  ein  Paar  Punkte  verwandelt, 
deren  Abstand  gleich  ist  der  Entfernung  der  parallelen  zur  Bild- 
ebene senkrechten  Geraden. 

In  Fig.  61  sind  die  Geraden  ab  und  od  Ordinalgerade  ,  jede 
durch  ein  Paar  Punkte  bestimmt  Es  wurde  eine  Bildebene  III 
senkrecht  zu  II  eingeführt,  und  wurden  die  dritten  Bilder  von 
ab  und  cd  unter  Anwendung  der  Ordinatengesetze  (656)  gesucht. 

Wo  liegen  die  Spuren  dieser  Geraden  (575)? 

Beartellang  der  Lage  einer  Ebene  aas  ihren  Sparen. 

§.  30. 

599.  Bevor  man  zur  bildlichen  Darstellung  einer  Ebene  u 
schreitet,  wird  es  gut  sein,  in  einem  aus  zwei  zugeordneten  Bild- 
ebenen I  und  II  bestehenden  Modelle  aus  steifem  Zeichnungs- 
papier, eine  Ebene  u  mit  den  Bildebenen  so  zu  verbinden,  dass 
ihre  Schnitte  mit  denselben  zur  Bildaxe  ^X,  ^^^  geneigte  Lage 
erhalten. 

Von  dieser  Ebene  u  entstehen  vier  Teile,  von  welchen  zwei 
Teile  über  der  Bildebene  I  liegen  und  von  den  beiden  anderen 
Teilen  durch  den  Schnitt  mit  der  Bildebene  I  getrennt  liegen. 
Ebenso  liegen  auch  zwei  Teile  der  Ebene  u  vor  und  zwei  Teile 
hinter  der  Bildebene  II;  ihre  gemeinsame  Grenze  ist  der  Schnitt 
der  Ebene  u  mit  der  Bildebene  U. 

Die  Schnitte  einer  Ebene  mit  den  Projectionsebenen  nennt 
man  die  Tracen  oder  Spuren  der  Ebene;  sie  sollen  durch  jenen 

Seli]«iiii(«r,  Gtometrl«»  10 
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Buchstaben  bezeichnet  werden ,  mit  dein  die  Ebene  bezeichnet 
wird,  und  ein  über  diesen  Buchstaben  gesetzter  Querstrich  soll 
stets  die  symbolische  Bezeichnung  einer  Spur  sein. 

Die  erste  Spur  einer  Ebene  u  ist  ihr  Schnitt  mit  der  ersten 
Bildebene  I  und  wird  mit  w,  (lese  Spur  u  Eins)  bezeichnet;  üg 
ist  die  zweite,  w,  die  dritte  Spur  u.  s.  w. 

600.  Um  eine  Ebene  u  auf  eine  einfache  Weise  in  ihrer 
Lage  gegen  zwei  zugeordnete  Bildebenen  zu  bestimmen  ,  wird 
man  ihre  Spuren  in  diesen  Bildebenen  anzugeben  haben ;  es  ist 
leicht  einzusehen,  dass  zwei  zugeordnete  Spuren  einer 
Ebene  sich  immer  in  der  Axe  der  zugeordneten  Bildebenen, 
d.  i.  in  einem  Axenpunkte  der  Ebene  schneiden  müssen. 

601.  Wie  versinnlicht  man  sich  die  Lage  einer 
Ebene,  wenn  man  ihre  erste  und  zweite  Spur   kennt? 

_,.     g«  Man   versinnlicht   sich 

zuerst  die  Bildebene  II,  in- 
dem man  durch  (Xj,  Fig.  62, 
ein  ebenes  Blatt  Papier  senk- 
recht zu  der  horizontal 
liegenden  Zeichnungsebene 
stellt.  In  dieser  Ebene  II 
zieht  man  durch  den  Axen- 
punkt  U  nach  rechts  und 
aufwärts  eine  Gerade,  welche 
gegen  jZj  ebenso  geneigt  ist,  wie  Wj  g^g®^  i^2>  ^^  ^^*  diese 
Gerade  die  versinnlichte  ü.^. 

Legt  man  dann  noch  ein  ebenes  Blatt  Papier  durch  ü|  und 
durch  die  versinnlichte  Ü2  ,  so  ist  die  Lage  der  Ebene  u  ver- 
sinnlicht. 

602.  Wenn  man  die  erste  Spur  einer  Ebene  un- 
geändert  lässt,  dafür  aberüj  ^^  alle  möglichen  Lagen 
bringt,  wie  verändert  sich  die  Stellung  der  Ebene  u 
hiedurch? 

Geht  Ü2  vom  Axenpunkt  U  nach  rechts  aufwärts^  so  geht 
auch  der  über  der  Bildebene  I  liegende  Teil  der  Ebene  u  rechts 
aufwärts;  geht  ü.^  vom  Axenpunkt  27  nach  links  aufwärts,  so 
geht  auch  die  Ebene  u  von  ü^  nach  links  aufwärts,  und  ist  ü, 
weder  rechts  noch  links  geneigt,  so  ist  auch  die  Ebene  u 
weder  rechts  noch  links  geneigt,  d,  h.  sie  steht  senkrecht 
auf  der  Bildebene  I. 
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603.  Wenn  man  die  zweite  Spur  einer  Ebene  un- 
geändert  lässt,  dafür  aber  ü^  in  alle  möglichen  La- 
gen bringt^  wie  verändert  sich  die  Stellung  der  Ebene 
u  hiednrch? 

Wenn  der  vor  der  Bildebene  II  liegende  Teil  von  w»  rechts 
oder  links  geneigt  ist,  so  ist  auch  der  vor  der  Bildebene  II  lie- 
gende Teil  der  Ebene  u  rechts  oder  links  geneigt,  und  steht  ü^ 
senkrecht  auf  der  Bildaxe,  so  steht  auch  die  Ebene  u  senkrecht 
auf  der  Bildebene  II. 

Der  Lernende  versinnliche  sich  allemal  die  Stellungen  der 
Ebene, 

604.  Wann  steht  also  eine  Ebene  auf  einer  Bild- 
ebene senkrecht? 

Wenn  die  Spur  in  der  zugeordneten  Bildebene  senk- 
recht auf  der  Bildaxe  steht. 

605.  Wenn  ü^  parallel  zur  Bildaxe  jX^  ist,  welche 
Lage  muss  die  zugeordnete  Ü2  annehmen? 

i«2  muss  ebenfalls  zu  iJC,  parallel  sein,  weil  sich  zwei  zu- 
geordnete Spuren  in  der  Bildaxe  schneiden  müssen  (600)  und 
hier  dieser  Schnittpunkt  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Bild- 
axe liegt 

606.  Wenn  ü|  parallel  zur  Bildaxe  ist,  und  ü^  im 
Unendlichen  liegt,  welche  Lage   erhält  die  Ebene  u? 

Sie  wird  parallel  zur  Bildebene  II,  steht  also  senkrecht  zur 
Bildebene  I. 

607.  Wenn  ü^  parallel  zur  Bildaxe  ist,  und  ü^  im 
Unendlichen  liegt,  welche  Lage  erhält  die  Ebene  u? 

Sie  wird  parallel  zur  Bildebene  I,  steht  also  senkrecht  auf 
der  Bildebene  II. 

608.  Wie  weit  erstreckt  sich  die  orthogonale  Pro- 
jection  einer  unbegrenzten  Ebene  u? 

Die  ganze  Bildebene  ist  das  Bild  der  Ebene  ti;  denn  wenn 
die  Ebene  u  schief  zur  Bildebene  steht,  so  muss  jeder  zur  Bild- 
ebene senkrechte  Sehstral  sowol  die  Ebene  u,  als  auch  die  Bild- 
ebene treffen,  mithin  ist  jeder  Punkt  der  Bildebene  eine 
Projection  von  einem  Punkte  der  Ebene  u, 

609.  Wenn  aber  eine  Ebene  u  auf  einer  Bildebene 
senkrecht  steht,  was  ist  dann  das  Bild  der  Ebene  u 
auf  dieser  Bildebene? 
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Fig.  63. 


Die  Flächenausdehnung  des  Bildes  der  Ebene  ist 
verschwanden,  und  nur  die  Spur  der  Ebene  ist  ihr  Bild. 
Steht  eine  Ebene  auf  einer  Bildebene  senkrecht,  so  bezeichnen  wir 
die  Spnr  in  derselben  als  eine  Nullseite  der  Ebene,  um  anzuzei- 
gen, dass  die  Flächenausdehnung  des  Bildes  der  Ebene  zu  Null  ge- 
worden ist;  das  Symbol  zur  Bezeichnung  der  Nullseite  besteht  darip, 

o 

über  das  Symbol  der  Spur  eine  Null  zu  setzen,  ü^  (lese  Null- 
seite ««,)  würde  sonach  bedeuten,  dass  die  Ebene  u  auf  der 
Bildebene  I  senkrecht  steht  Zu  Bildebenen  senkrechte  Ebenen 
nennt  man  auch  projicierende  Ebenen,  oder  Sehebenen.  Eine 
Einser  -  Sehebene  steht  senkrecht  auf  der  ersten ,  eine  Zweier* 
Sehebene  auf  der  zweiten  Bildebene  u.  s.  f. 

610.  Was  gibt  die  Ebene  II  auf  jeder  zugeordne- 
ten Bildebene  für  ein  Bild? 

Die  Bildebene  U  zeigt  in 
der  Bildebene  I  die  Nullseite, 
und  zwar  ist  die  Bildaze 
die  Nullseite  der  Ebene  U. 
Es  muss  also  jeder  Punkt  der 
Bildebene  II  sein  erstes  Bild  in 
der  Nullseite  von  II,  d.  i.  in  der 
Bildaxe  liegen  haben  (558). 

611.  WasgibtdieEbene  I 
auf   jeder    zugeordneten 
Bildebene  U  für  ein  Bild? 
Die  Bildebene  I  zeigt  in  der  zugeordneten  Bildebene  II  die 
Nullseite,   und  zwar   ist    die  Bildaxe  die  Nullseite   der 
Ebene  I.  Es  muss  also  jeder  Punkt  der  Bildebene  I  sein  zwei- 
tes Bild  in  der  Nullseite  von  I,  d.  i.  in  ^X^  liegen  haben  (ö58). 

612.  Wenn  wir  senkrecht  zur  Bildebene  I  in  dem  Sinne 
sehen,  wie  es  der  Sehpfeil  I  angibt,  so  nennen  wir  die  dem  Auge 
zugewendete  Seite  einer  Ebene  u  ihre  Oberseite;  wenn  wir 
aber  senkrecht  zur  Bildebene  II  im  Sinne  des  Sehpfeiles  II  sehen, 
so  bezeichnen  wir  die  dem  Auge  zugewendete  Seite  einer  Ebene  u 
als  Vorderseite,  die  andere  Seite  als  Ruckseite  der  Ebene  ti. 

613.  Welche  Lagen  müssen  die  Spuren  einer 
Ebene  u  besitzen,  wenn  die  Oberseite  zugleich  Vor- 
derseite sein  soll? 

ü^  und  ü,  müssen  gleichzeitig  nach  rechts  oder  gleich* 
zeitig  nach  links  gerichtet  sein;  dabei  meinen  wir  wie  immer 
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von  Ü2  den  fiber  der  Bildebene  I,  und  von  ü^  den  vor  der 
Bildebene  II  liegende  Teil.  Es  ist  daher  in  Figur  62  die  Ober- 
seite die  Vorderseite,  d.  h.  wenn  das  projicierende  Auge  senk- 
recht zur  Bildebene  I  sieht,  so  sieht  es  von  der  Ebene  u  dieselbe 
Seite,  als  wenn  es  projicierend  senkrecht  zur  Bildebene  II  sieht. 

614.  Welche  Lagen  müssen  die  Spuren  einer 
Ebene  besitzen,  wenn  die  Oberseite  zugleich  Bück- 
seite sein  soll? 

Wenn  von  den  positiv  liegenden  Teilen  die  eine  Spur  rechts 
die  andere  links  geht,  so  ist  die  Oberseite  zugleich  Rückseite. 
Dieser  Fall  ist  bei  der  Ebene  v  in  Fig.  63  vorhanden ,  wovon 
man  sich  am  einfachsten  durch  Versinnlichung  der  Ebene  v  über- 
zeugt (601).  Bei  der  Ebene  w  ist  keine  Oberseite  vorhanden,  weil 

o 

sie  in  der  Bildebene  I  die  Nullseite  w  zeigt  (609). 

615.  Wo  liegt  das  zugeordnete  Bild  einer  Ebe- 
nenspur? 

In  der  Bildaze.  Sind  z.  B.  die  m^  und  die  n^  Bildebene  ein- 
ander  zugeordnet,  so  liegt  von  der  mf^  Spur  einer  Ebene  t<  das 
zugeordnete  n^  Bild  in  der  Bildaxe  m^  und  in  gleicher  Weise 
liegt  auch  von  der  n^'^  Spur  das  zugeordnete  Bild  in  der  Bild- 
axe .»X,. 

616.  Also  liegt  das  zweite  Bild  der  ersten  Spur  einer  Ebene 
in  der  Bildaxe  i^j'und 

617.  das  erste  Bild  der  zweiten  Spur  einer  Ebene  eben- 
üUb  in  der  Projectionsaxe  ^X^* 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Sätze  ist  leicht  geführt, 
wenn  man  wirklich  jede  Spur  auf  die  zugeordnete  Bildebene  pro- 
jidert 

BeartelluDg  der  Lage  einer  Ebene  ohne  Ihren  Sparen.    Spar- 
parallele. 

§.  31. 

618.  Wie  kann  man  die  Lage  einer  Ebene  ohne 
Angabe  ihrer  Spuren  bestimmen? 

a)  Durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  derselben  geraden  Linie 
liegen ; 

b)  durch  eine  Gerade  und  einen  ausser  ihr  liegenden  Punkt, 
oder 

c)  durch  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien,  deren  Schnitt- 
punkt auch  im  Unendlichen  liegen  kann. 
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619.  Wie  wird  man  bei  einer  durch  drei  Punkte 
bestimmten  Ebene  erkennen^  ob  die  Oberseite  Vor- 
der- oder  Rückseite  ist? 

Fig.  64.  Fig.  65. 


Fig.  66. 

-4— 


Wenn  die  Reihenfolge  der  Projectionen  der  Punkte  in  bei- 
den Bildebenen  dieselbe  ist,  so  ist  die  Oberseite  zugleich  Vor- 
derseite ;  ist  aber  die  Reihenfolge  der  Projectionen  in  beiden 
Bildebenen  einander  entgegengesetzt^  so  ist  die  Oberseite  zugleich 
Rückseite. 

Um  sich  TOn  der  Wahrheit  dieses  Satzes  zu  überzeugen, 
schneide  sich  der  Lernende  aus  steifem  Papiere  ein  Dreieck  a&c 

und  zeichne  drei  Pfeile  an  dessen  Seiten, 
von  welchen  einer  von  a  gegen  o,  der 
zweite  von  e  gegen  b  und  der  dritte  von 
b  gegen  a  zeigt. 

Hält  man  dieses  Dreieck  abc  derart, 
dass  seine  Oberseite  zugleich  Vorder- 
seite ist,  und  projiciert  man  das  Dreieck 
sammt  den  Pfeilen  auf  beide  Bildebenen 
I  und  II,  so  wird  man  bemerken,  dass 
in  beiden  Projectionen  die  Pfeile  ent- 
weder von  links  nach  rechts,  oder  von  rechts  nach  links  den  Um- 
fang zu  durchlaufen  angeben.   Fig.  64. 

Ist  aber  die  Oberseite  eines  Dreieckes  def  zugleich  Rück- 
seite, so  findet  man,  wenn  die  Pfeile  in  der  einen  Projection  von 
rechts  nach  links  den  Umfang  durchlaufen,  dies  in  der  anderen 
Projection  gerade  im  entgegengesetzten  Sinne  geschieht. 

620.  Wie  wird  man  bei  einer  durch  zwei  sich 
schneidende  Gerade  gegebenen  Ebene  beurteilen, 
ob  die  Oberseite  Vorder-  oder  Rückseite  ist? 

Man  wird  das  Beispiel  auf  den  Fall  von  drei  die  Ebene  be- 
stimmenden Punkten  zurückführen  und  dann  die  Reihenfolge  der 
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Projectionen  beachten  (619).  In  Fig.  65  wurde  eine  Ordinale  ge- 
zogen, wodurch  sich  die  Punkte  2>2^2^i^i  ergaben.  Nun  ist  die 
Reihenfolge  a^b^C2  dieselbe  wie  aib^c^y  folglich  ist  die  Ober- 
seite der  Ebene  pq  zugleich  Vorderseite. 

621.  Wie  versinnlicht  man  sich  am  leichtesten  eine 
durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  dargestellte 
Ebene? 

Man  yersinnlicht  sich  zuerst  den  Durchschnittspunkt  und 
von  diesem  aus  jene  Teile  der  beiden  Geraden,  welche  gegen 
eine  und  dieselbe  Bildebene  gerichtet  sind.  Dadurch  erhält 
man  eine  Vorstellung  von  der  Lage  der  beiden  Geraden  und  vermag 
dann  auch  durch  Anschauung  schnell  von  der  durch  die  Gera- 
den gelegten  Ebene  zu  beurteilen,  ob  die  Oberseite  Vorder-  oder 
Bfickseite  ist. 

622.  Welche  Stellung  wird  eine  Ebene  einnehmen, 
wenn  von  drei  Punkten  derselben  in  einer  Projec- 
tionsebene  die  Bilder  in  einer  geraden  Linie  liegen? 

Sie  wird  auf  jener  Bildebene  senkrecht  stehen,  in  welcher 
die  drei  Punktprojectionen  in  einer  Geraden  liegen ,  und  diese 
Gerade  ist  zugleich  die  Nullseite  der  Ebene  (609).  Würde  in 
Fig.  64  der  Punkt  &2  in  der  Geraden  a^  c^  liegen ,  so  stünde  die 
Ebene  abe  auf  der  Bildebene  11  senkrecht  uod  die  Gerade  a2C2 
wäre  mit  ü^  zu  bezeichnen;   ü^  stünde  dann  senkrecht  auf  ,X2. 

623.  Wenn  eine  Gerade  p  zur  Bildebene  I  parallel 
ist,  und  man  legt  durch  p  irgend  eine  Ebene  u^  welche 
Lage  muss  ü^  annehmen? 

ü,  muss  zur  ersten  Projection  von  p,  d.  i.  zu  p|  parallel 
sein  (125).  Versinnlicht  man  sich  zuerst  die  Gerade  p  und  dann 
eine  durch  p  gehende  Ebene,  so  erkennt  man  ohneweiters  die 
Wahrheit  des  Gesagten  aus  der  Anschauung.  Würde  ü^  zu  pi  nicht 
parallel  sein ,  so  müsste  ü^  die  pi  schneiden  und  durch  diesen 
Schnittpunkt  müsste  auch  die  in  der  Ebene  u  liegende  Gerade  p 
gehen,  was  nicht  sein  kanu;  weil  p  zur  Bildebene  parallel  ist; 
mithin  muss  u,   die  p^    erst  in  unendlicher  Entfernung  treffen. 

624.  Was  ist  die  Oberseite  der  in  Fig.  66  durch  ü^ 
und  die  Gerade  p  gehende  Ebene  u? 

Sie  ist  Rückseite,  wovon  man  sich  am  einfachsten  durch 
Versinnlichung  der  Geraden  p  und  sodann  der  Ebene  u  überzeugt. 

625.  Wenn  eine  Gerade  q  zur  Bildebene  11  paral- 
lel ist,  und  man  legt  durch  q  irgend  eine  Ebene  Uy 
welche  Lage  muss  ü,  annehmen? 
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Ü2  miifls  zum  zweiten  Bilde  von  q^  d.  i.  zu  g,  parallel  aein. 

626.  Was  verstehen  wir  unter  Spurparallelen  einer 
Ebene  uf 

Alle  geraden  Linien,  welche  zu  einer  Spur  der  Ebene  u 
parallel  sind  und  in  der  Ebene  u  liegen.  Sind  die  Geraden  zur 
ersten  Spur  parallel;  so  sind  sie  erste  oder  Einser-Spurparal- 
lelen, sind  sie  zur  zweiten  Spur  parallel,  zweite  oder  Zweier- 
Spurparallelen  u.  s«  w.  In  Fig.  66  ist  p  eine  Einser-Spur- 
parallele. 

627.  Welche  Lage  besitzt  das  n^  Bild  einer  n^ 
Spurparallelen? 

Es  ist  zur  M^°  Spur  der  Ebene  parallel;  das  zugeord- 
nete Bild   ist  hingegen  zur  Bildaxe  parallel  (595,  615). 

Das  Schnittgesetz.  Gerade  Linien  in  gegebenen  Ebenen  zu  ziehen. 
Die  Spuren  von  Ebenen  zu  bestimmen.    Funkte  in  Ebenen 

anzunehmen. 

§•  32. 

628.  Wie  lautet  das  Schnittgesetz? 

Jede    gerade  Linie    einer  Ebene  wird   von    jeder   anderen 
Geraden  der  Ebene  geschnitten,  und  in  jeder   Bildebene  ist 

Fig.  67.  Fig.  68. 


Fig.  69. 


der  Schnittpunkt  der  Linien-Pro- 
jectionen  das  Bild  vom  Schnitt- 
punkt der  Geraden  im  Räume. 

Man  erkennt  hieraus  auch 
die  Richtigkeit  der  Behauptung: 
die  n*^Spur  einer  jeden  in 
einer  Ebene  u  liegenden  Ge- 
raden (575)  liegt  auch  in  der 
n^"  Spur  der  Ebene  u  (599). 
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629*  Wenn  eine  Ebene  u  durch  zwei  zugeordnete 
Spuren  gegeben  ist,  wie  wird  man  die  Projectionen 
einer  Geraden  darstellen^  welche  in  der  Ebene  u 
liegt? 

Man  wird  Fig.  67  in  ü,  einen  Punkt  a^,  ebenso  in  ü^  einen 
Punkt  b^  annehmen  (615),  diese  Punkte  a^  und  &2  ^^^  Spuren 
der  zu  suchenden  Geraden  p  ansehen  (575)^  und  in  jeder  Bild- 
ebene die  Projectionen  der  beiden  Punkte  a  und  b  zu  den  Pro- 
jectionen j>|  P2  der  Geraden  p  verbinden. 

630.  Wenn  eine  Ebene  u  durch  zwei  zugeordnete 
Spuren  gegeben  ist,  wie  wird  man  eine  Einser-Spar- 
parallele darstellen? 

Man  wird  Fig.  68  in  der  zugeordneten  Spur,  d.  i.  in  Ü2 
irgend  einen  Punkt  aj  als  zweite  Spur  der  Einser- Spurparallelen 
annehmen,  das  erste  Bild  p^  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Geraden  p  parallel  zu  ü^,  das  zweite  Bild  p^  parallel  zu  iX^ 
ziehen^  so  ist  die  so  dargestellte  Gerade  p  eine  Einser-Spurparal- 
lele (626). 

Man  versinnliche  sich  die  Ebene  u  and  die  Spurparal- 
lelen p  und  g  (578,  621). 

631.  Wenn  eine  Ebene  u  durch  zwei  zugeordnete 
Spuren  gegeben  ist,  wie  wird  man  eine  Zweier-Spur- 
parallele darstellen? 

Man  wird  Fig.  69  in  ü,  einen  beliebigen  Punkt  a,  als 
erste  Spur  der  Zweier  -  Spurparallelen  annehmen ,  das  zweite 
Bild  P2  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden  p  parallel 
zu  Ü2f  das  erste  Bild  p^  parallel  zu  ü^,  das  erste  Bild  p,  parallel 
zu  1X2  ziehen,  so  ist  die  so  dargestellte  Gerade  p  eine  Zweier- 
Spurparallele  (627). 

Die  Ebene  u  und  die  Zweier-Spurparallelen  p  und  q  wolle 
sich  der  Lernende  versinnlichen. 

632.  Wenn  eine  Ebene  u  durch  zwei  zugeordnete 
Spuren  gegeben  ist,  wie  findet  man  die  Spuren  einer 
in  der  Ebene  u  liegenden  Geraden  py  wenn  man  nur 
das  erste  Bild  pi  kennt? 

Der  mit  a,  zu  bezeichnende  Schnitt  von  p^  mit  ü^  ist  die 
erste  Spur  der  Geraden  p  (628)  und  der  Schnitt  b^  mit  1^2  ist 
das  erste  Bild  der  zweiten  Spur  der  Geraden  p.  Ferner  liegt  a^^  in 
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1^2  ^^d  ^2  ^"  ^2f  tuithin  ist  a^bi  das  zweite  Bild  p^  der  Ge- 
raden p,  deren  erste  Spur  in  a|,  deren  zweite  Spur  in  b^   liegt. 

633*  Wie  findet  man  die  Spuren  einer  in  einer 
Ebene  u  liegenden  Geraden  p,  wenn  von  der  Geraden 
nur  das  zweite  Bild  p^  gegeben  ist? 

Der  mit  i^  zu  bezeichnende  Schnitt  von  p^  ^^^  ^a  ^^  ^^^ 
zweite  Spur  der  Geraden  p  und  ij  b'egt  in  jX^.  Der  mit  a^  zu 
bezeichnende  Schnitt  von  p^  mit  lA,  ist  das  zweite  Bild  des 
Schnittes  der  Geraden  p  mit  der  Bildebene  I,  und  a|  liegt  in  ü|. 
Also  sind  die  beiden  Spuren  £2  ^^^  ^1  gefunden.  Das  erste  Bild 
Pi  geht  durch  a,  und  6,. 

634.  Wenn  eine  Ebene  u  durch  die  zugeordneten 
Bilder  dreier  Punkte  abc  gegeben  ist,  wie  wird  man 
gerade  Linien  dieser  Ebene  darstellen? 

Man  wird  Fig.  64  in  jeder 
Bildebene  die  Projectionen  der 
Punkte  abc  durch  unbegrenzte 
gerade  Linien  verbinden,  so  sind 
diese  die  Projectionen  der  Gera- 
den, welche  im  Räume  die  ge- 
gebenen Punkte  der  Ebene  ver- 
binden. 

Will  man  noch  andere  ge« 
rade  Linien  dieser  Ebene  u  dar- 
stellen, so  wird  man  irgend  einen 
Punkt  der  einen  Geraden  mit 
irgend  einem  Punkt  der  ande- 
ren Geraden  verbinden  (574). 

635.  Wie  wird  man  mehrere  gerade  Linien  einer 
Ebene  darstellen,  wenn  die  Ebene  durch  eine  Gerade 
und  einen  ausser   ihr  liegenden  Punkt  gegeben  ist? 

Man  wird  den  Punkt  mit  der  Geraden  durch  eine  oder 
mehrere  gerade  Linien  verbinden  (592).  Die  Verbindungsgerade 
kann  auch  mit  der  gegebenen  Geraden  parallel  sein  (596). 

636.  Wie  wird  man  eine  gerade  Linie  einer  Ebene 
darstellen,  wenn  die  Ebene  durch  zwei  beliebige  sich 
schneidende  Gerade  gegeben  ist? 

Man  wird  in  jeder  der  beiden  Geraden  einen  Punkt  anneh- 
men (574)  und  die  Punkte  durch  eine  Gerade  verbinden. 
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637.  Wie  wird  man  die  zweite  Proj  ection  r^  einer 
Geraden  r  bestimmen^  wenn  man  von  ihr  die  erste  Pro- 

jection  r,  kennte  und  wenn  die  Ebene  u,  in  welcher 
die  Gerade  r  liegen  soll,  durch  zwei  beliebige  sich 
schneidende  Gerade  p  und  q  gegeben  ist? 

Man  wird  Fig.  65  auf  die  Geraden  p  und  q  das  Schnitt- 
gesetz anwenden  (628).  Das  erste  Bild  r^  der  zu  suchenden  Ge- 
raden r  schneidet  die  ersten  Bilder  p^  und  j[,  der  die  Ebene  u 
bestimmenden  Geraden  p  und  q.  Zieht  man  durch  diese  Punkte 
dl  und  e^  Ordinalen,  bis  sie  die  zugeordneten  zweiten  Bilder  p, 
und  q^  der  gegebenen  Geraden  p  und  q  schneiden,  so  sind  diese 
Schnittpunkte  d^  und  e^  die  zweiten  Bilder  der  Schnittpunkte  d 
und  6  im  Räume.  Verbindet  man  beide  Punkte  d^  und  «^  durch 
eine  Gerade,  so  ist  diese  das  zweite  Bild  r<j,  welches  man  suchte. 

638.  Wie  wird  man  die  erste  Projection  r^  einer 
Geraden  r  bestimmen,  wenn  man  von  ihr  die  zweite 
Projection  r,  kennt,  und  wenn  die  Ebene  u,  in  welcher 
die  Gerade  r  liegen  soll,  durch  zwei  sich  schneidende 
Geradenp  und  q  gegeben  ist? 

Man  wird  Fig.  65  auf  die  Geraden  p,  q  und  r  das  Schnitt- 
gesetz anwenden.  Das  zweite  Bild  rj  der  zu  suchenden  Geraden 
r  schneidet  die  zweiten  Bilder  p^ii  ^^^  ^^^  Ebene  u  bestimmen- 
den Geraden  p  und  q.  Zieht  man  durch  diese  Punkte  d,  und  e.^ 
Ordinalen,  bis  sie  die  zugehörigen  ersten  Bilder  pi  qi  der  gege- 
benen Geraden  p  und  q  schneiden,  so  sind  diese  Schnittpunkte 
diSi  die  ersten  Bilder  der  Schnittpunkte  d  und  e  im  Räume  und 
durch  diese  ersten  Bilder  geht  das  erste  Bild  r^  der  Geraden  r, 
welches  man  sucht 

639.  Wie  findet  man  das  zweite  Bild  r^  einer  Ge- 
raden r,  wenn  sie  in  einer  durch  zwei  Gerade  p  und  q 
bestimmten  Ebene  u  liegt,  und  wenn  ihr  erstes  Bild 
r^  nicht  die  beiden  ersten  Bilder  p^qi  der  gegebenen 
Geraden  p  und  q  in  benutzbar  liegenden  Punkten 
schneidet? 

Man  wird  Fig.  70  in  der  direct  unbenutzbar  liegenden  ge- 
gebenen Geraden  p  einen  Punkt  i^i,  annehmen  (574),  durch  ihn 
zu  der  andern  gegebenen  Geraden  jfiJa  ®^^  Parallele  8^82  ^'^ 
Hilfsgerade  8  ziehen,  und  die  beiden  Parallelen  q  und  8 
zur  Bestimmung  des  zweiten  Bildes  r2  genau  so  wie  p  und  q 
in  (637)  benützen. 
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640.  Ist  statt  r^  das  Bild  r,  gegeben  gewesen,  so 
wird  man  ebenfalls  die  Parallele  8  ziehen  und  aus  {J,  ^^^  Punkt 
dl  bestimmen,  c^d^  ist  das  gesuchte  Bild  r^. 

Man  versinnliche  sich  alle  in  Fig.  70  vorkommenden 
geraden  Linien  (578). 

641.  Wie  zieht  man  in  einer  Ebene  i«,  welche  durch 
zwei  sich  schneidende  Gerade  p  und  q  gegeben  ist, 
eine  Einser-Spurparallele? 

Das  zweite  Bild  r,  einer  Einser-Spurparallelen  r  (627)  ist 
parallel  zur  Bildaxe  1X2]  also  wird  man  r,  parallel  zu  ,  ^2  ziehen 
und  ^1  unter  Anwendung  des  Schnittgesetzes  (628)  nach  einer 
der  vorhergehenden  Methoden  (637)  bestimmen,  r^  ist  dann  zu 
der  unbekannten  ü^  parallel. 


Fig.  71. 


Fig.  72. 


642.  Wie  zieht  man  in  einer  Ebene  u,  welche 
durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  p  und  q  gegeben 
ist,  eine  Zweier-Spurparallele  r? 

Das  erste  Bild  r^  einer  Zweier-Spurparallelen  r  ist  parallel 
zur  Bildaxe  ^JC^  (627);  also  wird  man  r^  parallel  zu  ,^2  ziehen, 
und  unter  Anwendung  des  Schnittgesetzes  (628)  nach  einer  ^er 
vorhergehenden  Methoden  r^  bestimmen,  r^  ist  dann  zu  der  un- 
bekannten ü^  parallel. 

Wäre  in  Fig.  70  r^  parallel  zu  jJ!r2,  so  wäre  rj  die  Rich- 
tung der  WaJ  wäre  aber  r^  parallel  zu  jXj,  so  würde  r^  die  Rich- 
tung von  ü|  angeben. 

643.  Wie  wird  man  das  zu  p^  oder  p2  zugeordnete 
Bild  einer  Geraden  p  finden,  wenn  ein  Bild  j7i  oderp^i 
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gegeben^  and  die  Ebene  Uj  in  welcher  die  Gerade  p 
liegen  soll,  durch  ihre  Spuren  ü^ü^  bestimmt  ist? 

Man  sucht  (Fig.  67),  wenn  p^  gegeben ,  die  Schnittpunkte 
a|&|  Yon  pi  mit  ü^  und  ^A2y  ermittelt  ihre  zugeordneten  Bilder 
a^b^  in  1^2  und  ü^y  so  geht  p^  durch  a^  und  62- 

Ist  aber  jp,  gegeben,  so  sucht  man  die  Schnitte  von  p^  mit 
ü^  und  I JIC^,  alsdann  geht,  sobald  (1  und  a^  gefunden,  p^  durch 
Ol  und  61. 

644.  Wenn  eine  Gerade  r  in  einer  Ebene  u  liegt, 
von  der  Geraden  r  nur  ein  Bild  r^  oderr^  gegeben  ist, 
und  wenn  die  Schnitte  dieser  Geraden  rmit  eineroder 
mit  beiden  Spuren  der  Ebene  u  an  unbenutzbaren 
Orten  liegen,  wie  findet  man  das  zugeordnete  Bild  der 
Geraden  r? 

Man  zeichnet  die  Projectionen  von  einer  und  falls  es  noth- 
wendig  ist,  von  zwei  Spurparallelen  p  und  q  der  Ebene  u,  deren 
Schnittpunkte  mit  der  durch  ri  oder  r,  gegebenen  Geraden  r 
der  Ebene  t<,  benutzbar  liegen,  so  ergibt  sich  hieraus  die  gesuchte 
zugeordnete  Projection  von  r, 

645.  In  Fig.  71  sei  r^  zu  bestimmen,  wenn  r^  gegeben  ist. 
r^  schneidet  woi  ü^  in  a^,  aber  der  Schnittpunkt  von  r^  mit 
1^2,  als  dem  ersten  Bilde  von  ü^  (617),  liegt  an  einem  unbenutz- 
baren Orte.  Weil  r^  die  ü^  schneidet ,  so  wird  man  als  Hilfs- 
gerade eine  zu  ü^  parallele  Gerade  p  der  Ebene  u  ziehen  (630), 
diese  wird  r^  in  einem  Punkte  C|  schneiden,  mithin  ist  a^C2 
das  gesuchte  zugeordnete  Bild  r^  der  Geraden  r. 

646.  Setzt  man  in  Fig.  71  voraus,  r^  sei  gegeben  und  r^ 
gesucht,  so  sieht  man,  dass  r,  zwar  nicht  ü^  aber  das  zweite 
Bild  von  ti|,  d.  i.  1^2  ^^  einem  benutzbaren  Orte  ajOi  schneidet. 
Desshalb  zieht  man  eine  Einser-Spurparallele  jPiJPa«  wodurch  in 
C2  das  zweite  Bild  des  Schnittes  von  p  mit  r  entsteht.  Sucht 
man  Cg  und  verbindet  a^  mit  C|,  so  ist  a|  C|  das  gesuchte  zugeord- 
nete Bild  r|  der  Geraden  r. 

647.  In  Fig.  72  sei  vorausgesetzt  r^  schneide  ü^  und  das 
erste  Bild  jX,  von  ü^  an  unbenutzbaren  Orten.  Man  zieht 
zwei  Zweier-Spurparallelen  p  und  q  und  wendet  auf  sie  und  r  das 
Schnittgesetz  (628)  an.  r^  schneidet  p^  in  a^j  qi  ia  b^  und  a^ 
liegt  in  pa»  b^  in  ^29  mithin  ist  die  Gerade  a^  b^  die  zweite  Pro- 
jection r^  der  Geraden  r. 
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648.  Setzt  man  in  Fig.  72  voraus  r,  sei  gegeben,  so  findet 
man  wol,  dass  r,  das  zweite  Bild  1X2  von  üj^  in  c^  schneidet; 
allein  weil  das  erste  Bild  c^  an  einer  unbenutzbaren  Stelle  liegt,  so 
ist  der  Punkt  c,  Cj  überhaupt  unbenutzbar.  Man  wird  deshalb  zwei 
Spurparallelen  p  und  q  ziehen,  die  entweder  zu  ü^  oder  zu  ii,  pa- 
rallel sind.  Nun  schneidet  r,  die  Bilder  p^  und  q^  in  a,  und  6^, 
zu  welchen  Punkten  die  zugeordneten  Bilder  a^  in  p^  und  b^  in 
j^i  gehören,  folglich  ist  a^  &^  die  gesuchte  erste  Projection  r^  der 
Geraden  r. 

649.  Ist  a^  61  oder  a.^b2  senkrecht  zu  iX^y  so  ist  die  Me- 
thode dieselbe  wie  in  (647),  um  ein  Paar  Punkte  a  und  b  der 
Geraden  r  zu  bestimmen. 

650.  Wie  findet  man  die  erste  Spur  einer  Ebene  t<? 

Man  sucht  von  irgend  zwei  in  der  Ebene  t^  liegenden  Ge- 
raden p  und  q  die  ersten  Spuren,  so  geht  durch  diese  zwei 
Spuren  die  ü^  der  Ebene  u  (576). 

651.  Ist  keine  der  vorhandenen  Geraden  der  Ebene  u  so 
beschaffen,  dass  sie  benutzbar  liegende  erste  Spuren  gibt,  so 
muss  man  sich  nach  (658)  solche  gerade  Linien  in  der  Ebene  u 
erst  ziehen ,  welche  die  Bildebene  I  an  benutzbaren  Stellen 
schneiden. 

652.  Gibt  nur  eine  der  gegebenen  Geraden  p  eine  benutzbar 
liegende  erste  Spur  d^J  so  wird  man  eine  Einser  -  Spurparallele 
r  construieren  (641),  und  zu  ihrem  ersten  Bilde  r^  durch  die  ge- 
fundene erste  Spur  d^  eine  Parallele  ü^  ziehen;  dann  ist  diese 
die  gesuchte  erste  Spur  der  Ebene  u  (623). 

653.  Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  ü^  ganz  ausser 
der  Zeichnung  s ebene  liegt ,  was  sich  dadurch  bemerkbar 
macht,  dass  alle  ersten  Spuren  der  in  der  Ebene  u  liegenden  Ge- 
raden an  unbenutzbaren  Stellen  sich  ergeben. 

654.  Wie  findet  man  die  zweite  Spur  einer  Ebene  u? 

Man  sucht  von  irgend  zwei  in  der  Ebene  liegenden  Gera- 
den ihre  zweiten  Spuren  (576),  so  geht  durch  dieselben  die  zweite 
Spur  der  Ebene  u. 

655.  Schneidet  keine  der  vorhandenen  Geraden  die  Bild- 
ebene II  in  benutzbar  liegenden  Punkten,  so  muss  man  sich  nach 
(659)  solche  gerade  Linien  in  der  Ebene  erst  ziehen,  welche  die 
Bildebene  II  in  benutzbar  liegenden  Punkten  schneiden* 

656.  Gibt  nur  eine  der  gegebenen  Geraden  einen  benüts- 
baren  Schnitt  c^c,  in  der  Bildebene  II,  so  wird  man  durch  diese 
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Spur  C2  eine  Parallele  üj  ^^  ^^^  zweiten  Bild  r^  einer  Zweier- 
Spurparallelen  r  der  Ebene  u  ziehen,  welche  man  sich  vorher 
construierte  (642). 

657.  Tritt  der  Fall  ein,  dasB  alle  Geraden  der  Ebene  u  die 
Bildebene  II  in  unbenutzbar  liegenden  Punkten  schneiden ,  so 
kann  man  Ü2  nicht  construieren. 

658.  Wie  zieht  man  in  einer  Ebene  u  eine  Gerade 
Ty  von  der  man  wo  möglich  eine  benutzbar  liegende 
erste  Spur  erhält  ? 

Man  nimmt  das  zweite  Bild  rj  der  Geraden  r  so  an,  dass 
68  die  Projectionsaxe  iX,  noch  innerhalb  der  Zeichnungsebene 
schneidet,  und  sucht  das  erste  Bild  r,.  Fällt  der  Schnitt  von  r 
mit  der  Bildebene  I  dennoch  an  eine  unbenutzbare  Stelle ,  so 
bietet  sich  dadurch  wenigstens  ein  Mittel  zum  Beurteilen ,  wie 
man  besser  das  zweite  Bild  r^  der  Geraden  neuerdings  anneh- 
men muss,  um  zum  Ziele  zu  gelangen. 

659.  Wie  zieht  man  in  einer  Ebene  t^  eine  Gerade 
r,  von  der  man  womöglich  eine  benutzbar  liegende 
zweite  Spur  erhält? 

Man  nimmt  das  erste  Bild  r,  der  Geraden  r  so  an,  daas 
es  die  Bildaxe  1^2  noch  innerhalb  der  Zeichnungsebene  schnei- 
det und  sucht  das  zweite  Bild  r,.  Fällt  der  Schnitt  von  r  mit 
der  Bildebene  II  dennoch  ausserhalb  der  Zeichnungsfläche ,  so 
kann  man  wenigstens  aus  r  beurteilen,  wie  eine  neue  geeignetere 
Gerade  zu  wählen  sein  wird. 

660.  Was  ist  darunter  zu  verstehen,  einen  Punkt 
oder  eine  Gerade  in  einer  Ebene  anzunehmen? 

Darunter  versteht  man  die  Projectionen  eines  Punktes 
oder  einer  Geraden  so  zu  wählen,  auf  dass  durch  die  Projectio- 
nen der  Ort  des  Punktes  oder  der  Geraden  in  der  Ebene  be- 
stimmt ist. 

661.  Wie  findet  man  die  zweite  Projection  mj 
eines  Punktes  m  einer  Ebene  u,  wenn  m^  und  ü^ü^  ge- 
geben sind? 

Man  zieht  (Fig.  68)  durch  m^  zu  il,  parallel  das  erste  Bild 
Pi  einer  Einser- Spurparallelen  p  der  Ebene  u  und  sucht  ihre 
zweite  Spur,  also  den  Schnitt  a^  von  p^  mit  dem  ersten  Bilde 
jAj  der  Ü2\  so  liegt  Spur  a^  in  ü,  und  p^  läuft  mit  ,^2  P^* 
rallel.  In  p^  befindet  sich  77)2* 
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662.  Man  hätte  auch  (Fig.  69)  durch  m^  das  erste  Bild  p^ 
einer  Zweier-Spurparallelen  p  parallel  zu  ^  JIT^  ziehen  können ; 
dann  ist  der  Schnitt  a^  von  pi  mit  ü^  die  erste  Spur  der  Ge- 
raden p.  Nun  geht  p^  durch  a,  parallel  mit  Ü2  und  enthält  das 
gesuchte  Bild  m^. 

663.  Wie  findet  man  die  erste  Projection  m|  eines 
Punktes  m  einer  durch  iliM^  gegebenen  Ebene  tiy  wenn 
9112  gegeben  ist? 

Man  zieht  (Fig.  69)  durch  mj  zu  il^  p&i'&llel  das  zweite 
Bild  P2  einer  Zweier-Spurparallelen  p  der  Ebene  u  und  sucht 
die  erste  Spur  von  jp;  von  dieser  ist  der  Schnitt  Oj  von  jp^  mit 
1^2  das  zweite  Bild;  a,  liegt  in  ü|  und  p^  läuft  mit  ^Ä^  pa- 
rallel. In  p^  befindet  sich  m,. 

Man  hätte  auch  m^  aus  ni2  nach  Fig.  68  bestimmen  können. 

664.  Wie  bestimmt  man  das  zweite  Bild  m^  eines 
Punktes  m  einer  Ebene  u,  wenn  m^  bekannt,  und  die 
Ebene  u  durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  p  und  q 
gegeben  ist? 

Man  zieht  Fig.  70  durch  m  zu  einer  der  gegebenen  Geraden, 
z.  B.  zu  q  eine  Parallele  s,  indem  man  9|  parallel  zu  q^  durch  m, 
legt,  den  Schnittpunkt  &1&2  ^^  P  ermittelt  und  durch  62  zu  q^ 
eine  Parallele  ^2  construiert.  In  «2  ^^^S^  ^a- 

Fig.  73.  Fig.  74. 
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Ist  7712  S^S^^^^y  SO  ^^i^d  man  s^  parallel  zu  ^^2  ziehen, 
&2&1  ermitteln,  «,  parallel  mit  j,  zeichnen,  und  m^  durch  eine 
Ordinale  aus  m^  in  «,  bestimmen. 

Bisweilen  wird  man  statt  8  parallel  zu  einer  der  gegebenen 
Geraden  zu  ziehen,   8  so  wählen,  dass  die  Schnittpunkte  von  s 
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mit  p  und  9  benfltzbar  liegen.    Es  läset  sich  dann  eben&lls  zu 
nij  oder  m,  die  zugeordnete  Projection  finden. 

Man  beachte  die  Ausführung  in  Farben  nach  (569). 

Die  Spuren  von  Ebenen  in  dritten  Bildebenen  zu  snehen.  Die  Nei- 
gangswlnicel  von  Ebenen  gegen  Bildebenen  zu  messen« 

§.  33. 

665.  Wenn  man  eine  dritte  Bildebene  senkrecht 
zu  einer  der  Bildebenen  I  oder  II  einführ  t,  wie  findet 
man  die  dritte  Spur  einer  Ebene  u? 

Man  wählt  in  der  Ebene  u  zwei  gerade  Linien  und  sucht 
ihre  dritten  Spuren  (575) ;  dann  geht  ü,  durch  diese  zwei  Punkte. 
In  Fig.  73  ist  die  Ebene  u  durch  zwei  Spuren  ü^ü^  gegeben 
und  die  Bildebene  III  steht  senkrecht  zur  Bildebene  I  (561). 

Von  den  zwei  zu  wählenden  Geraden  ist  ü^  am  geeignet- 
sten,  weil  ihr  Schnitt  mit  der  Bildaxe  ^Aa  schon  ein  Punkt  u^ 
in  ü^  ist  Eine  andere  geeignete  Gerade  ist  dann  eine  Einser- 
Spurparallele  8  (626),  von  welcher  man  blos  das  erste  Bild 
«1  zu  zeichnen  braucht.  Diese  Einser  -  Spurparallele  schneidet 
offenbar  die  Bildebenen  II  und  III  in  zwei  von  der  Ebene  I 
gleichweit  entfernten  Punkten  a^a2  und6|&,,  deren  erste 
Bilder  beziehungsweise  in  den  Bildaxen  ,^^2  und  ^A^  liegen.  Zieht 
man  durch  bi  eine  Ordinale  zu  ^A^  und  sagt,  indem  man  auf 
die  Zeiger  von  ^X^  sieht:  Zum  dritten  Bild  gehört  die 
erste  Ordinate;  und,  indem  man  seine  Blicke  auf  die  Zeiger 
von  1X2  wendet:  zur  ersten  Ordinate  das  zweite  Bild, 
so  weiss  man,  dass  der  Abstand  aj  von  ,  A^  nach  b^b^  za  über- 
tragen ist  (562).  Nun  ist  u^  6,  die  gesuchte  ü,. 

666.  Ist  eine  Ebene  u  durch  zwei  sich  schneidende  belie- 
bige Gerade  p  und  q  gegeben  (591),  so  nimmt  man  in  jeder  Ge- 
raden zwei  Punkte  an  (574),  sucht  ihre  dritten  Bilder  (562)  und 
▼erbmdet  sie  entsprechend  zu  den  dritten  Bildern  p^  und  q^  der  ge- 
gebenen Geraden.  Kennt  man  die  ersten  und  dritten  Bilder  p^  q^ 
V%9%^  so  kann  man  die  Schnittpunkte  der  Geraden  p  und  q  mit 
der  Bildebene  III  nach  der  Methode  von  (576)  construieren,  und 
sie  zu  ü,  verbinden. 

Wenn  man  das  dritte  Bild  des  Durohschnittspunktes 
beider  Geraden  bestimmt,  so  braucht  man  von  jeder  Geraden 
nur  noch  die  Bilder  eines  Punktes  zu  construieren. 

8elilMlBf«r,  Gaonetri«,  ü 
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667,  Wie  muss  man  die  dritte  Bildebene  wählent 
damit  die  dritte  Spur  zugleich  Nullseite  der  Ebene  ist? 

Senkrecht  zu  ü^  oder  ü^  der  Ebene  u.  In  einem  solchen 
Falle  darf  man  nur  von  zwei  beliebigen  Punkten  der  Ebene  u 
die  dritten  Bilder  suchen,  weil  diese  in  %  liegen   müssen    (609)* 

In  Fig.  74  wurde  die  Ebene  III  senkrecht  zu  ti|  geführt,  mit- 
hin muss  iX^  auf  üi  senkrecht  stehen. 

Der  Schnitt  B  yon  il|  mit  ,  J^  ist  schon  ein  Punkt  von  ü^* 
Wählt  man  jetzt  einen  Punkt  a^a^  in  Spur  ü^  und  sucht  das 
dritte  Bild  Oa,  so  ist  Ba^  die  gesuchte  Nullseite  ü,   (562). 

Fig.  75.  Fig.  76. 


668.  In  Fig.  75  wurde  die  Bildebene  lU  senkrecht  zu  ü^j 
also  2X3  senkrecht  zu  ti^  gewählt  Der  Schnittpunkt  von  ü^  mit 
2^3  ist  ein  Punkt  von  ^«3.   Wählt  man  in  ü^  einen  Punkt  a^c^  und 

Yig^  77,  sucht  sein  drittes  Bild  o,  (556),  so 

ist  jBa,  die  gesuchte  Nullseite  ü,. 
669.  Wie  findet  man  die 
Nullseite  einer  Ebene  u^ 
wenn  diese  durch  zwei  sich 
schneidende  Gerade  j9  und 
q  gegeben  ist? 

Die  Nullseite  einer  Ebene 
u  ist  ihre  Spur  in  jener  Bild- 
ebene,  auf  welcher  die  Ebene  u 
senkrecht  steht;  folglich  müssen 
wir  eine  Bildebene  III  senkrecht  zur  Ebene  u  einführen 
und  0,  ermitteln. 
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Führeil  wir  die  Bildebene  III  gleichzeitig  auch  senkrecht 
auf  eine  der  Yorhandenen  Bildebenen ,  etwa  senkrecht  auf  die 
Bildebene  I,  so  muss  ^  J!C,  senkrecht  auf  ü^  stehen.  Kennt  man  ü^ 
nich^  so  kann  man  eine  Einser-Spurparallele  (641),  «2  9|  der  Ebene 
u  construieren,  Fig.  76,  und  lA,  senkrecht  auf  «|  errichten. 

Die  ersten  Bilder  c,  d^  der  dritten  Spuren  der  Geraden  p 
und  q  liegen  in  |  A3 ;  durch  Ordinalen  findet  man  c^d2  und  hieraus 
die  dritten  Spuren  c^d^  (562),  durch  welche  die  Nullseite  ü^  geht 

Der  Schnitt  von  ü,  mit  j  A,  ist  zugleich  der  Schnittpunkt 
von  ü^  mit  |u¥,.  Mit  «^  läuft  ü^  paralleL 

670.  Hätte  man  die  Bildebene  III  senkrecht  zu  ü^  führen 
wollen,  so  hätte  man  entweder  üj  ^^^  ^^^^  Zweier-  Spur« 
parallele  s  gesucht  und  2Z3  senkrecht  zum  zweiten  Bilde  s^ 
derselben  gezogen.  Hierauf  würde  man  die  Schnitte  zweier  Ge- 
raden p  und  q  der  Ebene  u  mit  der  Bildebene  lU  gesucht  und 

o 

durch  die  dritten  Bilder  dieser  Schnitte  ü^  gezogen  haben. 

671.  Wie  sucht  man  das  Mass  des  Neigungswin- 
kels einer  Ebene  u  mit  der  Bildebene  I? 

Man  führt  auf  üi  eine  senkrechte  Bildebene  III,  alsdann 
ist  der  von  ü,  mit  ,^3  gebildete  Winkel  das  Mass  der  Neigung 
der  Ebene  u  gegen  die  Bildebene  I,  oder  kürzer  gesagt,  das 
Mass  der  ersten  Neigung  der  Ebene  u  (134;. 

Den  Neigungswinkel  einer  Ebene  u  gegen  eine  Bildebene 
werden  wir  durch  den  Buchstaben  der  Ebene  u  mit  der  römi- 
schen Ziffer  der  Bildebene  als  Index  bezeichnen;  also  ist  '^  Ui 
das  Mass  des  Neigungswinkels  der  Ebene  u  gegen  die  Bild- 
ebene I. 

In  den  Fig.  74  und  76  ist  demnach  das  Mass  der  ersten 
Neigung  der  Ebene  t/,  d.  i.  V  t^  aus  dem  Winkel  zwischen  Ü3  und 
jA's  zu  entnehmen. 

672.  Wie  sucht  man  das  Mass  des  Neigungswin- 
kels einer  Ebene  u  mit  der  Bildebene  U? 

Man  führt  auf  ü^   eine   senkrechte  Bildebene  UI,    alsdann 

o 

ist  der  von  üg  mit  ,^¥3  ^gebildete  Winkel  Uu  das  Mass  des  be- 
sprochenen Neigungswinkels  oder  das  Mass  der  zweiten  Neigung 
der  Ebene  u.  Siehe  Fig.  75. 

673.  Um  in  Fig.  77  die  Neigungswinkel  der  Ebene  u  mit 
den  Bildebenen  I  und  H  zu  messen,  führt  man  eine  Bildebene 
ni  senkrecht  auf  beide  zu  einander  parallele  Spuren  und  ermit- 
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telt  A, ;  der  von  ft,  mit  ,  ^3  gebildete  Winkel  ist  das  Mass  der 
ersten^  der  von  t?3  mit  ^X,  gebildete  Winkel  das  Mass  der  zweiten 
Neigung  der  Ebene  u. 

Die  Summe  beider  V  th  und  "^  Uu  beträgt  einen  Rechten, 
da  sie  die  beiden  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkeligen  Drei- 
eckes sind. 

In  Fig.  77  wurde  die  Zeichnung  der  Bildebene  m  mit  jener 
der  Bildebene  II  vereinigt^  weshalb  die  Bildaxe  mit  2'X'3  beschrie- 
ben werden  musste.  Die  beiden  Geraden  der  Ebene  u,  deren 
dritte  Spuren  zu  suchen  sind,  werden  ff^  und  ft2  sein.  Da  ü^  und 
03  zugeordnete  Spuren  der  Ebene  ti,  so  haben  sie  einen  Punkt 
in  2^8  gemein,  folglich  ist  der  Schnitt  A  von  ü^  mit  2^s  &uch 

o 

ein  Punkt  yon  tJ^. 

Den  Schnitt  von  d|  mit  der  Bildebene  III  bezeichne  man 
mit  a^a^t  so  muss  a^  in  dj,  o,  in  ,X2,  zugleich  aber  auch  in 

2^2  llfigon- 

Um  a,  zu  finden,  bedenke  man,  dass  Os  und  02  zugeord- 
nete Bilder  sind,  mithin  muss  a^  in  einer  durch  02  gehenden  Or- 
dinale zu  2-^8  li^^n.  Das  dritte  Bild  findet  man  aus  der  zuge- 
ordneten Ordinate  (der  zweiten)  und  die  zweite  Ordinate  aus  dem 
zugeordneten  Bilde  (dem  ersten),  folglich  ist  Qiü^  =  (a.^)  und 
wie  die  Vergleichung  mit  dem  zu  (02)  parallelen  Sehpfeile  II 
lehrt,  ist  (a,)  positiv,  also  muss  (02)  von  O  aus  auf  der  zu  ^X^ 
gehörenden  Ordinale  auf  der  Seite  des  Sehpfeiles  II  aufgetragen 
werden,  wodurch  nun  o,  gefunden  ist.  Äa^  gibt  sofort  ü^  und 
hiedurch  V  tn  und  V  Mh. 

674.  Wie  versinnlicht  man  sich  die  Lage  der  Ebene 
u  in  Fig.  77? 

Man  h&lt  die  Zeichnungsebene  vertical  vorsieh,  und  ver- 
sinnlicht sich  die  Bildebene  I,  indem  man  entweder  die  eben 
ausgestreckte  Handfläche  oder  ein  ebenes  Blatt  Papier  durch  ^  A, 
senkrecht  zur  Zeichnungsebene  hält,  wodurch  die  Bildebene  I 
wieder  horizontal  winL  In  dieser  Ebene  I  versinnlicht  man  sich 
11 1,  welche  Trasse  im  Abstände  Oi  O  von  ^  ^^2  '^^^  ^^^  Bildebene 
n  mit  1^2  parallel  läuit.  Sodann  denkt  man  sich  durch  u^  und 
die  versinnlichte  ü^  eine  Ebene  gelegt,  so  gibt  uns  diese  eine 
klare  Vorstellung  von  der  Lage  der  Ebene  u. 

Führt  man  in  Gedanken  eine  Bildebene  III  senkrecht  zu 
i^^  und  sieht  von  links  gegen  rechts  senkrecht  projicierend  auf 
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diese  Bildebene  III;  so  wird  man  die  Richtigkeit  der  Lage  von 
i^  einsehen  können. 

Lftsst  man  die  Zeichnungsebene  horizontal  liegen,  so  muss 
man  sich  n^  versinnlichen.  Ö2  liegt  unterhalb  ^X^  parallel  zu 
I X2  im  Abstände  A  0.  Durch  ü^  und  die  versinnlichte  ü^  E^^^ 
die  Ebene  u.  Ihre  Oberseite  ist  zugleich  Rückseite  (612). 

675.  Wie  sind  die  ersten  und  zweiten  Neigungen 
einer  Ebene  u  beschaffen,  wenn  die  ersten  und  zwei- 
ten Spuren  gleiche  Neigung  zu  1X2  besitzen? 

Aus  der  Construction  der  Neigungswinkel  von  ti  gegen  I 
und  U  erkennt  man  mit  Sicherheit  die  Gleichheit  beider 
Flächenwinkel 

Ist  die  Oberseite  der  Ebene  zugleich  Rückseite,  so  fidlen 
in  der  Vereinigung  der  beiden  Bildebenen  mit  der  Zeichnungs- 
ebene; beide  Spuren  in  eine  gerade  Linie. 

676.  Wie  gross  ist  die  zweite  Neigung  einer  Ebene 
u,  wenn  sie  zur  Bildebene  I  senkrecht  steht? 

o  

Sie  ist  gleich  dem  von  ü^  mitiA^^  gebildeten  Winkel,  weil 
die  Bildebene  I  sowol  auf  tt,  als  auf  der  Bildebene  11  senk- 
recht steht. 

677.  Wie  gross  ist  die  erste  Neigung  einer  Ebene 
tt,  wenn  sie  zur  Bildebene  11  senkrecht  ist? 

o  

Sie  ist  gleich  dem  von  ö,  mit  ^X^  gebildeten  Winkel 

Beurteilung  der  Lage  von  Paukten  «nd  Cleraden  gegen  eine  Ebene. 

Hen  Schnitt  von  geraden  Linien  mit  Ebenen  abzabllden.    Za 

Ebenen  parallele  Clerade  zu  constraleren. 

§.  34 

678.  Wenn  es  sich  um  Aufgaben  handelt,  bei  welchen  man 
Abstände  von  Punkten  oder  Linien  bezüglich  der  Bildebene  I 
beurteilen  wül,  so  muss  man  immer  solche  Projectionen  von  diesen 
Punkten  oder  Linien  betrachten,  welche  in  einer  der  Bildebene  I 
zugeordneten  Bildebene  liegen.  Stehen  z.B.  zwei  Bildebenen 
n  und  m  auf  der  Bildebene  I  senkrecht ,  so  kann  man  sowol 
die  zweiten  als  auch  die  dritten  Bilder  von  Punkten  benützen, 
um  zu  erkennen,  wie  weit  die  Punkte  im  Räume  von  ihren  zu- 
geordneten ersten  Bildern  entfernt  sind  (556,  b). 

679.  In  gleicher  Weise  wird  man  bei  Aufgaben,  bei  welchen 
man  Abstände  von  Punkten  und  Linien  bezüglich  der  Bildebene  II 
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beurteilen  will,  immer  solche  Projectionen  von  diesen  Punkten 
oder  Linien  betrachten,  welche  in  einer  zur  Bildebene  II  zuge- 
ordneten Bildebene  liegen. 

680.  Wie  untersucht  man,,  ob  ein  abgebildeter 
Punkt  über  einer  gegebenen  Ebene  u  liegt? 

Wir  bezeichnen  das  in  unendlicher  Entfernung  gedachte 
AugCy  welches  senkrecht  auf  die  Bildebene  I  projiciert,  selbst 
mit  I,  folglich  liegt  ein  gegebener  Punkt  über  einer  Ebene  üj 
wenn  er  dem  Auge  I  näher  liegt,  als  sein  in  der  Ebene  u  lie- 
gender Einser-Deckpunkt  (511). 

Man  muss  demnach  zu  dem  gegebenen  Punkte  einen  Einser- 
Deckpunkt  in  der  Ebene  u  construieren  (681) ;  ist  die  erste  Ordinate 
(546)  des  gegebenen  Punktes  grösser  als  die  erste  Ordinate  des 
Einser-Deckpunktes,  so  liegt  der  gegebene  Punkt  über  der  Ebene 
u'j  ist  aber  die  erste  Ordinate  des  gegebenen  Punktes  kleiner,  so 
liegt  der  gegebene  Punkt  unter  der  Ebene  n. 

681.  Wie  construiert  man  zu  einem  gegebenen 
Punkte  a|  02  einen  Einser-Deckpunkt  a'  in  einer  gege- 
benen Ebene  t*? 

Der  Einser-Deckpunkt  a* 
liegt  in  der  Ebene  u  und  sein 
erstes  Bild  a\  liegt  in  a,  (511). 
Construiert  man  eine  Spur- 
parallele der  Ebene  u  (631), 
deren  erstes  Bild  durch  a\ 
geht|  so  muss  in  ihrem  zweiten 
Bilde  a'2  liegen,  wodurch  nun 
zwei  zugeordnete  Bilder  von 
a*  gefunden  sind. 

In  Fig.  78  ist  die  erste 
Ordinate  (a\)  des  Deckpunk- 
teb  a'  grösser  als  (a^)  (546)^  mithin  liegt  der  Punkt  a  unter  der 
Ebene  u. 

682.  Wie  untersucht  man,  ob  ein  abgebildeter 
Punkt  vor  einer  Ebene  u  liege? 

Wir  bezeichnen  das  in  unendlicher  Entfernung  gedachte 
Auge,  welches  senkrecht  auf  die  Bildebene  II  projiciert,  selbst 
mit  II;  folglich  liegt  ein  gegebener  Punkt  vor   einer  Ebene  Uf 


Fig.  78. 
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wenn  er  dem  Auge  II  näher  liegt,  als  sein  in  der  Ebene  u  lie- 
gender Zweier- Deckpnnkt 

Man  mnsB  demnach  zu  dem  gegebenen  Punkte  einen  Zweier- 
Deckpunkt  in  der  Ebene  u  construieren  (683);  ist  die  zweite  Ordinate 
(546)  des  gegebenen  Punktes  grösser  als  die  zweite  Ordinate  des 
Zweier-DeckpunkteSy  so  liegt  der  gegebene  Punkt  vor  der  Ebene 
u;  ist  aber  die  zweite  Ordinate  des  gegebenen  Punktes  kleiner^  so 
liegt  der  gegebene  Punkt  hinter  der  Ebene  u. 

683.  Wie  construiert  man  zu  einem  gegebenen 
Punkte  ^1«,  einen  Zweier-Deckpunkt  e^^  in  einer  gege- 
benen Ebene  u? 

Der  Zweier- Deckpunkt  c'^  liegt  in  der  Ebene  u  und  sein 
zweites  Bild  d^^  fällt  mit  c^  zusammen.  Construiert  man  eine 
Spurparallele  oder  eine  andere  Gerade  der  Ebene  u  (628), 
deren  zweites  Bild  durch  c\  geht ,  so  liegt  &\  im^  ersten  Bilde 
dieser  Geraden^  wodurch  nun  zwei  zugeordnete  Bilder  von  e'' 
gefunden  sind. 

In  Fig.  78  ist  die  zweite  Ordinate  (546)  des  Deckpunktes 
c''  kleiner  als  (c,) ,    mithin  liegt  der  Punkt  0  v  o  r  der  Ebene  u. 

684.  Wenn  ein  Punkt  über  einer  Ebene  u  liegt, 
kann  man  dann  schon  beurteilen,  ob  er  auch  vor  oder 
hinter  der  Ebene  u  liege? 

Ist  von  einer  Ebene  u  die  Ober  Seite  zugleich  Vorder- 
seite, so  muss  jeder  Punkt,  der  über  der  Ebene  liegt,  auch 
vor  der  Ebene  liegen;  und  natürlicherweise  ein  Punkt  der  unter 
der  Ebene  liegt,  befindet  sich  dann  auch  hinter  der  Ebene. 

Ist  aber  die  Oberseite  der  Ebene  Rückseite,  so  liegt  jeder 
Punkt  über  der  Ebene  hinter  der  Ebene,  und  jeder  Punkt  unter 
der  Ebene  vor  der  Ebene. 

Von  diesen  zwei  Sätzen  überzeuge  man  sich  durch  Ver- 
sinnlichung  der  Ebene  in  den  erwähnten  Lagen. 

685.  Wie  kann  man  untersuchen,  ob  ein  gegebe- 
ner Punkt  in  einer  gegebenen  Ebene  u  liege? 

Man  sucht  in  der  Ebene  zu  dem  gegebenen  Punkte  einen 
Deckpunkt  (681);  ftllt  dieser  mit  dem  gegebenen  Punkte  zusam- 
men, dann  liegt  der  letztere  in  der  Ebene. 

686.  Wie  construiert  man  in  einer  Ebene  zu  einer 
gegebenen  Geraden  eine  Einser-Deckgerade? 

Man  sucht  zu  zwei  im  ersten  Bilde  der  Geraden  angenom- 
menen Punkten  die  Einser  -  Deckpunkte  in  der  Ebene  u  (681). 
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Durch  die  Einser  -  Deckpankte  geht  die  gesuchte  Einser  -  Deck- 
gerade. In  Fig.  79  ist  p^pa  die  gegebene  Gerade  p. 

Beseichnet  man  die  Einser«Deckgerade  mit  pU  so  mass  p\ 
(lese  p  Strich  Eins)  mit  p^  susammenfallen.  Sucht  man  bu  a^  b^ 
noch  a^h^f  so  sind  p*xp\  die  sugeordneten  Projectionen  einer 
Einser-Deckgeraden  zu  p. 

687.  Wie  construiert  man  in  einer  Ebene  au  einer 
gegebenen  Geraden  eine  Zweier-Deckgerade? 

Man  sucht  au  zwei  im  zweiten  Bilde  der  Geraden  angenom- 
menen Punkten  die  Zweier- Deckpunkte  (683),  alsdann  geht 
durch  sie  die  gesuchte  Zweier-Deckgerade. 

In  Fig.  80  ist  eine  Ebene  u  durch  zwei  parallele  Gerade 
P1P2  und  9i92  gegeben;  r^r^   ist  die  Gerade  r,    zu  welcher  in 

Fig.  79.  Fi?.  80. 


u  eine  Zweier-Deckgerade  r'\r^\  construiert  werden  soll.  Mit  r^ 
fällt  r*\  zusammen^  und  nach  (628)  wurde  r^'^  durch  a^b^  bestimmt. 

688.  Wenn  in  einer  Ebene  nicht  schon  passende  gerade 
Linien  vorhanden  sind,  wie  in  Fig.  80,  mit  deren  Hilfe  sich  eine 
Deckgerade  zu  einer  gegebenen  Geraden  construieren  lässt,  so  wfthlt 
man  sich  in  einer  Projection  der  Geraden  zwei  Punkte  und  sucht 
zu  diesen,  am  besten  mit  Hilfe  von  Spurparallelen,  die  Deck- 
punkte in  der  Ebene,  durch  welche  sofort  die  gesuchte  Deckge- 
rade geht. 

689.  Ist  die  zu  einer  Geraden  in  einer  Ebene  con- 
struierte  Deckgerade  zu  der  gegebenen  Geraden  pa- 
rallel, so  ist  diese  Gerade  auch  zur  Ebene  parallel. 

690.  In  welcher  Beziehung  steht  jede  Gerade  zu 
ihrer  Deckgeraden? 

Jede  Gerade  schneidet  ihre  Deckgerade,  weil  beide  in 
einer  projicierenden  Ebene  liegen  (609). 
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691.  Wo  liegt  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit 
ihrer  Deckgeraden  noch? 

In  der  Ebene,  in  welcher  die  Deckgerade  liegt» 

692.  Wie  findet  man  den  Schnittpunkt  einer  Ge- 
raden mit  einer  Ebene  u? 

Man  sacht  in  der  Ebene  u  eine  Deckgerade  zu 
der  gegebenen  Oeraden  (686^687),  dann  ist  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  gegebenen  Geraden  der  gesuchte  Schnitt 
der  Geraden  mit  der  Ebene  u.  In  Fig.  79  soll  die  Gerade 
PiP^  mit  der  Ebene  u  zum  Schnitt  gebracht  werden.  Man  oon- 
struiert  zu  p^  eine  Deckgerade  p'  in  der  Ebene  Uj  indem  man 
p'i  mit  p,  zusammenfallen  lässt;  ist  p',  gefanden,  dann  ist  der 
Schnitt  Cj  von  p^  mit  p\  das  zweite  Bild  des  Schnittes  e  von 
p  mit  jp'  oder  was  dasselbe  ist,  des  Schnittes  der  Geraden 
p  mit  der  Ebene  u« 

In  ähnlicher  Weise  wurden  die  Projectionen  C|  c,  ^^^  Schnit- 
tes der  Geraden  r  in  Fig.  80  mit  der  Ebene  pq  bestimmt 

693.  Welcher  Teil  einer  Geraden  p  liegt  über  der 
Ebene  u? 

Derjenige  Teil,  welcher  über  der  zur  Geraden  p  gehörenden, 
in  der  Ebene  u  liegenden  Einser-Deckgeraden  sich  befindet  (680). 

Li  Fig.  79  schneiden  die  Gerade  p  und  ihre  Einser-Deck- 
gerade p'  sich  in  c  und  weil  das  zweite  Bild  p^  der  Geraden  p 
von  C3  aus  nach  rechts  über  dem  zweiten  Bilde  p\  der  Deck- 
geraden p'  liegt,  so  folgt,  dass  aach  der  von  c  nach  rechts  lie- 
gende Teil  von  p  über  der  Ebene  u  liegt.  Aus  dieser  Ursache 
wurde  auch  das  Stück  p^  von  c^  nach  links,  als  dem  Bilde  des 
dem  Auge  I  unsichtbaren  Teiles  von  p,  gestrichelt  (695).  Ueber 
das  Stricheln  des  zugeordneten  Bildes  lese  man  (697). 

694.  Welcher  Teil  einer  Geraden  liegt  vor  einer 
Ebene  u? 

Jener  Teil,  welcher  vor  der  zur  Geraden  gehörenden  in  der 
Ebene  u  liegenden  Zweier-Deckgeraden  [ßS7)  sich  befindet. 

In  Fig.  80  wurde  zu  r^r^  eine  in  der  Ebene  pq  liegende 
Zweier-Deckgerade  r^\r**2  constraiert  Von  c,  nach  links  liegt  r^ 
vor  9^'|,  folglich  liegt  auch  im  Räume  der  von  c  nach  links  ge- 
hende Teil  von  r  vor  der  Ebene  u\  demnach  ist  von  c^  nach 
rechts  die  Gerade  r,  zu  stricheln  (696). 

695.  Wenn  ein  Teil  einer  Geraden  über,  der  an-» 
dere  unter  einer  Ebene  liegt,  welchen  T&il  ihrea  ezslea 
Bildes  wird  man  stricheln  oder  punktieren? 
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Das  erste  Bild  desjenigen  Teiles  der  Geraden,  welcher  unter 
der  Ebene  liegt 

696.  Wenn  eine  Gerade  eine  Ebene  darchschneidet, 
welchen  Teil  ihres  zweiten  Bildes  wird  man  stricheln 
oder  punktieren? 

Fig.  81.  Fig.  82. 


Das  zweite  Bild  jenes  Teiles  der  Geraden,  welcher  hinter 
der  Ebene  liegt  (682). 

697.  Wenn  eine  Gerade  eine  Ebene   durchschnei- 
det, und  die  Oberseite  der  Ebene  ist  Rückseite,   kön- 

Fjg.  83.  ^^^  zwei  zugeord- 

nete Bildteile  der 
Geraden  gleich- 
zeitig gestrichelt 
sein? 

Der  eine  Teil  muss 
voll  gezogen,  der  an- 
dere gestrichelt  sein, 
weil  der  zugehörige 
Teil  der  Geraden  nicht 
gleichzeitig  über  und 
vor  der  Ebene  liegen 
kann. 

698.  Wie  findet 
man  den  Schnitt- 
punkt einer  Gera- 
den   p    mit     einer 

Ebene  u,  wenn  die  Gerade  p  auf  einer  Bildebene,  z.  B. 

I  senkrecht  steht? 


171 

Die  eine  Projection  p^j  Fig.  81,  der  Geraden  p  ist  ein  Punkt; 
betrachtet  man  diesen  Punkt  als  erstes  Bild  a|  eines  in  der 
Ebene  u  liegenden  Punktes  a  und  bestimmt  das  zugeordnete  Bild 
a^  mittels  einer  Spurparallelen ,  so  sind  die  Bilder  a^a^  des 
Schnittpunktes  a  der  Geraden  p  mit  der  Ebene  u  gefunden. 

Der  Teil  von  a  nach  aufwärts  liegt  hinter  der  Ebene  u, 
mithin  ist  der  Teil  von  a^  nach  aufwärts  zu  stricheln. 

699.  Wie  findet  man  den  Schnitt  einer  Geraden  p 
mit  einer  projicierenden  Ebene  u? 

Der  Schnitt  der  Nullseite  der  Ebene  u  mit  dem  gleich- 
bezi£Ferten  Bilde  der  Geraden  p  ist  schon  ein  Bild  des  Schnitt- 
punktes (609).  Das  zugeordnete  BUd  liegt  in  der  Ordinale.  In 
Fig.  82  steht  die  Ebene  u  auf  der  Bildebene  II  senkrecht^  also 
ist  die   zweite  Spur  Nullseite  der  Ebene,  daher  der  Schnitt  a, 
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von  p2  mit  a^  das  zweite  Bild  des  Schnittes  der  Geraden  p  mit 
der  Ebene  u ;  a^  liegt  in  j?  i .  Im  zweiten  Bilde  von  p^  ist  nichts 
zu  stricheln,  weil  dort  die  Ebene  nichts  verdeckt ,  hingegen  ist 
im  ersten  Bilde  der  Teil  von  aj  nach  rechts  zu  stricheln. 

700.  Für  welche  Bildebene  verwandelt  man  eine 
gegebene  Ebene  in  eine  Sehebene  oder  projicierende 
Ebene?  (609.) 

Fuhrt  man  eine  dritte  Bildebene  senkrecht  zu  einer  Spur 
der  Ebene,  so  ist  fUr  diese  dritte  Bildebene  die  gegebene  Ebene 
eine  projicierende;  die  dritte  Spur  ist  Nullseite  der  gegebenen 
Ebene  (Fig.  75). 

701.  Wie  bestimmt  man  mit  Hilfe  einer  dritten 
Bildebene  den  Schnitt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene? 

Man  wählt  die  dritte  Bildebene  senkrecht  zu  einer  Spur 
der  Ebene  u,  sucht  die  Nullseite  0,  (667)  und  das  dritte  Bild  der 
Geraden,  dann  ist  der  Schnitt  dieser  beiden  Geraden  das  dritte 
Bild  des  Schnittes  der  gegebenen  Geraden  mit  der  Ebene  u  (698). 
Durch  Ordinalen  findet  man  die  beiden  anderen  Bilder  des 
Schnittpunktes.  In  Fig.  83  wurden  in  p  zwei  Punkte  b  und  e  an- 
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genommen  (574)  und  &,c,  bestimmt;  b^c^  schneidet  ö,  in  (2,, 
also  ist  d^  das  dritte  Bild  des  Schnittes  der  Geraden  p  mit  der 
Ebene  u.  Das  zugeordnete  Bild  zu  d,  liegt  in  einer  Ordinale  zu 
iX,  in  d^  und  das  zugeordnete  Bild  zu  d|  ist  d^.  Aus  dem  dritten 
Bilde  nimmt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  zu  |  A3  gehörenden 
Sehpfeile  I  wahr ,  dass  der  von  d  nach  0  gehende  Teil  der  Ge« 
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raden  p  über  der  Ebene  u  liegt;  demnach  sind  die  Projectionen  so 
za  stricheln  und  zu  ziehen,  wie  es  die  Figur  zeigt 

702.  Wie  findet  man  den  Schnitt  einer  Ordinal- 
geraden  mit  einer  Ebene?  (572.) 

Durch  Hilfe  einer  dritten  Bildebene,  etwa  senkrecht  za  einer 
Spur  der  Ebene. 

703.  Wie  untersucht  man,  obeineQerade  zu  einer 
Ebene  parallel  ist? 

Man  sucht  in  der  Ebene  eine  Deckgerade  zu  der  gegebe- 
nen oder  zu  einer  ihr  parallelen  Geraden.  Sind  beide  Gerade 
der  Deckgeraden  parallel,  so  ist  die  ^^ebene  Gerade  zur  Ebene 
parallel  (689). 

704.  Wie  zieht  man  durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Gerade  parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene? 

Man  zieht  in  der  Ebene  eine  beliebige  Gerade  (636)  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  zu  ihr  eine  parallele  Gerade  (596), 
dann  ist  diese  parallel  zur  Ebene. 

Senkrechte  Stellung  einer  Geraden   gegen  eine  Ebene  oder  einer 
Ebene  gegen  eine  Gerade.    Normalen-Abbildnngsgesetz.  Abstände- 

gesetz  eines  Punktes.  Sparsenkrechte. 

§•  35. 

705.  Wie  lautet  das  Normalen-Abbildungsgesetz? 
Steht  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht  (94) ,   so  ist 

in  jeder  Bildebene  ihre  orthogonale  Projection  auf  der  Spur 
Fig.  84.  derEbene  oder   auf  der  orthogonalen 

Projection  einer  zu  dieser  Sp  urparal- 
lelen Geraden  senkrecht 

Denn  führt  man  z.  B.  auf  die  Ein- 
serspur 6,  einer  beliebigen  Ebene  u  eine 
beliebige  senkrechte  Ebene  t;  (96)»  so 
muss  diese  Ebene  t;  auf  der  Bildebene  I 
senkrecht  stehen  (108)^  folglich  muss  die 
erste  Spur  von  t;  ihre  Nullseite  sein, 
also  wird  v^  auf  0^  senkrecht  stehen  (94). 
In  der  Ebene  v  kann  man  aber  beliebig 
viele  Normalen  zur  Ebene  u  ziehen,  und 
alle  diese  Normalen  müssen  ihr  erstes  Bild  in  vi  haben ,  also 
steht  in  der  Bildebene  I  die  orthogonale  Projection  einer  jeden 
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Normale  der  Ebene  u  auf  ü^  senkrecht.  Wie  der  Beweis  für 
die  ersten  Projectionen  der  Normalen  gefiihrt  wird,  ebenso  lässt 
er  sich  för  die  orthogonalen  Projectionen  auf  den  anderen  Bild- 
ebenen fahren,  mithin  ist  die  Richtigkeit  des  Normalen- AbbUdungs- 
gesetzes  dargethan.  Bei  Anwendung  dieses  Q^setzes  ist  es  erfor- 
derlich, aber  auch  genügend,  wenn  das  Normalengesetz  in  zwei 
Bogeordneten  Bildebenen  sich  bestätigt,  nmr  darf  in  diesem  Falle 
die  Ebene  nicht  zur  Bildaxe  parallel  gehen ,  weil  sonst  die  Nor- 
malen Ordinalgeraden  werden  (572). 

In  Fig.  84  steht  p,  senkrecht  auf  öj,  p^  senkrecht  auf  ü^j 
mithin  sind  PiP2  zwei  zugeordnete  Projectionen  eines  Perpen- 
dikels der  Ebene  u*  In  Fig.  84  wurde  femer  in  u  zu  p  eine 
Zweier*Deckgerade  p"  construiert,  und  in  a^  das  erste  Bild 
des  Schnittes  der  Normale  p  mit  der  Ebene  u  gefunden  (692). 
Der  Lernende  versinnliche  sich  die  Lage  der  Ebene  und  ihrer 
Normale. 

706.  Zu  welchen  Bildebenen  sind  alle  Normalen 
einer  Ebene  u  parallel? 

Zu  allen  jenen  Bildebenen,  welche  auf  einer  Spur  der  Ebene 
oder  welche  überhaupt  auf  der  Ebene  u  senkrecht  stehen. 

707.  Welche  orthogonalen  Projectionen  einer  Nor« 
male  sind  der  Normale  an  Länge  gleich? 

Die  orthogonalen  Projectionen  auf  aQen  jenen  Bildebenen, 
zu  welchen  die  Normalen  parallel  sind  (581). 

708.  Wie  zieht  man  von  einem  gegebenen  Punkte 
eine  Normale  zu  einer  Ebene? 

Man  zieht  in  jeder  Bildebene  durch  die  Projection  des 
Punktes  eine  Senkrechte  auf  die  Spur  der  Ebene  oder  auf  eine 
zur  Spur  parallele  Gerade,  dann  sind  diese  Senkrechten  die  Pro- 
jectionen des  Perpendikels  (705). 

709.  Wie  findet  man  den  senkrechten  Abstand 
eines  gegebenen  Punktes  von  einer  gegebenen  Ebene? 

Man  fällt  vom  Punkte  eine  Normale  auf  die  Ebene  (705), 
sucht  ihren  Schnitt  mit  der  Ebene  (692)  und  alsdann  die  wahre 
Entfernung  dieses  Schnittes  vom  gegebenen  Punkte  (581). 

710.  Wie  lautet  das  Abstandsgesetz  eines  Punktes? 
Wenn   man    eine  Ebene   und   einen  ausser   ihr   liegenden 

Punkt  auf  eine  Bildebene  orthogonal  projiciert,  und  es  zeigt  die 
Ebene  die  Nullseite,  so  ist  die  Projection  des  Punktes  von  der 
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Nallaeite    genau    soweit  entfernt,  wie  der  Ponkt  im  Raame  von 
der  Ebene. 

Dieses  Abstandsgesetz  ist  nicbts  anderes,  als  das  zweite  Or- 
dinatengesetz  (556;  b)  in  einer  veränderten  Äusdmcksweise« 

Fig.  86. 
Jl     y» 


Fig.  86. 


In  Fig.  85  ist  öjöaaiaa  gegeben;  es  soll  die  Entfernung 
des  Punktes  a  von  der  Ebene  u  bestimmt  werden.  Es  wurde  eine 
Bildebene  III  senkrecht  zu  Ü2  gefuhrt  und  sowol  ä,  als  a,  ge- 
sucht  (662).  Zieht  man  von  o,  eine  Senkrechte  oa  c^  auf  ü,,  so  ista,  c, 

die  wahre  Länge  der  Normalen 
acy  d.  i.  der  Abstand  des  Punk- 
tes a  von  der  Ebene  u.  Das  erste 
und  zweite  Bild  der  Normale 
wurde  nicht  gezeichnet. 

711.  Wie  findet  man  den 
Abstand  eines  Punktes  von 
einer  Ebene^  wenn  die 
Ebene  durch  zwei  beliebige 
sich  schneidende  Gerade 
gegeben  ist  ? 

a)  Man  sucht  von  der  Ebene 
zwei  zugeordnete  Spuren  (650), 
zieht  durch  den  gegebenen  Punkt 
eine  Normale  (705) ,  sucht  ihren 
Schnitt  mit  der  Ebene  (692)  und  sodann  die  wahre  Länge  der 
Entfernung  beider  Punkte  (581). 
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b)  Man  suoht  eine  Einser-  und  eine  Zweier  -  Spurparallele 
(641);  zieht  durch  das  erste  Bild  des  gegebenen  Punktes  eine 
Senkrechte  auf  das  erste  Bild  der  E^ser-Spurparallelen  (705), 
durch  das  zweite  Bild  dos  Punktes  einer  Senkrechte  auf  das 
zweite  Bild  der  Zweier  -  Spurparallelen,  so  sind  die  Projectionen 
des  durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Perpendikels  gefun- 
den« Nun  verfährt  man  nach  der  ersten  Methode. 

c)  Man  sucht  eine  Nullseite  und  wendet  das  Abstandsgesetz 
an  (710). 

712.  Wie  führt  man  durch  einen  gegebenen  Punkt 
a  eine  Ebene  u  senkrecht  auf  eine  gegebene  Qeradep? 

Man  zieht  durch  das  erste  Bild  a^  des  Punktes  eine  Senk- 
rechte j,  auf  das  erste  Bild  p^  der  Geraden  p  und  durch  das 
zweite  Bild  a2  des  Punktes  a  eine  Parallele  q^  zu  ^X^j  so  sind 
diese  zwei  Linien  q ,  q^  zugeordnete  Projectionen  einer  Einser- 
Spurparallelen  q  der  Ebene  u  (705). 

Zieht  man  durch  das  zweite  Bild  a^  des  gegebenen  Punktes 
a  eine  Senkrechte  9*2  auf  das  zweite  Bild  p^  der  Geraden  p,  und 
durch  das  erste  Bild  a^  des  Punktes  a  eine  Paralle  r^  zu  ,J^2; 
so  sind  diese  zwei  Linien  ^2^^  zugeordnete  Projectionen  einer 
Zweier-Spurparallelen  r  der  Ebene  u. 

Nun  kennt  man  von  der  Ebene  u  zwei  sich  schneidende  Ge- 
rade q  und  r  (Spurparallelen) ,  folglich  ist  die  Ebene  u  bestimmt, 
die  Aufgabe  gelöst. 

713.  Will  man  die  Spuren  der  Ebene  finden,  so  wird  man 
eine  Spurparallele  mit  einer  Bildebene  zum  Schnitt  bringen,  und 
durch  den  Schnitt  in  jener  Bildebene  eine  Senkrechte  auf  die 
Projection  der  gegebenen  Geraden  ziehen;  alsdann  ist  dieselbe 
schon  eine  Spur  der  Ebene. 

Li  Fig.  86  sind  gegeben  pip^a  102-  Gezogen  wurde  5 iXP,, 
?2  II  1^29  also  ist  q  eine  Einser  -  Spurparallele.  Femer  r,  _L  P29 
r,  II  ^^2,  mithin  ist  r  eine  Zweier-Spurparallele,  q  und  r  bestim- 
men die  zu  p  senkrechte  Ebene  u.  Die  Gerade  r  schneidet  die 
Bildebene  I  in  &^,  folglich  geht  ü^  durch  6|  senkrecht  auf  jp^. 
Mi  schneidet  ^JC^  und  durch  diesen  Schnitt  von  ü^  mit  ^X^ 
zieht  man  jetzt  ä^  senkrecht  aaf  p2'  Sucht  man  den  Schnitt 
c  der  Spurparallelen  q  mit  der  Bildebene  II ,  so  muss  C2  in  /^j 
liegen,  mithin  wird  c,  ein  Probepunkt  sein. 

714.  Wie  findet  man  den  Schnittpunkt  eine  r  Ebene 
mit  einer  Geraden^  wenn  man  die  Ebene  durch  einen 
gegebenen  Punkt  senkrecht  auf  die  Gerade  legt? 
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Man  aieht  durch  den  Pankt  die  beiden  Sparparallelen  (712) 
vnd  sodann  eine  Spur  der  Ebene.  Dann  sneht  man  in  dieser 
Spur  und  in  der  sn  ihr  parallelen  Spnrparalleleii  sn  der  gegebe- 
nen Geraden  die  Deekponkte,  nnd  sieht  die  Deckgerade  (686), 
so  schneidet  diese  die  gegebene  Gerade  in  dem  gesnohten  Ponkte. 

p.    g^  In    Fig.  86  wnrden  ß^ 


and  q  benütat;  d  nnd  0  sind 
die  fimserdeckpankte,  folg- 
lich ist  /,  (d.  L  der  Schnitt 
von  dj  <9)  i&it  p%)  das  sweite 
BUd  des  Schnittes  der  dorch 
a  senkrecht  anf  p  gef&hrten 
Ebene,  f^  liegt  in  der  Or- 
dinale doreh  /,  in  p^. 

715.  Wie  zieht  man  durch  einen  gegebenen  Punkt 
auf  eine  gegebene  Gerade  eine  sie  schneidende  senk- 
rechte Gerade. 

Man  legt  durch  den  Punkt  eine  Ebene  senkrecht  auf  die  ge- 
gebene Gerade  (712),  sucht  ihren  Schnittpunkt  (714),  so  geht  durch 

diesen  die  gesuchte  Gerade. 
^*-  ®^-  In  Flg.  86  ist  a,/i,  aj^  die 

zu  p  senkrechte  Gerade. 

716.  Wie  zieht  man 
durch  einen  gegebenen 
Punkt  eine  Gerade, 
welche  eine  gegebene 
Gefade  senkrecht 
durchschneidet,  wenn 
die  gegebene  Gerade 
zu  einer  Bildebene  pa- 
rallel ist? 

Nehmen  wir  an,  die  Ge- 
rade p  sei  zur  Bildebene  II 
parallel,  so  muss  p^  zur 
BildaxeparaQel  laufen.  Fuhrt 
man  durch  den  gegebenen  Punkt  a  eine  Ebene  senkrecht 
auf  die  Gerade  p,  so  muss  diese  Ebene  auf  der  Bildebene  II 
senkrecht  stehen  nnd  in  ihr  die  Nullseite  zeigen.  Zieht  man  so- 
nach durch  aa  eine  Gerade  senkrecht  auf  p^y  so  ist  sie  mit  ü^  zu 
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bezeichnen  und  der  Schnitt  von  2^2  mit  p^^  ist  das  zweite  Bild 
des  Schnittes  der  senkrechten  Ebene  u  mit  der  Geraden  p.  Aus 
dem  zweiten  Bilde  ergibt  sich  durch  eine  Ordinale  das  zugeord- 
nete erste  Bild  in  pi,  und  jetzt  lassen  sich  auch  die  beiden  Bilder 
der  zu  p  senkrechten  Geraden  zeichnen. 

717.  Ist  die  Gerade  p  zur  Bildebene  I  parallel,  Fig.  87,  so 
läuft  p^  zu  1^2  pftr&llel;  die  durch  a  auf  p  senkrecht  gefahrte 
Ebene  u  steht  auf  der  Bildebene  I  senkrecht,  die  Spur  u^  geht 
durch  a^  senkrecht  auf  p^  und  ist  die  Nullseite  der  Ebene  u, 
mithin  ist  der  Schnitt  von  ü^  mit  pi  das  erste  Bild  des  Schnittes 
b  der  Geraden  p  mit  der  durch  a  gehenden  senkrechten  Ebene  u^ 
und  a|6j,  a,^,  sind  die  Projectionen  der  zup  senkrechten  durch 
a  gehenden  Geraden. 

718.  Wie  zieht  man  mit  Hilfe  einer  dritten  Bild- 
ebene durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade, 
welche  eine  gegebene  Gerade  senkrecht  durch* 
schneidet  ? 

Man  legt  eine  dritte  Bildebene  senkrecht  auf  eine  der  vor- 
handenen Bildebenen  und  zugleich  parallel  mit  der  gegebenen 
Gerden,  oder  noch  einfacher  durch  die  Gerade  selbst,  sucht  die 
dritten  Projectionen  der  Geraden  und  des  Punktes,  so  zeigt  die 
durch  den  Punkt  senkrecht  auf  die  Gerade  geführte  Ebene  in  0,  die 
Nullseite.  In  Fig.  88  wurde  III  durch  b^  c,  gelegt,  also  ist  ^  X^ 
mit  p,  eine  und  dieselbe  Gerade.  Mit  Hilfe  von  zwei  Punkten 
b  und  c  wurde  das  dritte  Bild  p.  bestimmt  Durch  o,  eine  Senk- 
rechte auf  p,  gezogen,  gibt  uns  ü^  und  hiedurch  in  d^  das  dritte 
Bild  des  Schnittes  der  durch  a  senkrecht  auf  p  geführten  Ebene. 
Durch  Ordinalen  findet  man  d^,  d^  und  es  ist  ad  die  gesuchte 
Senkrechte  zu  p  (94). 

719.  Wie  findet  man  die  senkrechte  Entfernung 
eines  Punktes  von  einer  Geraden? 

Man  zieht  vom  Punkte  ein  Perpendikel  zur  gegebenen  Ge- 
raden (715)  und  sucht  die  wahre  Entfernung  ihres  Schnittpunktes 
vom  gegebenen  Punkte  (581). 

720.  Wie  construiert  man  eine  gerade  Linie  r  senk- 
recht auf  zwei  sich  kreuzende  Gerade  p  und  q  so,  auf 
dass  sie  beide  Gerade  schneidet? 

a)  Man  legt  durch  eine  der  beiden  Geraden,  z.  B.  durch  9, 
eine  Ebene  parallel  zu  p  (127),  und  fUhrt  durch  p  auf  diese  Ebene 
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eine  senkrechte  Ebene  (100),  so  muss  der  Schnitt  der  letzteren 
Ebene  mit  q  jener  Punkt  sein,  in  welchem  die  zu  suchende  Ge- 
rade q  schneidet  Construiert  man  durch  diesen  Punkt  eine  Nor- 
male zur  ersten  Ebene  (705),  so  ist  die  Qerade  r  gefunden« 

h)  Man  construiert  sich  auf  der  Zeichnungsebene  seitwärts 
durch  irgend  einen  Punkt  einer  Bildebene  zwei  Ebenen  u  und 
V)  beziehungsweise  senkrecht  auf  p  und  ^  (7^2) !  nämlich  ü|_Lpp 
«2  XPa»  ti|  J.q'i?  i^  J.?«;  ^nd  sucht  ihre  Schnittgerade  «, 
so  muss  s  der  liichtung  nach  auf  beiden  Geraden  p  und  q 
senkrecht  stehen.  Nun  legt  man  durch  p  eine  Ebene  parallel 
mit  8  (127) ,  sucht  ihren  Schnitt  Q  mit  q  und  zieht  durch  Q 
eine  Parallele  mit  s ,    so   muss    diese  die  gesuchte  Gerade  sein. 

Bestimmt  man  die  wahre  Länge  der  Strecke,   welche   auf 
'der  construierten  Senkrechten  zwischen   den  gegebenen  Geraden 
liegt,  so  hat  man  den  senkrechten  Abstand  von  zwei  sich  kreu- 
zenden Geraden  gefunden. 


Fig.  89. 


721,  Was  verstehen  wir 
unter  einer  Spursenk- 
rechten? 

Jede  Gerade,  welche  wir  in 
einer  Ebene  senkrecht  auf  eine 
Spur  derselben  ziehen,  nennen 
wir  eine  Spursenkrechte.  Sie  ist 
eine  Einser-Spursenkrechte,  wenn 
sie  auf  der  ersten,  eine  Zweier- 
Spursenkrechte,  wenn  sie  auf 
der  zweiten  Spur  senkrecht  steht 
u.  s.  w. 

722.  Welches  Bild  einer  Spursenkrechten  erhält 
eine  besondere  Lage? 

Wenn  eine  Spursenkrechte  auf  der  n^  Spur  senkrecht  steht, 
so  steht  auch  ihr  n*~  Bild  auf  der  n*«"  Spur  senkrecht.  In  Fig.  89 
ist  6,  ü^  und  ein  Punkt  a^  a^  dieser  Ebene  gegeben.  Das  erste 
Bild  einer  Einser- Spursenkrechten  durch  a  steht  senkrecht  auf 
Ä,  und  6,  ist  ihr  Schnitt  mit  «, ,  folglich  muss  6,  in  ,  X^  lie- 
gen (616). 

723.  Was  verstehen  wir  unter  einem  Spurabstand? 

Den  senkrechten  Abstand  irgend  eines  Punktes  einer  Ebene 
von  einer  Spur  der  Ebene. 
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724.  Wie  construiert  man  die  wahre  Länge  eines 
Ein  8er -Spur  abstand  es  ? 

Man  sucht  das  dem  Spurabstande  zagehörende  erste  Diffe- 
renzen-Dreieck (581);  die  Hypothenuse  gibt  die  gesuchte  wahre 
Lange.  In  Fig.  89  kann  man 

a)  entweder  den  rechten  Winkel  bei  A  benützen,  wenn  man 
Ab'  ssa^  bi  macht,  wobei  aj  b'  gleich  dem  gesuchten  Spurabstande 
ist;   oder 

ß)  wenn  man  durch  a^  &|  eine  Bildebene  III  legt ,  wobei 
as&i    den  ersten  Spurabstand  des  Punktes   a   der  Ebene   u 

o 

angibt.  Zieht  man  ^,03,  so  ist  diese  Gerade  eine  Nullseite  ß^  der 
Ebene  u. 

725.  Wie  construiert  man  die  wahre  Länge  eines 
n**°  Spurabstandes? 

Man  sucht  von  ihm  das  n}^  Differenzen -Dreieck  (581). 

Wenn  man  den  n^°  Spurabstand  eines  Punktes  a  einer  Ebene 
u  ermittelt,  so  ist  die  n^  Ordinate  des  einen  Endpunktes  gleich 
Null,  weil  er  in  t/«  liegt,  während  die  n}^  Ordinate  (On)  aus  dem 
zugeordneten  Bilde  von  o«  entnommen  wird.  Der  n^  Spurabstand 
eines  Punktes  a  ist  sonach  gleich  der  Ilypothenuse  eines  Drei- 
eckes, in  welchem  der  senkrechte  Abstand  des  n*®"  Bildes  On  von 
der  n^  Spur  der  Ebene  u  eine  Elathete,  und  die  n^  Ordinate  des 
Punktes  a  die  zweite  Eotthete  ist.  (Der  Lernende  setze  in  dieser 
Aussage  einmal  Eins,  ein  anderesmal  Zwei  oder  Drei  u.  s.  w. 
statt  n,  wodurch  er  specielle  Aussagen  erhält.) 

Ebene  Clebilde  za  projicieren.  Congraenz-Projeetlonen.  Kreise 

za  projicieren. 

§.  36. 

726.  Man  kommt  häufig^in  die  Lage,  eine  ebene  Figur, 
welche  in  einer  oder  der  anderen  Bildebene  liegt,  aus  einem  Cen- 
trum S  auf  eine  Ebene  u  projicieren  zu  müssen.  Weil  die  Ebene 
u  aber  im  Räume  liegt,  so  können  wir  die  Projection  auf  u  nur 
durch  zugeordnete  Bilder  darstellen,  folglich  haben  wir  das  Ver- 
fahren zu  beschreiben^  wie  man  zu  den  zugeordneten  Abbildun- 
gen der  Projection  auf  u  gelangt 

Es  seien  i7|^,  Fig.  90,  zwei  zugeordnete  Spuren  einer 
Ebene  u^  9i  S2  zugeordnete  Bilder  des  Projeotions-Centrams  und 
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h'   sei  der  io  der  Bildebene  I   liegende   auf  tt   zu    projicierendc 
Punkt,  dessen  zugeordnetem  Bild  i',  in  der  Bildaxe  liegt. 

Man  ziebt  in  jeder  Bildebene  das  Bild  des  projicierenden 
Sfrales  Sb',  also  S,b',  S^b'^  uxti  encht  die  zugeordneten  n*o- 
jectionen  b,  6,  des  Punktes  b,  in  welchem  der  Stral  Sb'  die  Ebene 
K  durchdringt  (692),  so  sind  6,  b^  zugeordnete  Bilder  der  Pro- 
jection  des  Punktes  h'  auf  der  Ebene  u. 
Flg.  90. 


727.  Sind  viele  Punkte  a'b'V  ...  der  Bildebene  I  auf  die 
Ebene  «  zu  projicieren,  bo  lohnt  es  die  Mühe,  eine  Bildebene  Ilt 
senkrecht  zur  ersten  Spur  der  Ebene  w  einzuführen ,  weil  dann 
die  dritten  Bilder  ^a'„  S,b'„  «.c's,  . .  .  der  Stralen  Sa\  Sb', 
Sc",  .  ..  die  Nulleeite  «j  in  Punkten  a,6,c,  .  . .  schneiden,  welche 
Punkte  schon  die  dritten  Bilder  der  Schnitte  der  Stralen  Sa', 
Sb',  Se',  ...  mit  der  Ebene  n  sind. 

Ordinalen  za  ,  A,  geben  o,  6,  c,  .  . .,  und  durch  u,  6,  c,  . . . 
OrdiniUen  zu  ,A,  geben  die  zweiten  Bilder  Ogi,«],  ■  •  • 
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728.  Wie  uns  Fig.  90  zeigt,  erhalten  wir  in  der  Bildebene  I 
zwei  perspectiyisch  liegende  Gebilde,  nämlich  das  gegebene  Oe- 
bilde  a'b'c'df  und  das  erste  Bild  a,ft,o,  (2|  der  Projection  dieses 
Gebildes  aus  dem  Punkte  8  auf  die  Ebene  u.  Es  entsteht  dem- 
nach die  Frage:  ob  die  beiden  bezüglich  S^  perspecti- 
visch  liegenden  Gebilde  auch  eine  Begegnungsgerade 
haben? 

Denken  wir  uns  eine  Gerade  in  der  Bildebene  I,  z.  B.  a'h' 
bis  zur  ü^  nach  e,  verlängert,  so  ist  klar  einzusehen,  wenn  man 
die  Gerade  a'h*  auf  die  Ebene  u  aus  S  projiciert  und  yon  dieser 
Projection  das  erste  Bild  a^h^  sucht,  auch  a^b^  durch  «i  gehen 
muss;  mithin  ist  ü^  die  Begegnungsgerade  der  beiden  in  der 
Bildebene  I  liegenden  Gebilde.  Beide  Gebilde  liegen  dem- 
nach perspectivisch  coUinear.  Wenn  man  daher  einen 
Punkt,  z.  B.  &^  wie  in  (726)  sucht;  so  kann  man  nach  der  Me- 
thode der  perspeetivischen  Collineation  alle  übrigen  Punkte a| C| ... 
construieren. 

729.  Ist  ein  grösseres  Gebilde,  z.  B.  eine  in  der  Bildebene  1 
liegende  Curye  aus  S  auf  die  Ebene  u  zu  projicieren ,  so  wird 
es  gut  sein,  auf  der  durch  S^  gehenden  Centralen  (253)  zwei 
verwandte  Punkte  k^k^  dadurch  zu  ermitteln,  dass  man  h'  h^ 
aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Begegnungsgeraden  n^  auf  die 
durch  S^  zu  ä,  parallel  gehende  Centrale  projiciert 

Aus  dem  gefundenen  ersten  Bilde  a^ b^c^d^  ...  findet  man 
durch  Ordinalen  das  zweite  Bild  a^  b^c^d^*».  in  den  Geraden 
Sj  a'a,  5j|5*2,  52  0*2;  Sj  d'2, . . . 

730.  Nun  kann  man  auch  die  umgekehrte  Angabe  lösen: 
Ein  durch  zwei  zugeordnete  Bilder  gegebenes  ebenes 
Gebilde  abcd  aus  einem  Centrum  S  auf  die  Bildebene  I 
zu  projicieren. 

a)  Man  zieht  in  beiden  Bildebenen  die  Bilder  der  projicie- 
renden  Stralen  iSa,  Sby  Sc,...  und  sucht  die  ersten  Sparen 
a'b^c^ .  . .  derselben  (576) ,  welche  sofort  Punkte  der  gesuchten 
Projection   des   ebenen  Gebildes  abc,  sind;  oder 

b)  Man  sucht  nach  a)  blos  von  einem  Punkte,  z.  B.  von 
&1&2  die  Projection  b*  und  ermittelt  alle  übrigen  Punkte  a*c*d\.. 
nach  den  Gesetzen  der  perspeetivischen  Collineation  (§.  12). 

731.  Soll  man  ein  Gebilde  einer  Ebene  u  aus  einem  Punkte 
S  auf  die  n^  Bildebene  projicieren ,  so  muss ,  wie  aus  der  eben 
durcbgefilhrten  Betrachtung  hervorgeht,  das  n^  Bild  des  ebenen 
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Gebildes  mit  seiner  ProjectioD  aus  S  auf  die  n"  Bildebene  per- 
specdviecb  coUinear  liegen.  Man  kann  demnach  auch  hier  die 
perspectivische  Collineation  zur  Construction  benätzen,  denn  3^  üt 
das  Centram  der  perspectiviscben  Lage  and  Sn  die  Begegnungs- 
gerade. 

733.  Ein  besonderer  Fall  tritt  ein ,  wenn  man  ein  in  einer 
Bildebene  liegendes  Gebilde  u'  auf  eine  Ebene  u  oder  umgekehrt 
ein  in  einer  Ebene  u  liegendes  Gebilde  u  auf  eine  Bildebene  durch 
parallele  Stralen  projiciert.  Denn  hier  liegt  die  Projection 
iS.  des  nnendlich  fernen  Projections  -  Centrums  S  selbst  im  un- 
endlichen, (ausgenommen  die  parallelen  Straten  stehen  auf  der 
Bildebene  senkrecht),  folglich  verwandelt  sieb  die  perapectivische 
Collineation  der  zwei  Gebilde  u'  und  u.  in  die  perspectiv 
Tische  Affinität   Man  wird  demnach   parallel   zur  gegebenen 

p,  Richtung    einen   Punkt    a' 

der  Bildebene  N  auf  die 
Ebene  u  projicieren,  die  or- 
thogonale Projection  a,  die- 
ses Bildes  ermitteln  nnd 
dann  nach  den  Gesetzen  der 
perspectivi  sehen  Afiinit&t 
•Ai  die  übrigen  Punkte  con- 
stmieren. 

733.  Wie  kann  man 
ein  ebenes  Gebilde  u 
congruent  auf  die  n" 
Bildebene  projicieren? 

Durch  parallele  Straleo, 
deren  jeder  folgende  Bedin- 
gungen erfiillt: 

a)  Seine  orthogonale  Projection  auf  der  n""  Bildebene  steht 
senkrecht  auf  der  n*"  Spur  der  Ebene  u; 

b)  der  projicierende  Stral  ist  zur  Ebene  w  und  zur  n*™  Bild- 
ebene gleich  geneigt 

734.  In  Fig.  91  wird  ein  Sechseck  einer  Ebene  u  congruent 
auf  die  erste  Bildebene  projiciert  Zieht  tu^n  durch  das  erste 
Bild  A]  eines  Punktes  a  der  Ebene  u  eine  Senkrechte  auf  die 
er«te  Spar  der  Ebene  u,  so  ist  diese  Senkrechte   das  erste  BUd 
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»1  des  coDgruent  projicierenden  Strales  a  (733,  a) ,  folglich  muss 
in  ihm  auch  die  erste  Congruenz-Projection  a'  von  a  liegen. 

Um  die  Bedingung  (733,  b)  za  erfüllen ,  lege  man  eine 
Bildebene  III  senkrecht  auf  die  erste  Spur  von  Uy  so  muss  der 
congruent  projicierende  Stral  s  zur  Bildebene  III  parallel  sein* 
Ermittelt  man  demnach  die  Nullseite  ü^  der  Ebene  u  (667),  in 
welcher  Nullseite  a^  liegt ,  so  bildet  die  dritte  Projection  «3 
des  congruent  projicierenden  Strales  mit  ü^  und  ^X^  gleiche 
Winkel.  Wird  sonach  Oa'^  ssz  Oa^  gemacht,  so  ist  a^a*^  das 
dritte  Bild  s^  des  den  Punkt  a  congruent  projicierenden  Strales 
8,  folglich  ist  der  Schnittpunkt  a'  desselben  Strales  mit  der  Bild- 
ebene I  die  erste  Congruenz-Projection  des  Punktes  a. 

Die  Projectionen  der  übrigen  Punkte  lassen  sich  auf  eine 
gleiche  Weise  finden,  oder  auch  durch  die  Anwendung  der  Oe- 
setze  der  perspectivischen  Affinität  construieren. 

735.  Woraus  erkennt  man,  dass  die  in  dieser  Art 
erzeugte  Projection  a'b'c*  . .  .  des  ebenen  Gebildes  ti, 
mit  dem  Qe bilde  abc  .  . .  der  Ebene  u   congruent   ist  ? 

Nennt  man  den  senkrechten  Abstand  eines  Punktes  a  einer 
Ebene  u  von  der  vf^  Spur  den  n}*^  Spurabstand  des  Punk- 
tes a,  so  sieht  man  ein,  dass  durch  das  congruente  Projicieren 
auf  die  n^  Bildebene  die  Projection  des  n}^  Spurabstandes  weder 
in  der  Länge,  noch  in  der  senkrechten  Stellang  zu  ün  verändert 
wird,  woraus  die  Congruenz  sich  ergibt. 

In  Fig.  91  ist  daher  aM'  gleich  dem  ersten  Spurabstande 
aÄ^  des  Punktes  a  in  der  Ebene  u  (723). 

736.  Man  kann  die  n^  Congruenz-Projection  eines  Punktes 
a  einer  Ebene  u  auch  dadurch  construieren,  dass  man  auf  der 
durch  das  n^  Bild  an  auf  ßn  senkrecht  gezogenen  Geraden  von 
ün  aus,  die  wahre  Länge  des  nach  (725)  ermittelten  Spurabstan- 
des aufträgt. 

Würde  man  demnach  in  Fig.  91  die  wahre  Länge  von  aA^ 
aus  a^A*  und  {a^)  :=  a^A  als  Katheten  eines  rechtwinkeligen 
Dreieckes  ermitteln  und  von  A^  nach  A^a'  auftragen  (724) ,  so 
dürfte  man  erst  nicht  eine  Bildebene  III  einführen. 

737.  Dreht  man  die  Ebene  u  um  ihre  erste  Spur  in  die  Bild- 
ebene I^  so  wird  die  in  der  Ebene  u  liegende  Figur  mit  ihrer 
Congruenz-Projection  zusammenfallen;  desshalb  nennt  man  die 
OongmenZ'Projectionen  ebener  Figuren  auch  Umlegungen. 
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Fig.  92. 


Eine  ebene  Figur  laset  sich  nmob  zwei  verschiedenen,  a-ber 

aufeinander  senkrechten  Richtungen  auf  eine  Bildebene  coogruent 

projicieren  und  auch  auf  eine  zweifache  Art  umlegen*  Beide  Con- 

gruenz-Projectionen  oder  Umlegungen  liegen  bezü^ich  der  Spur 

von  u  symmetrisch. 

738.   Ausser  durch 

die  Anwendung  der  Me- 
thode des  congruenten 
Projicierens  kann  man 
die  wahre  Gestalt  eines 
durch  zugeordnete  Pro- 
jectionen  gegebenen 
Dreiecks  noch  dadurch 
finden,  dass  man  durch 
Anwendung  der  Diffe- 
renzen -  Dreiecke  (581) 
die  wahren  L&ngen  der 
einzelnen  Dreiecksseiten 
ermittelt  und  aus  den  drei  Seiten  das  Dreieck  construiert  Soll 
man  die  wahre  Gestalt  eines  ebenen  Polygons  ermitteln,  so  kann 
man  dasselbe  auch  in  Dreiecke  zerlegen,  die  wahren  Gestalten 
der  einzelnen  Dreiecke  auf  die  jetzt  erwähnte  Art  oonstruieren  und 
aus  den  so  gefundenen  Dreiecken  das  Polygon  zusammensetzen. 

„.     «„  739.  Wie  zeichnet  man 

eine  gegebene  Figur  in 
einer  gegebenen  Ebene  u? 
Ist  die  Lage  der  ebenen  BH- 
gur  gegen  die  n^  Spur  von  u  be- 
kannt, so  zeichnet  man  in  der 
n^n  Bildebene  diese  Figur  in  der 
vorgeschriebenen  Lage  gegen  s» 
und  projiciert  sie  mit  der  n**" 
CongruenzrichtUDg  parallel  auf 
die  Ebene  u  (733). 

740.  Wie    ermittelt  man 

die    wahre    Grösse    eines 

durch    seine    Projectionen 

gegebenen  Winkels? 

Man  sucht   von   beid^  Schenkeln   die  Schnitte  mit  einer 

Bildebene   und  projiciert  auf  diese  Bildebene   den  Scdieitel  des 
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WiDbels  parallel  mit  der  Ooiigruenz-Riohtung.>  Verbindet  man  die 
CoDgrueaz-Projection  des  Seheiteis  mit  den  Spuren  der  Si^enkel, 
so  erhält  man  die  Cöngruenz-Projeetion  des  Winkels,  d.  L  dessen 
wahre  Grösse. 

In  Fig.  92  fand  pi'P2  ^^^  9i92  ^^^  Bilder  der  Schenkel 
des  Winkels  a;  b^c^  sind  ihre  zweiten  Spuren,  folglich  ist  die 
Gerade  &a^  die  ß2  der  Ebene  pq.  a^A.*'  ist  das  zweite  Bild  des 
congment  projicierenden  Strales,  und  macht  man  nach  (725)  (o^); 
d.  i.  a,il  zu  einer,  und  Aa***  ^=^  A'^a^  a&ur  zweiten  Kathete,  so 
ist  a^a*^'  der  Zweier-Spurabstand  des  Punktes  a,,  mithin,  wenn 
A*'c^*  =  a,  a"'  gesetzt  wird ,  ist  o"  die  zweite  Umlegung  oder 
zweite  Congnienz-Projection  von  a.  Die  zweiten  Spuren  von  p 
und  q  sind  62^2»  ^^  ^^  "^^^a^''^  ^^^  wahre  Grösse  des  Win- 
kels, den  p  mit  q  einsehliesst. 

741.  In  Fig.  93  wurde  die  erste  Umlegung  p'q'  der  Gera- 
den p  und  q  gezeichnet.  Da  man  von  p  keinen  Schnitt  mit  der 
Bildebene  I  fand,  wurde  in  p  ein  Punkt  d^d^  angenommen  und 
eine  fiinser-Spurparallele  de  construiert;  durch  die  erste  Spur  &| 
eine  Parallele  zu  e|<2|  gezogen,  fand  man  ä,.  Nun  wurden  die 
ersten  Umlegungen  a'  und  d'  der  Punkte  a  und  d  mit  Hilfe  der 
zu  den  ersten  Spnrabständen  gehörenden  Differenzen  -  Dreiecke 
coostruiert  (725),  alsdann  ist  V  b^  a'd*  die  wahre  Grösse  der  Nei- 
gnDg  von  p  gegen  q. 

742*  Wie  stellt  man  zugeordnete  Bilder  eines  Win- 
kels von  gegebener  Grösse  dar,  wenn  man  seinen 
Scheitel,  seine  Ebene  und  einen  Schenkel    desselben 

kennt? 

Man  projiciert  den  Schenkel  und  den  Scheitel  aus  der  Ebene 
u  congruent  auf  eine  Bildebene  (733),  zeichnet  an  die  Congruenz- 
Projection  des  Schenkels  den  gegebenen  Winkel  an^  und  proji- 
ciert den  zweiten  Schenkel  congruent  in  die  Ebene  u  zurück. 

Nehmen  wir  an,  in  Fig.  92  sei  ä,,  der  Scheakel  PxP«L  ^^^ 
der  Scheitel  o,  a,  eines  in  der  Ebene  u  liegenden  Winkels  gege- 
ben. Zeichnen  wir  die  zweite  Umlegung  a**  mit  Hilfe  des  zweiten 
Differenzen-Dreieckes  von  aA**  und  verbinden  a"  mit  der  zweiten 
Spur  h^  des  Schenkels  p,  so  ist  a'*\  die  Congruenz  -  Projection 
von  d6.  Ist  nun  of'c^  der  zweite  Schenkel  des  Winkels  in  der 
Umlegung,  folglich  c,  seine  zweite  Spur,  so  ist  a^cg  das  zweite 
Bild  des  zweiten  Winkelschenkels.  Das  zugeordnete  Bild  von  c^ 
liegt  in  der  Bildaxe,  mithin  ist  auch  a\  C|  gefunden- 
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Hätte  man  den  Winkel  an  die  andere  Seite  von  a^'ft,  an- 
gezeichnet; 80  würde  man  eine  zweite  Anflösong  der  gegebenen 
Aufgabe  gefunden  haben. 

In  Fig.  93  sei  qiq^f  0\<^2  ^°^  ^i  gegeben.  Man  soll  in  der 
durch  2?|  und  q  denkbaren  Ebene  an  den  Schenkel  j  in  a  als 
Scheitel  einen  gegebenen  Winkel  anzeichnen. 

Man  sucht  die  erste  Umlegung  {'  und  a^  zeichnet  p*  unter 
dem  vorgeschriebenen  Winkel  an  q*  an  und  sucht  die  in  ö^  lie^ 
gende  erste  Spur  von  p\  Dieser  Schnittpunkt  liegt  aber  unbenutz- 
bar. Man  zieht  desshalb  in  der  Umlegung  eine  beliebige  Einser* 
Spurparallele  d'e'j  sucht  c^  durch  eine  von  c' aus  gezogene  Spur- 
senkrechte  und  zeichnet  die  erste  Spurparallele  durch  C|  parallel 
zu  ü^y  durch  C2  parallel  zur  Bildaxe  und  bestimmt  nund!|  durch 
eine  Spursenkrechte  aus  d\  Nim  sind  ajc2|;  a^d^  die  zugeordne- 
ten Bilder  vom  zweiten  Schenkel  p. 

Fig.  94.  743.     Wählt    man    in 

(742)  den  gegebenen  Win- 
kel gleich  einem  Bechten, 
so  hat  man  die  Aufgabe 
(715)  gelöst: 

Durch  einen  gege- 
benen Punkt  auf  eine 
Gerade  eine  senk- 
rechte Qerade  in  einer 
gegebenen  Ebene  zu 
errichten. 

744.  Wie  teilt  man 
einen  gegebenen  Winkel  nach  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse? 

Man  zeichnet  eine  Umlegung  desselben  (742);  teilt  die  Um- 
legung entsprechend;  und  projiciert  die  Teilungslinien  congruent 
in  die  Winkelebene  zurück.  In  Fig.  92  soll  a""  d^  eine  Teilungs- 
linie in  der  Umlegung  sein ,  mithin  ist  d^  die  zweite  Spur  der 
Teilungsgeraden  und  asC^s;  ^,(2,  sind  zugeordnete  Bilder  der- 
selben. 

745.  In  welcher  Lage  befinden  sich  das  erste  und 
zweite  Bild;  oder  überhaupt  zwei  zugeordnete  Bilder 
einer  ebenen  Figur,  in  der  Zeichnugsebene? 

Sie  liegen  perspectivisch  affin  (§  11).  Denn  erstens  sind 
je  zwei  zugeordnete  gerade  Punktreihen  geometrisch  proportio- 
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nal,  und  zweitens  liegen  je  zwei  verwandte  Punkte  in  einer 
zur  Bildaxe  senkrechten  Geraden.  Es  erscheint  demnach  in  der 
Zeichnungsebene  jedes  von  zwei  zugeordneten  Bildern  einer 
ebenen  Figur  als  eine  perspectivisch-affine  Projection  des  an- 
deren, wobei  die  parallel  projicierenden  Stralen  die  Ordinalen 
sind.  Wenn  man  demnach  in  Fig.  91  jedes  zweite  Bild  einer  in 
der  Ebene  u  liegenden  Geraden  mit  dem  zugeordneten  ersten 
Bilde  zum  Schnitte  bringt;  so  müssen  alle  Schnittpunkte  in  der 
Bege^nnngsgeraden  beider  Systeme  liegen. 

746.  Wie  construiert  man  die  Begegnungsgerade 
(Affinitätsaxe)  für  zwei  zugeordnete  Bilder  einer  Ebene  u? 

Der  Schnittpunkt  U^  Fig.  94,  einer  Spur,  z.  B.  ü^  mit  ihrem 
zugeordneten  Bilde,  d.  i.  mit  der  Bildaxe  ist  offenbar  ein  Punkt 
derselben  (745).  Construiert  man  dann  noch  die  zugeordneten 
Bilder  |>jP2  irgend  einer  Spurparallelen  p  (630),  so  ist  ihr  Schnitt- 
punkt M  ein  zweiter  Punkt  von  ß. 

747.  Wenn  zwei  zugeordnete  Spuren  einer  Ebene 
u  und  eine  Projection  einer  in  u  liegenden  Figur  ge- 
geben sind,  wie  findet  man  ihr  zugeordnetes  Bild 
nach  den  Affinitätsgesetzen? 

Man  construiert  zuerst  mit  Hilfe  einer  Spurparallelen  p  die 
Begegnungsgerade  ß,  Fig.  94,  dann  sind  die  zugeordneten  Bilder 
eines  jeden  Punktes  der  Geraden  p  verwandte  Punkte.  Um  nun 
etwa  zu  «1  das  zugeordnete  Bild  e^  zu  finden ,  zieht  man  durch 
Bi  eine  beliebige  Gerade,  etwa  ^^  b^  des  ersten  Systemes ,  wobei 
aber  b^  ein  Punkt  in  p^  sein  soll,  ermittelt  durch  eine  Ordinale 
in  p,  ^^^  Punkt  ^^  und  zieht  durch  den  Begegnungspunkt  D 
die  verwandt^  Gerade  Dh2y  so  schneidet  sie  die  durch  e^  gezo- 
gene Ordinale  in  63. 

Wenn  der  Punkt  e^  sehr  genau  construiert  wurde,  so  eignet 
er  sich,  weil  e^e^  weit  von  ß  entfernt  sind,  zur  Construction 
neuer  Punkte,  wie  dies  aus  q^  q^,  zu  ersehen  ist. 

Auch  kann  man  vorteilhaft  einen  Proportionalwinkel  mit 
e^E  als  Radius  und  £$2  als  Sehne  benützen  und  hienach  (237) 
das  zweite  Curvenbild  ermitteln.  E  ist  der  Schnitt  der  Ordinale 
^1 62  mit  ß. 

In  Fig.  94  wurde  €2  noch  mittels  einer  Spurparallelen  con- 
trolliert 

748.  Wie  construiert  man  an  eine  ebene  Curve 
eine  Tangente? 
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Fig.  95. 


Man  zeichnet  in  jeder  Bildebene  durch  das  Bild  des.Be- 
rührangspunktes  eine  Tangente  an  das  Bild  der  Curve  (528)|  so 
erhält  man  hiedurch  die  Bilder  der  Tangente  an  die  Curve.  Kennt 
man  die  Projectionen  der  Tangente^  so  ist  diese  dadurch  bestimmt, 
also  oonstruiert. 

In  Fig.  94  trifft  die  Tangente  durch  /,  die  ß  in  E,  mithin 
muss  die  Gerade  Ef^  eine  Tangente  an  das  zweite  Bild  der  Curve 
sein.  Ef^  jind  Ef2  sind  zwei  zugeordnete  Bilder  der  Tangente 
des  Punktes  /.  Bei  einer  Probe  muss  der  Schnitt  von  ü^  mit 
Ef2  und  jener  von  jXj  mit  Efi  in  einer  Ordinale  liegen. 

749.  Wie  construiert  man  an  eine  ebene  Curve 
eine  Tangente  parallel  zu  einer  in  ihrer  Ebene  lie- 
genden oder  zu  dieser  Ebene  parallelen  Qeraden? 

Man  zieht  in  jeder  Bild- 
ebene eine  Tangente  an  die 
Curve  parallel  zum  Bilde  der 
gegebenen  Qeraden.  Zur  Probe 
muss  sich  zeigen,  dass  je  zwei 
zugeordnete  Berührungspunkte 
in  einer  Ordinale  liegen. 

750.    Wie  construiert 
man     zwei      conjugierte 
Durchmesser  eines  Krei- 
ses   (340),   wenn  man  die 
Projectionen  seines  Mii^ 
telpunktes    und     seine 
Ebene    u  kennt? 
Man  projiciert  congruent  (733)  den  Kreismittelpunkt  in  eine 
Bildebene.    In  der  Bildebene  zeichnet  man   mit  dem  gegebenen 
Radius  aus  der  Congruenz-Projection  des  Mittelpunktes  als  Cen- 
^trum  einen  Kreis,  zieht  irgend  zwei  aufeinander  senkrechte  Kreis- 
durchmesser  und  projiciert  diese  in  die  Ebene  u  zurück,    so  ist 
die  Aufgabe  gelost. 

751.  Es  sind  zwei  zugeordnete  Spuren  einer  Ebene 
u  und  ein  Bild  vom  Cent  rum  Odesint«  liegenden  Krei- 
ses gegeben.  Man  soll  die  zugeordneten  Bilder  eines 
dem  Kreise  umschriebenen  Quadrates  construieren, 
wenn  zwei  Quadratseiten  mit  einer  Spur  von  u  paral- 
lel sind. 
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In  Figur  95  wurden  zwei  verticale  zugeordnete  Bildebenen 
II  und  III  vorausgesetzt;  die  Sehpleile  II  und  III  bestimmen  die 
Vereinigungsart  der  zweiten  und  dritten  Projection  mit  der  Zeich- 
nungsebene. Die  Bildebene  I  fehlt. 

Von  der  Ebene  u  seien  die  zugeordneten  Spuren  ü^ü^  und 
vom  Kreismittelpunkt  0  das  dritte  Bild  0,  gegeben.  Man  legt 
durch  Oa  eine  Bildaxe  ,X«  senkrecht  auf  ü^  y  construiert  mitteis 
einer  durch  O  gebenden  Dreier  -  Spurparallelen  das  zugeordnete 
Bild  Oa ,  hieraus  0^ ,  durch  welchen  Punkt  die  Nullseite  ü^ 
geht  (609). 

Das  gesuchte  Quadrat,  von  dem  zwei  Seiten  mit  Ü3  parallel 
sein  sollen^  projiciert  sich  in  der  Bildebene  III  als  ein  Rechteck/ 
Yon  welchem  die  mit  ü,  parallelen  Seiten  dem  Kreisdurehme.^ser 
an  Länge  gleichen.  Zieht  man  also  6,/,  senkrecht  zu  3^  und 
setzt  O3«,  =/3  Og  =  dem  Blreisradius  r,  so  sind  e,  und  /,  die 
Mittelpunkte  yon  zwei  Seiten  des  Rechteckes. 

o 

Das  yierte  Bild  des  Quadrates  erscheint  in  ü^  als  Gerade 
b^c^,  wobei  C4O4  ==  O^b^  =  r  ist;  hieraus  ergeben  sich  63  und 
Cg  als  Mittelpunkte  der  Rechtecksseiten  des  dritten  Bildes,  weiches 
nun  gezeichnet  werden  kann. 

Die  vierten  Bilder  der  Rechteckspunkte  geben  die  zugeord- 
neten dritten  Ordinaten  und  aus  den  dritten  Ordinaten  findet 
man  die  zugeordneten  zweiten  Bilder  b^c^e^f^^  aus  welchen  sich 
das  zweite  Bild  des  Quadrates  darstellen  lässt.  (Zu&llig  liegen  b 
und  /  in  derselben  Ordinatenebene.) 

Hält  der  Lernende  die  Zeichnung  so,  dass  ^X^  die  gewöhn- 
liche Lage  von  ^X^  einnimmt^  so  ersieht  er  augenblicklieb ^  wie 
die  Lösung  fiii*  die  Bildebenen  I  und  II  durchzuftihren  ist. 

Bei  der  Ausführung  der  Zeichnungen  wählt  der  Lernende 
fiir  jede  Zeichnungsebene  eine  besondere  Farbe.  Werden  aber 
auf  einer  Bildebene  mehrere  Projectionen  eines  Gebildes,  z.  B. 
die  orthogonale  und  die  Congruenz-Projection  einer  ebenen  Figur 
ausgeführt,  so  ist  für  jede  Projection  ebenfalls  eine  andere  Farbe 
zu  gebrauchen. 
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Beigeordnete  Bildebenen.  Einige  ConstracUouen  bei  Ebenen,  wenn 

ihre  Sparen  nicht  bekannt  sind. 

§.  37. 

752.  Wenn  man  ein  Raamgebilde  orthogonal  aaf  zwei 
parallele  Bildebenen  projiciert,  8o  entstehen  congruente  Pro- 
jectionen.  Die  Ordinalen  der  Raumpunkte  sind  fUr  jene  Bildebene 
grosser,  welche  vom  projicierenden  Auge  weiter  entfernt  ist.  Die 
Differenz  der  beiden  Ordinaten  eines  Punktes  ist  stets  gleich  dem 
senkrechten  Abstände  der  beiden  parallelen  Bildebenen. 

753.  Kommen  in  einer  Zeichnung  zwei  parallele  Bildebenen 
vor,  so  pflegt  man  wol  nicht  immer,  jedoch  am  häufigsten  nur 
die  Zeichnung  der  einen  Bildebene  nach  den  Ordinatengesetzen 
(556)  mit  der  zugeordneten  Bildebene  zu  verbinden ,  während 
man  sich  die  Zeichnung  der  parallelen  Bildebene  mit  der  ihr  con- 
gruenten  Zeichnung  der  ersteren  Bildebene  vereinigt  denkt.  Fig.  96 
macht  dies  klar. 

Fig.  96. 
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r 

Ein  Dreieck  dtf  ist  durch  zwei  zugeordnete  Projectionen 
^i^i/ij  ^2^2/2  gegeben.  Durch  den  Punkt  d  wurde  eine  Bild- 
ebene III  parallel  zu  I  gelegt,  folglich  ist  die  dritte  Projection 
d^e^fz  congruent  mit  d^e^f^^  aber  alle  dritten  Ordinaten  sind 
um  d^  D  kleiner  als  die  ersten  Ordinaten  (752).  Wurde  man 
daher  das  dritte  Bild  mit  dem  zweiten  Bilde  nach  den  Ordinaten- 
gesetzen verbinden  y  so  würde  es  bezuglich  ^X^^  dieselbe  Lage 
besitzen,  wie  sie  d^e^f^  bezüglich  i^^  besitzt. 

Man  erspart  sich  das  Zeichnen  des  dritten  Bildes  und  denkt 
sich  dasselbe  mit  dem  ihm  congruenten  ersten  Bilde  vereinigt« 


Also  liegt  beispielsweise  in  e^  nicht  nur  ^, ,  sondern  auch  e^,  jedoch 
ist  die  dritte  Ordinate  (63)  nicht  =  e^E,  sondern  =  62  E\  Die 
zweite  Ordinate  ist  und  bleibt  («2)  =  «i  -E,  oder  wenn  man  63 
statt  öj  schreiben  würde  («2)  =  e^E. 

754.  Zwei  parallele  Bildebenen,  deren  orthogonale  Zeich- 
nungen man  zusammenfallen  lässt,  wollen  wir  als  beigeordnete 
Bildebenen  bezeichnen.  Es  ist  also  in  Fig.  96  die  Bildebene  III 
der  Bildebene  I  beigeordnet.  An  die-Bildaxe  schreiben  wir  ^X^ 
und  setzen  nur  den  einen  Sehpfeil  III  hinzu. 

Ist  die  Bildebene  III  der  Bildebene  I  beigeordnet,  so  be- 
trachtet man  demnach  die  erste  Projection  irgend  eines  Qebildes 
zugleich  als  dessen  dritte  Projection ,  folglich  auch  den  Schnitt 
einer  Ebene  mit  der  beigeordneten  Bildebene  als  die  dritte  Spur. 
In  Fig.  96  ist  g^  ff 2  ^^^  Schnitt  der  Seite  e/mit  der  Bildebene  III, 
folglich  erscheint  dem  projicierenden  Auge  I  die  Gerade  ^|^, 
als  dritte  Spur  der  Ebene  u  und  ist  d^ff^  demzufolge  als  ü^  zu 
bezeichnen. 

755.  Wie  construiert  man  eine  Congruenz-Proj  ec- 
tion  einer  ebenen  Figur  auf  einer  beigeordneten 
Bildebene? 

Ghinz  nach  denselben  Grundsätzen  wie  die  Congruenz-Projec- 
tion  auf  einer  zugeordneten  Bildebene.  Man  zieht  desshalb  in 
Fig.  96  durch  e,  eine  Senkrechte  auf  ü^^  sucht  mittels  d^  dritten 
Differenzen-Dreieckes  (581)  den  dritten  Spurabstand  des  Punktes 
e  und  trägt  die  gefundene  Länge  von  ü^  auf  der  Spursenkrechten 
nach  «'"  auf,  so  ist  e"'  die  gesuchte  dritte  Congruenz-Projection 
des  Punktes  e.  Auf  eine  gleiche  Art  findet  man  auch  /'',  jedoch 
müssen  e^^'  und  f"  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Begegnungs- 
geraden M,  liegen,  weil   dasselbe  auch  bei  6^  und /i  stattfindet. 

Da  d,  oder  vielmehr  d^  unverändert  bleibt,  so  ist  d^  ef^'f^* 
die  wahre  Gestalt  des  Dreieckes  d^f. 

756.  Man  soll  den  Neigungswinkel  einer  Drei- 
ecksebene ahc^  Fig.  96;  mit  der  Bildebene  II  bestimmen  ? 

Die  zweite  Spur  aufzufinden  ist  hier  unbequem.  Man  kann 
daher  ausser  nach  Art  (672)  auch  so  vorgehen,  dass  man  durch 
einen  Eckpunkt  des  Dreieckes  ahcy  z.  B.  a,  eine  Bildebene  IV 
parallel  zu  II  beiordnet,  sodann  w^  construiert  (wenn  die  Ebene 
ahc  mit  w  bezeichnet  wird),  ferner  senkrecht  zu  to«  eine  Bild- 
ebene V  senkrecht  legt,  mit  Hilfe  der  vierten  Ordinate  eines 
Punktes  6   der  Ebene  to  das  fünfte   Bild  h^  und  hiedorob   die 
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Spurtr^  crirfittelt,  so  ist  der  von  w^  mit  4A5  gebildete  Winkel 
das  Mass  der  Neigung  der  Ebene  w  gegen  die  Bildebene  IV  oder 
gegen  die  Bildebene  II. 

757.  Man  soll  ein  ebenes  Viereck  durch  zwei  zu- 
geordnete Bilder  darstellen,  wenn,  Fig.  96,  in  der  Bild- 
ebene I  die  Projectionen  a,6,c,rwi  aller  vier  Ecken 
abem,  in  der  zugeordneten  Bildebene  aber  nur  die  Pro- 
jectionen o^i^c,  von  drei  Punkten  abc  gegeben  sind. 

Zieht  man  im  ersten  Bilde  zwei  Vierecksseiten  üiC^  und 
6im|,  welche  sich  in  einem  benutzbar  liegenden  Punkte  n^  schnei- 
den, 80  muss  wij  in  fcjfia  und  in  der  Ordinale  durch  m,  liegen, 
folglich  ist  w,  gefunden  und  das  Viereck  OataC^mj  kann  gezeich- 
net werden. 

Diese  Methode  ist 

auch  dann  anzuwen- 
den, wenn  ein  ebenes 
vielseitiges  Polygon 
oder  eine  ebene  Curve 
darzustellen  ist,  und 
von  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegenden 
Punkten  die  zuge- 
ordneten Bilder,  von 
allen  übrigen  Punkten 
aber  nur  die  Bilder 
in  einer  Bildebene  ge- 
geben sind. 


Fig.  97. 


T^ 


In  manchen  Fällen  ergibt  sich  aus  den  zugeordneten  Bil- 
dern der  drei  gegebenen  Punkte  die  Begegnungsgerade  für 
die  perspectivisch-affine  Lage  beider  Projectionen  (745 j,  mit  deren 
Hilfe  das  fehlende  zugeordnete  Bild  ebenfalls  ermittelt  wer- 
den kann. 

Wie  verhält  es  sich  mit  den  Oberseiten  der  beiden  Ebenen 
u  und  w? 

758.  Man  soll  die  zugeordneten  Bilder  eines  Krei- 
ses unter  folgenden  Bedingungen  herstellen:  In  der  Gera- 
den  P1P29  ^ig«  97,  liegt  ein  Kreisdurohmesser,  0^0%  ist 
das  Centrum,  m^fo^  ein  Periferiepunkt,  oder  wenn  m,fii2 
blos  ein  Punkt  der  Kreisebene,  ist  der  Radius  gegeben« 
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Im  zweiten  Bilde  der  Spurpamllelen  PiP2  ersclieint  der 
Durchmesser  in  wahrer  Länge,  wodurch  sich  zwei  Periferiepunkte 

Nun  legt  man  durch  die  Gerade  p  parallel  zur  Bildebene 
n  eine  Bildebene  III  und  denkt  sich  III  der  Bildebene  11  bei- 
geordnet (764),  so  stellt  uns  p^  gleichzeitig  auch  die  dritte 
Spur  üg  der  Ereisebene  vor. 

Führt  man  jetzt  senkrecht  auf  üa  durch  0,  (alle  dritten 
Bilder  fallen  mit  den  zweiten  zusammen)  eine  Bildebene  IV,  welche 
mit  III  zugeordnet  sein  soll,  so  kann  man  mittels  der  dritten 
Ordinate  (m^)  ^=m^M  das  zugeordnete  vierte  Bild  m^  construieren 

o 

und  durch  o^  m.  die  Nullseite  ü.  ziehen. 

Das  vierte  Bild  des  Kreises  liegt  in  ü^  und  ist  einem  Ejreis- 
durchmesser*  an  Länge  gleich.  In  ü^  liegt  aber  selbst  ein  Kreis- 
durchmesser 04(24,  dessen  zweites  Bild  c^d^  sich  in  3^  befinden 
muss.  Zieht  man  durch  c^  eine  Ordinale  zu  ^X^  und  forscht  nach 
dem  ersten  Bilde,  so  muss  man  an  den  Ziffern  bei  ^X^  und 
,2*4  folgendermassen  ablesen:  Man  sucht  das  erste  Bild  C| ;  das 
erste  Bild  Cf  findet  man  aus  der  dritten  Ordinate  (03)  und  die 
dritte  Ordinate  aus  dem  vierten  Bilde  c^  (senkrechter  Abstand 
des  Bildes  c^  von  3ZJ.  Trägt  man  die  dritte  Ordinate  (c^),  welche 
positiv  ist  (556,  c)y  von  C  aus  positiv  auf,  so  findet  man  C|. 
Und  ganz  nach  demselben  Vorgänge  findet  man  (2|,  nur  ist  (c^) 
negativ  aufzutragen. 

Da  man  nun  zwei  coi\jugierte  Kreisdurchmesser  ab  und  cd 
in  zugeordneten  Bildern  kennt ,  so  vermag  man  auch  in  jeder 
Bildebene  das  Bild  des  Quadrates  darzusteUen,  welches  dem 
Kreise,  parallel  mit  den  erwähnten  conjugierten  Durchmessern, 
umschrieben  wird. 

Um  neue  zugeordnete  Bilder  von  Kreisperiferiepunkten  zu 
finden,  beobachte  man  das  bekannte  Verfahren  (739).  Man  zieht 
von  dem  Punkte  der  Umlegung,  z.  B.  von  m'*'  eine  Senkrechte  auf 
die  Spur  der  Umlegung,  d,  i.  auf  t^3,  und  überträgt  den  Spurabstand 
m'''ilf'  vom  Axenpunkt  0,  aus  in  die  Nullseite  ü^  nacho2m4, 
so  ist  9114  gefunden.  Eine  Ordinale  gibt  m,  und  aus  (m,)  =  m^  M* 
erhält  man  m^.  Was  von  m*^*  gilt  auch  von  jedem  anderen 
Kreispunkte. 

Aus  jedem  Ellipsenpunkte  lassen  sich  noch  drei  symmetrisch 
zu  den  conjugierten  Durchmessern  liegende  Punkte  ableiten,  wie 
man  dies  in  der  Figur  bezüglich  der  Punkte  m^  und  füg  durch- 
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gefuhrt  sieht.  Es  ist  nämlich  Nn^  =s  m^N,  M'ii2  =  m2if'  u.  8.  w. 
Bei  der  Probe  muss  n^  mit  na  in  einer  Ordinale  liegen. 

759.  Um  die  Tangente  in  m,  zu  erhalten,  zieht  man 
eine  Tangente  im  verwandten  Punkte  m'''y  sucht  den  Begeg- 
nungspunkt e,  in  ü'i  und  zieht  e^m^  als  gesuchte  Tangente.  Das 
zugeordnete  Bild  e^m^  gibt  die  Tangente  in  m|.  Die  Construc- 
tion  der  Tangenten  für  die  drei  symmetrischen  Punkte  ist  leicht 
durchführbar,  wenn  man  bedenkt,  dass  o^f^  =  «2^2  ^^^  ^i/i  = 


e^o^  sem  muss. 


Fig.  98. 


Fig.  99. 


In  Fig.  97  liegt  ein  Teil  des  ersten  Ereisbildes  negatir, 
ein  Beweis,  dass  ein  Teil  des  Raumkreises  hinter  der  Bild- 
ebene II  liegt. 

Es  wird  ftir  den  Lernenden  gut  sein,  bei  der  Ausfuhrung 
der    Zeichnungen    für    jede    Projection    eine    andere    Farbe    zu 

benützen.  Für  die  beigeordneten 
Projectionen  wählt  man  dieselbe 
Farbe. 

Wo  liegen  die  Schnittpunkte  des 
£ü*eises  mit  der  Bildebene  II   und 
welcher  Teil  des  zweiten  Ereisbil- 
y  des  sollte  gestrichelt  sein? 

760.  Wie  untersucht  man, 
ob  eine  durch  zugeordnete 
Projectionen  gegebene  Curve 
eine    ebene  Curve  ist? 

Man  wählt  drei  beliebige  Punkte  einer  Curve,  zieht 
durch  sie  zwei  sich  schneidende  Gerade  und  ermittelt  zu  der 
einen  Projection  der  Curve  die  in  der  Ebene  der  beiden  Geraden 
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liegende  Deckcurve  (681).  Findet  man,  dass  die  Deck- 
curve  mit  der  gegebenen  susammenfällt,  dann  ist  die 
gegebene  Curve  eben. 


Die  Seholttgerade  sweler  Ebeoeo  za  projieiereo,  weon  die 

durch  ihre  Spareo  gegeben  sind.    Kennzeichen  paralleler  Ebenen. 

Zu  einander  senkrechte  Ebenen.  Schnittgerade  begrenzter  Ebenen. 

§.  38. 

761.  Wie  construiert  man  di  e  Durchscbnittsgeradä 
zweier  Ebenen  überhaupt? 

Zwei  gerade  Linien,  deren  jede  in  irgend  einer 
der  beiden  gegebenen  Ebenen  liegt,  bringt  man  mit 
der  anderen  Ebene  zum  Schnitt  und  verbindet  beide 
Schnittpunkte  durch  eine  Gerade. 

Man  wählt  die  geraden  Linien  so,  damit  sich  ihre  Schnitte 
mit  den  Ebenen  möglichst  leicht  bestimmen  lassen.  Sind  u  und 
V  die  sich  schneidenden  Ebenen,  so  können  beide  Qeraden  ent- 
weder in  der  Ebene,  u  oder  in  der  Ebene  v,  oder  es  kann  auch 
die  eine  in  u,  die  andere  in  v  liegen. 

762.  Sind  beide  Ebenen  durch  ihre  Spuren  gegeben,  so  sucht 
man  in  zwei  zugeordneten  Bildebenen  die  Schnittpunkte  ihrer 
Spuren.  In  Fig.  98  ist  a^  o,  der  Schnitt  von  ü^  mit  v^  und  &2&1 
der  Schnitt  von  ü^  mit  v,»  folglich  ist  a6  die  Schnittgerade  bei- 
der  Ebenen. 

763.  Liegt  der  Schnittpunkt  der  Spuren  in  einer  Bildebene 
an  einer  unbenutzbaren  Stelle,  so  construiert  man  sich  zwei 
Spurparallele  mit  einer  gemeinsamen  Projection  in  joner  Bildebene, 
in  welcher  der  unbenntzbare  Schnittpunkt  liegt ;  diese  Spurparal- 
lelen müssen  sich  schneiden,  und  ihr  Schnittpunkt  gebort  der 
Durchschnittsgeraden  beider  Ebenen  an  (761). 

In  Fig.  99  wählt  man  zwei  Einser  -  Spurparallelen  p  und  q 
mit  einem  gemeinsamen  zweiten  Bilde  P292-  ^^^  Punkt 
&i  &2  ist  der  Schnittpunkt  von  p  mit  g,  d.  i.  von  p  mit  der  Ebene  1;, 
folglich  ist  a&  die  Schnittgerade  beider  Ebenen. 

In  Fig.  100  wählt  man  zwei  Zweier-Spurparallelen  p  und  q 
mit  einem  gemeinsamen  ersten  Bilde,  p^  und  q^  wurden 
überdies  hinter  der  Bildebene  II  angenommen;  der  Schnittpunkt 
vonp2  mit  q^  ist  c,,  also  istbe  die  Schnittgerade  beider  Ebenen.  Die 
Strecke  60  liegt  hinter  der  Bildebene  II  und  unter  der  Bildebene  I. 
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764.  Welche  Lage  erliält  die  Sclinittgerade  zweie  r 
Ebenen,  wenn  die  eine  u  eine  beliebige  Ebene,  die 
andere  w  aber  za  einer  Bildebene  parallel  ist? 

■pi-  j(-Q_  Die  Schnittgerade  wird 

eine  Sparpw^lele  der  Ebene 
^  /'    "'■    ^"  ^'S-   ^    wurde    die 

^,  /^     Ebene  w   parallel  zur  Bild- 

ebene I  geführt,  mitbin  iat 
die  Einser  -  Spurparallele  p 
die  Scbnittgerade  der  Ebene 
td  mit  der  Ebene  u.  Ebenso 
ist  q  die  Scbnittgerade  der 
Ebene  w  mit  der  Ebene  o. 
•     In    Fig.    100    ist    die 
Ebene  w  parallel  zur  Bild- 
ebene II  und  liegt  hinter  ihr.  p  ist  die  Schnittgerade  der  Ebene 
w  mit  u  und  q  die  Scbnittgerade  von  w  mit  v 

765.  Wie  construiert  man  mit  Hilfe  einerEbenew 
einen  Punkt  der  Schnittgeraden  zweier  Ebenen  uundv? 

Fig.  102. 


Man  legt  die  Ebene  tu  so  auf,  dass  sie  u  und  c  günstig 
Bchneideti  der  Schnittpunkt  der  entstehenden  ewei  Geraiien  ge- 
hCrt  der  Scboittünie  von  u  und  v  an.  In  Fig.  99,  100  wurde  die 
Eben«  w  zu  einer  Bildebene  parallel  angeoommwi  und  der  Punkt 
b,  beKiefaungsweiae  c,  durch  sie  bestimmt. 
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766.  Wie  constraiert  man  die  Schnittgerade  zweier 
Ebenen,  wenn  die  eine  u  durch  ihre  Sparen  gegeben 
ist,  die  andere  w  aber  durch  die  Bildaxe  1Z2  und  eine 
zu  ihr  parallele  Gerade  p  geht? 

Man  sucht,  Fig.  101,  zu  einem  Bilde  der  Geraden  p,  etwa  zu 
p^y  eineDeckgerade  in  der  Ebene  u  (687),  welche  Deckgerade  eine 
Einser-Spurparallele  der  Ebene  u  wird;  diese  schneidet  j?  in  einem 
Punkte  C|  c,,  welcher  der  gesuchten  Schnittgeraden  angehört.  Ein 
anderer  Schnittpunkt  liegt  in  a|,  d.  i.  im  Axenpunkte  der  Ebene 
u]  daher  ist  a^c  die  Schnittgerade  der  Ebene  w  mit  der  Ebene  ti. 

767.  Wie  oonstruiert  man  die  Schnittgerade  zweier 
Ebenen,  wenn  in  keiner  Bildebene  der  Schnittpunkt 
der  Sparen  benutzbar  liegt? 

Man  w&hlt,  Fig.  102,  eine  zur  Bildaxe  parallele  Gerade  p,  p^^ 
legt  durch  p  und  ^X^  eine  Hilfsebene  to  (766),  sucht  die  Schnitt* 
punkte  a  und  b  von  p  mit  u  und  t?,  so  sind  üa  und  Vb  die 
Schnitte  der  HilSaebene  w  mit  u  und  v,  folglich  ist  der  Schnitt- 
punkt e  dieser  •  zwei  Geraden  ein  Paukt  der  Schnittlinie  von  u 
mit  v.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren  mit  einer  anderen  Ge^ 
raden  q^  welche  man  der  Ein&chheit  wegen  als  Deckgerade  zu 
p  annehmen  Wird,  so  findet  man  noch  einen  zweiten  Punkt /der 
Schnittgeraden  von  u  mit  Vj  mitbin  ist  cf  die  gesuchte  Schnitt- 
gerade. In  Fig.  102  fallen  die  Punkte  Ci/^  an  unbenutzbar  lie- 
gende Orte ,  also  kann  auf  dem  kleinen  Zeichnungsraume  jener 
Figur  kein  erstes  Bild  der  Schnittgeraden  von  u  mit  v  liegen. 

768.  Welche  Lage  besitzen  die  Bilder  der  Durch- 
schnittsgeraden  zweier  Ebenen,  wenn  eine  Spur  der 
Ebene  eine  Nullseite  ist? 

Die  Nullseite  ist  schon  ein  Bild  der  Schnittgeraden;  weil 
die  Schnifttgerade  aber  auch  in  der  anderen  Ebene  liegt  und  ein 
Bild  derselben  gegeben  ist,  so  findet  man  das  zweite  Bild  der 
Geraden  nach  der  bekannten  Art  (632). 

769»  Stehen  beide  Ebenen  auf  derselben  Bildebene  senkrecht, 
so  steht  auch  die  Schnittgerade  auf  dieser  Bildebene  normal;  »das 
eine  Bild  dieser  Geraden  ist  sonach  ein  Punkt,  das  zugeordiiete 
Bild  steht  normal  zur  Bildaxe. 

770.  Woran  drkennt  man  den  Parallelismus  zweier 
Ebenen? 

Wenn-  in  zwei  zugeordneten  Bildebenen  die  Spuren  der 
Ebenen  pacaliel  sind,  ohne  zur  Bildaxe  parallel  zu  sein.    Sdnd 
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die  Sparen  zur  Bildaxe  parallel,  so  wird  man  eine  dritte  Bild- 
ebene, am  besten  senkrecht  zur  Bildaxe  der  beiden  ersten  Bild- 
ebenen legen  und  die  dritten  Spuren  aufsuchen.  Laufen  diese 
parallel,  so  sind  auch  die  gegebenen  Ebenen  parallel«  Schneiden 
sich  die  dritten  Spuren,  so  schneiden  sich  auch  die  Ebenen  und 
ihre  Schnittgerade  ist  zur  Bildaxe  der  beiden  ersten  Bildebenen 
parallel. 

771.  Wie  construiert  man  zu  einer  durch  ihre  Spu- 
ren gegebenen  Ebene  eine  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehende  parallele  Ebene? 

Man  zieht  durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  parallel 
zu  einer  Spur  der  gegebenen  Ebene  (597),  so  ist  diese  Gerade 
eine  Spurparallele  der  gesuchten  Ebene.  Durch  ihren  Schnitt- 
punkt mit  jener  Bildebene,  zu  der  sie  nicht  parallel  ist,  geht 
eine  Spur  der  gesuchten  Ebene  parallel  zur  glelchvielten  Spur 
der  gegebenen  Ebene  (770). 

772.  Wie  construiert  man  allgemein  zu  einer  ge- 
gebenen Ebene  eine  parallele  Ebene  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt? 

Man  zieht  durch  den  gegebenen  Punkt  zu  zwei  geraden 
Linien  der  gegebenen  Ebene  zwei  gerade  Linien  parallel  (597) 
und  legt  durch  sie  die  gesuchte  Ebene. 

778.  Wie  construiert  man  eine  Ebene,  welche  er- 
stens durch  eine  gegebene  Gerade  geht,  und  zweitens 
mit  einer  gegebenen  Richtung  parallel  läuft? 

Man  wählt  sich  in  der  gegebenen  Geraden  einen  Punkt 
(574),  zieht  durch  ihn  eine  Parallele  zu  der  gegebenen  Richtung 
(597)  und  legt  durch  diese  zwei  sich  schneidenden  Geraden  die 
gesuchte  Ebene  (621). 

774.  Kann  man  durch  eine  gegebene  Gerade  eine 
Ebene  parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  legen? 

Man  untersucht,  ob  die  Gerade  zur  Ebene  parallel  ist  (703), 
weil  nnr  in  diesem  Falle  durch  sie  die  geforderte  Ebene  geführt 
werden  kann.  Ist  sie  parallel  zur  Ebene,  so  wählt  man  in  der 
gegebenen  Ebene  eine  beliebige  Gerade  und  legt  zu  ihr  parallel 
durch  die  gegebene  Gerade  die  gesuchte  Ebene  (773). 

775.  Wie  construiert  man  die  Schnittlinien  einer 
Ebene  v  mit  zwei  parallelen  Ebenen  u  und  w? 

Man  sucht  den  Schnitt  von  v  mit  einer  der  Ebenen  u  oder 
to  und  zwar  mit  jener,   mit  welcher  er  sich  am  ein&chsten  be- 
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stimmen  lässt.  (761) ;  von  dem  Schnitte  der  Ebene  v  mit  der  an- 
deren Ebene  sucht  man  blos  i)inen  Punkt  und  ei^ht  durch  ihn 
eine  Gerade  parallel  zur  gefundenen  Schnittg^aden, 

776.  Soll.  Daan  zwei  durch  ihre  Spuren  gegebene  .Ebenen 
u  und  V  zum  Schnitt  bringen,  so  wird  man  bisweilen  eine  Ebene 
w  paralleLzu  u  legen  und  wie  in  (775)  gelehrt  wurde  verfahren. 

777.  Wie  untersucht  man,  ob  zwei  gegebene. Ebi&* 
nen  auf  einander  senkrecht  stehen  ?,  .-  , 

Man  errichtet  auf  eine  Ebene  eine  Normale  (705)  und  unter- 
sucht, ob  diese  zur  anderen  Ebene  parallel  ist  (703).  .Trifit  dies 
zu,  so  stehen  die  Ebenen  aufeinander  senkrecht. 

778.  Wie  legt  man  durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Ebene  senkrecht  auf  eine  gegebene  Ebene? 

Man  zieht  durch  den  Punkt  zur  gefgebenen  Ebene  eine  Nor- 
male (705)  und  legt  durch  diese  eine  beliebige  Ebene.  Die  Auf* 
gäbe  ist  unbestimmt. 

779.  Wen»  in  jeder  von  zwei  zugeordneten  Bild- 
ebenen die  Spuren  zweie/r  Ebenen  aufeinander  senk- 
recht stehen,  können  dann  die  Ebenen  selbst  aufein- 
ander senkrecht  sein? 

^  Nein;  denn  zieht  man  auf  die  eine  Ebene  eine  Normale,  so 
kann  diese  zur  anderen  Ebene  nicht  parallel  sein,  weil  man  in 
einer  Ebene  im  Allgemeinen  keine  Gerade  ziehen  kann,  deren 
Projectionen  zu  den  Spuren  der  Ebene  parallel  sind. 

780.  Wenn  die  Spuren  von  zwei  zueinander  senk- 
rechten Ebenen  in  einer  Bildebene  aufeinander  senk- 
recht stehen,  welche  Lage  müssen  die  Spuren  in  der 
zugeordneten  Bildebene  haben? 

Sie  stehen  senkrecht  zur  Bildaxe. 

781.  Wie  legt  man  durch  eine  gegebene  Gerade 
eine  Ebene  senkrecht  auf  eine  gegebene  Ebene? 

Man  zieht  von  einem  Punkte  der  gegebenen  Geraden  eine 
Normale  auf  die  Ebene  (705)  und  legt  durch  sie  und  die  gege- 
bene Gerade  die  gesuchte  Ebene. 

782.  Wie  construiert  man  den  Neigungswinkel 
einer  Geraden  gegen  eine  Ebenö'?' 

Man  projiciert  orthogonal  die  Gerade  (zwei  Punkte  dersel- 
ben) auf  die  gegebene  Ebene  und  sucht  die  wahre  Grosse  des 
Winkels  (740)  zwischen  der  gegebenen  Geraden  und  ihrer  Pro- 
jection  auf  der  gegebenen  Ebene  (129). 
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Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  seitwärts  von  der  Ebene 
und  sieht  dnrcb  ihn  zuerst  eine  Gerade  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden paraUel  und  dann  eine  Gerade  auf  die  Ebene  senkrecht 
und  sucht  die  wahre  Grösse  des  von  diesen  2Wei  Geraden  gebil- 
deten Winkels  (740),  so  ist  dieser  gleich  der  Abweichung  der  Ge* 
raden  von  der  Normale  der  Ebene,  also  ist  die  Ergänzung  dieses 
Winkels  auf  einen  Rechten  gleich  der  Neigung  der  Geraden  gegen 
die  Ebene, 

783«  Wie  construiert  man  die  Neigung  und  den 
senkrechten  Abstand  zweier  sich  kreuzenden  Ge- 
raden? 

Wählt  man  in  der  einen  Geraden  p  einen  beliebigen  Punkt 
Ä  und  zieht  durch  A  eine  Gerade  q'  parallel  zur  anderen  Ge- 
«aden  q^  so  ist  der  von  ^  mit  p  gebildete  Winkel  die  Neigung 
von  q  gegen  p. 

Su6ht  man  von  irgend  einem 
Punkte  B  der  Geraden  q  die  ortho- 
gonale Projettion  Bu  auf  der  Ebene 
pq*  =  Hp  und  zieht  man  durch  Bu 
eine  Parallele  q*'  zu  qj  so  wird  q'^ 
die  Gerade  p  in  einem  Punkte  C 
schueiden;  Eine  Gerade  r  durch  C 
senkrecht  auf  die  Ebene  u  muss  q 
schneiden  und  die  Strecke  von  r 
zwischen  p  und  q  ist  der  senkrechte 
Abstand  der  sich  kreuzenden  Ge- 
raden. 

784.  Sehr  oft  muss  man  die 
Durch  Schnitts  gerade  zweier 
begrenzten  f^benen  construiercn;  eine  solche  Schnitt- 
gerade  kann  nie  fiber  den  Umfang  der  begrenzten  Ebenen  hinaus- 
reichen, sondern  wird  von  den  Umfangen  begrenzt. 

785.  Die  MetfiodC)  die  Schnittstrecke  auszumitteln,  besteht 
darin,  dass  man  zu  einem  Bilde  der  einen  begrenzten  Ebene  die 
Deckfigur  in  der  zweiten  begrenzten  Ebene  construiert,  wo- 
durch sich  die  Schnittpunkte  des  Umfanges  der  ersten  Eben^  mit 
der  zweiten  ergeben  (761).  Die  Schnittpunkte  aller  Umfangsseiten 
liegen  in  einer  geraden  Linie,  von  welcher  nur  jener  Teil  be- 
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nützt  wird^  welcher  beiden  Ebenen  innerhalb  ihrer  Grenzen  an- 
gehört (784). 

Mittels  der  Deckgeraden  beurteilt  man  aaoh^  welche  Teile 
der  Ebenen  -  Umfange  dem  projicierenden  Auge  sichtbar  sein 
werden  (693—697). 

786.  Betrachten  wir  Fig.  103.  Daselbst  constmieren  wir  zu 
dem  zweiten  Bilde  des  Dreickes  def  in  der  Ebene  des  anderen 
Dreieckes  abc  eine  zweite  Deckfigur,  d.  b.  wir  suchen 
jenen  Teil  der  Ebene  des  Dreieckes  abc  auf^  dessen 
zweites  Bild  in  das  zweite  Bild  des  Dreieckes  def 
fällt.  Dieser  Teil  wurde  in  der  Bildebene  11  durch  die  Ziffern 
1;  2,  3,  4y  5  und  6  bezeichnet. 

Die  zugeordneten  ersten  Bilder  sind  leicht  durch  Ordinalen 
zu  finden;  denn  da  die  Deckfigur  in  der  Ebene  abc  liegen  soll, 
so  sind  die  Punkte  1,  2,  3^  .  .  .  demgemäss  in  der  Bildebene  I 
au£&usuchen.  Es  liegen  also  1  und  2  in  der  Seite  ba^  3  und  4  in 
der  Seite  ac,  endlich  5  und  6  in  der  Seite  cb. 

Nun  vergleiche  man  die  Seiten  des  Dreieckes  def  mit  der 
Deckfigur  im  anderen  Dreiecke  abc.  Das  zweite  Bild  zeigt  uns, 
dass  de  mit  der  Deckgeraden  2,  3  zu  vergleichen  sein  wird.  Die 
Vergleichung  geschiebt  in  der  zugeordneten,  also  in  der  ersten 
Bildebene,  woraus  wir  sehen,  dass  d^e^  von  2,  3  in  einem 
Schnittpunkte  g^  getroffen  werden  wird.  Mithin  sind  ^i  ^^  die  zu- 
geordneten Bilder  vom  Schnitte  der  Seite  de  mit  der  Dreiecks- 
ebene abe,  und  zwar  ist  in  der  Bildebene  II  der  von  jf,  nach 
links  liegende  Teil  der  Geraden  d^  e^  zu  stricheln ,  weil  die 
zweiten  Ordinaten  dieses  Teiles  kleiner  sind,  als  die  zweiten  Or- 
dinaten  des  deckenden  Teiles  der  Deckgeraden  2,  3  (694). 

In  der  Bildebene  I  wird  der  Teil  d^g^  ganz  zuziehen  sein, 
denn  von  der  Ebene  a6c  ist  die  Oberseite  zugleich  Rückseite  (697). 

Vergleicht  man  die  nächste  Dreieckss^te  ef  mit  der  Deck- 
geraden 4|  5,  so  zeigt  uns  die  Zeichnung  der  Bildebene  I,  dass 
zwar  e, /]  von  4,  5  geschnitten,  dass  aber  der  Schnittpunkt  un- 
benOtzbar  liegt.  Folglich  geht  man  zur  Vergleichung  der  näch- 
sten Seite /d  mit  ihrer  Deckgeraden  6,  1,  wobei /jd^  von  6;  1 
in  einem  Punkte  h^  geschnitten  wird. 

Die  beiden  Bilder  g^h^  g^\  bestimmen  den  Schnitt  gh  der 
Dreiecksebene  def  mit  dem  Dreiecke  abc.  Das  Stricheln  und 
Ziehen  der  Geraden  wird  nun  leicht  zu  beurteilen  sein. 
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787.  Ebensogut  wie  zu  dem  Dreiecke  c!^/eine  zweite  Deck- 
fläche in  der  anderen  Ebene  abc  gesucht  wurde,  hätte  man  auch 
eine  erste  Deckfläche  construieren  können.  Ebenso  wurde  der 
Zweck  erreicht  worden  sein,  wenn  man  zum  Dreiecke  a5c  die 
Deckfigur  in  der  Ebene  def  construiert  hätte. 

Der  Lernende  versuche  es,  zu  Fig.  103  ein  Modell  anzu- 
fertigen. 


Fig.  104. 


788.  Fijt.  104  bietet 
ein  anderes  Beispiel  der 
Durchdringung.  Hier 
wurde  zu  dem  Parallelo- 
gramme efgh  eine  erste 
Deckfigur  in  der£bene 
abc  construiert.  In  der 
Bildebene  I  wurden  die 
Ecken  der  Deckfigur  mit 
1, 2, 3, 4;  5  bezeichnet,  wo- 
bei 2  mit  Ai9  4  mit  c^  und 
5  mit  c2|  zusammenfällt. 
Der  Deckpunkt  1 
ergibt  sich  in  ad,  folg- 
lich liegt  auch  das  zweite 
Bild  von  1  in  a^d^.  Der 
Deckpunkt  2  ergibt  sich 
durch  einen  Hilfsdeckpunkt  2',  welcher  in  der  Bildebene  I  durch 
die  Verlängerung  von  g^  Äj  bis  nach  b^  Ci  entsteht  Durch  den  in 
&9C2  ausgemittelten  Punkt  2'  geht  die  Deckgerade  1,  2',  in  welcher 
der  gesuchte  Deckpunkt  2  liegt.  Der  dritte  Deckpunkt  3  liegt  in 
bc,  daher  sein  zweites  Bild  in  &2<^2* 

Vergleicht  man  jetzt  ^2  ^a  ™^^  ^^^  Deckgeraden  1,  2  in 
der  Zeichnung  der  Bildebene  11,  so  erhält  man  /I2A  tds  den 
Schnitt  der  Seite  gh  mit  der  Ebene  ab  cd.  Vergleicht  man  ferner 
&2  C2  mit  der  Deckgeraden  2,  3,  so  findet  man,  dass  in  der  Bild- 
ebene II  e^h^  von  2,  3  erst  in  der  Verlängerung  in  i,  ge- 
troffen wird.  Trotzdem  ist  i^  ein  benutzbarer  Punkt;  denn  ver- 
bindet man  12  mit  A^  und  zieht  von  dieser  Qeraden  jenen  Teil 
A^  B^f  welcher  innerhalb  der  Grenzen  beider  Ebenen  liegt ,  so 
ist  A2B2  das  zweite  Bild  des  Durchschnittes  der  beiden  Paral- 
lelogrammsebenen. 


Obwol  man  B^  durch  eine  Ordinale  bestimmen  kann,  wird 
man  gut  thun,  der  Probe  halber  auch  B^  mittels  einer  za  c^c^) 
constmierten  Zweier-Deckgeraden  zu  ermitteln. 

Aus  den  Decklinien  beurteilt  man  die  Sichtbarkelt  der  Pa- 
rallelogrammsgrcnzen  (693). 

789.  Der  Lernende  zeichne  nun  auch  Fälle,  in  welchen  sich 
die  begrenzten  Ebenen  innerhalb  ihrer  Grenzen  gar  nicht  schnei- 
den, obwol  in  jeder  Bildebene  sich  die  Projectionen  der  begrenzten 
Ebenen  teilweise  decken. 

790.  Sind  die  Ebenen  durch  Curven  begrenzt,  so  kann  man 
zu  einer  derselben  eine  Deckfigur  in  der  anderen  Ebene  suchen 
und  ähnlich  wie  bei  Fig.  103  oder  104  verf&hren;  man  kann 
aber  auch  jeder  Curve  ein  beliebiges  Dreieck  einzeichnen  und 
diese  Dreiecke  zur  Construction  der  Durchschnittsgeraden  be- 
nützen. 

Das  Nelgaogsmass  zweier  Ebenes  von  allgemeiner  Lage  zu 

eonstraieren. 

§.  39. 

791.  Nach  (134)  muss  man  jene  zwei  Ebenen  u  und  t;,  deren 
gegenseitige  Neigung  gemessen  werden  soll,  mit  einer  Ebene  zum 
Durchschnitt  bringen,  welche  auf  der  Durchgangslinie  von  u 
durch  V  senkrecht  steht;  der  von  den  zwei  Schnittlinien  gebiN 
dete  Winkel  ist  das  Mass  der  Neigung  von  u  gegen  v. 

792.  Der  einfachste  Fall,  die  Neigung  zweier  Ebenen  u  und 
V  zu  messen,  ist  jener,  wenn  beide  Ebenen  a  uf  einer  und  der- 
selben Bildebene  senkrecht  stehen,  denn  die  Nullseiten 
beider  Ebenen  schliessen  dann  das  Neigungsmass  des 
Flächenwinkels  (uv)  ein. 

793.  Sind  zwei  Ebenen  nicht  senkrecht  auf  den  gegebenen 
Bildebenen,  so  führt  man  neue  Bildebenen  ein,  um  auf  den  ein- 
fachsten Fall  (792)  zurückzukommen.  Nehmen  wir  an,  in  Fig.  105 
seien  PiP2  die  zugeordneten  Bilder  der  Durchschnittsgeraden 
zweier  Ebenen  u  und  t;,  von  welchen  u  noch  durch  den  Punkt 
a^a,j^  und  v  durch  den  Punkt  b^b^  geht.  Legen  wir  durch  p^ 
oder  durch  p2  eine  Bildebene  III  senkrecht  zur  vorhandenen 
Bildebene  (in  Fig.  105  wurde  sie  durch  pi  gelegt),  und  suchen 
durch  Zuhilfenahme  von  zwei  in  der  Geraden  p  beliebig  ange- 
nommenen oder  schon  gegebenen  Punkten  c^c2,  d^d^  das  drittO 
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Bild  c^d^  der  Geraden  p,  sowie  auch  die  dritten  Bilder  Osb^  der 
Funkte  a  und  &,  so  ist  e^d^  offenbar  sowol  die  dritte  Spur  der 
Ebene  u,  als  auch  der  Ebene  t;  und  demzufolge  mit  üs  v^  zu  be- 
zeichnen. 

Nun  lege  man  eine  Bildebene  IV  senkrecht  auf  die  ver- 
einigte ü^v^j  (3X4  wurde  durch  6,  gelegt),  setze  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Bildaxen  die  Sehpfeile  und  das  ridhtig  bezeichnete 
X  hinzu  und  ermittle  nach  den  Ordinatengesetzen  (556)  die  vierten 

Fig.  105. 


Bilder  a^  b^'  der  Punkte  a  und  b.  Wie  3Z4  anzeigt ,  findet  man 
das  vierte  Bild  aus  der  dritten  Ordinate  und  aus  der  Anzeige 
von  ,^3  ergibt  sich  die  dritte  Ordinate  aus  dem  ersten  Bilde 
(senkrechte  Abstände  der  Punkte  a^b^  von  der  Bildaxe  lA^,). 
Die  Vergleich ung  von  (a,)  und  (63)  mit  dem  bei  i^,  stehenden 
Sehpfeile  III  lehrt,  dass  (a,)  positiv,  (b^)  negativ  ist;  mitbin 
müssen  diese  Ordinaten  auf  den  durch  a^  und  b^  senkrecht  zu 
3^4  gezogenen  Ordinalen  von  3X4  aus  entsprechend  dem  bei  3X4 
stehenden  Sehpfeile  III  aufgetragen  werden,  wodurch  man  a^  und 
&4  findet  Diese  Punkte  liegen  in  den  vierten  Spuren  der  Ebenen 
u  und  V  und  gehen  die  Spuren  durch  den  Axenpunkt  Ä.  Da  ü^  v^ 
senkrecht  zu  3X4,  so  sind  die  vierten  Spuren  Nullseiten  der  Ebe- 
nen u  und  V  f   mithin  ist  der>  von  ^14    und    ^4   gebildete  Winkel 
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(792)  das  Mass  des  spitzen  Flächen  winkeis,  den  u  und  v  ein- 
Bckliessen. 

794.  Bisweilen  ist  es  sehr  empfehlenswert ,  die  Spur  jener 
Bildebene,  auf  welche  die  Bildebene  UI  senkrecht  geführt  wurde, 
in  der  vierten  Bildebene  aufzusuchen.  Im  Falle  der  Fig.  105 
müsste  man  die  vierte  Spur  der  Ebene  I  construieren ,  welche 
Spur  nothwendigerweise  durch  den  Schnittpunkt  von  ^X^  mit  ^  X^ 
senkrecht  auf  ^X^  gezogen  werden  muss  (604).  Die  durch  den- 
selben Axenpunkt  auf  yX^  gezogene  Senkrechte  ist  die  erste  Spur 
der  Ebene  IV. 

795.  Ist  die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  uv  j  deren 
Neigung  V  (uv)  gemessen  werden  soll,  noch  unbekannt,  so  muss 
man  dieselbe  vorher  construieren  (^§.  38)  und  dann  erst  wie  eben 
gezeigt  verfahren. 

796.  Sind  zwei  Ebenen  uv  durch  ihre  ersten  und  zweiten 
Spuren  gegeben,  so  kann  man  bei  Anwendung  der  Methode  (793), 
statt  der  beliebigen  in  den  Ebenen  liegenden  Punkte  a  und  b 
die  in  ^X^  Hegenden  Axenpunkte  B^,^  €^,2  ^^^  Ebenen  u  und 
V  benützen.    Man  findet  B^  und  C^  in  der  Axe  ^X^   (oder  ^^s) 

o  o 

und  durch  B^  geht  M4,  durch  Q  die  v^.     Gleichzeitig   ist  B^C^ 
die  orthogonale  Projection  der  Bildaxe  ^^2   auf  der  Ebene  IV. 

797.  Will  man  die  vierte^  zur  Durehsohnittsgeraden  der  Ebenen 
u  und  V  senkrechte  Ebene  der  Fig.  105  nicht  als  Bildebene  ansehen, 
dann  verfährt  man  gewöhnlich  folgenderweise :  Man  legt  wie  vor- 
hin durch  pi  (oder  p,)  eine  Bildebene  III  senkrecht  zu  I  (re- 
spective  II),  zieht  eine  beliebige  «3  senkrecht  auf  pa  und  sucht 
den  Schnitt  S^  von  «3  mit  p^  und  A^  von  83  mit  p^ .  Durch  Ai 
zieht  man  i^  senkrecht  auf  p^,  sucht  den  Schnitt  B^  von  s^  mit 
üj.  und  C^  von  5^  mit  tJj,  trägt  AyS^  von  il,  auf  p^  nach  8^  auf 
und  verbindet  S'  mit  5,  und  Cj ,  so  ist  "^  S ,  S*  C,  die  erste 
CongruenZ'Projection  des  Winkels,  in  welchem  die  auf  p  senk- 
rechte Ebene  a  den  Flächenwinkel  (u,  v)  schneidet,  also  ist 
^B^S'C^  das  Mass  des  %  (Wi«^)- 

'  Der  Lernende  entwerfe  sich  selbst  hiezu  die  Figur  und  führe 
den  Beweis  der  Richtigkeit  Sollte  i,  eine  der  ü^Vi  in  einem  un- 
benutzbar liegenden  Punkte  schneiden,  so  muss  tnan  auch  i^  _L  P2 
bestimmen,  und  den  Schnitt  von  ^3  mit  der  entsprechenden  zweiten 
Spur  congruent  auf  die  Bildebene  I  projicieren  (783), 
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798.  Wie  kann  man  eine  Ebeneti?  bestimmeD,  welche 
den  von  zwei  Ebenen  u  und  v  gebildeten  Flächenwin- 
kel  nach  einem  gegebenen  Verhältnisse  teilt? 

Man  sucht  sich  eine  Bildebene  auf,  in  welcher  die  Ebenen 
u  und  V  ihre  NuUseiten  zeigen ;  teilt  den  von  den  Kuliseiten  ein- 
geschlossenen Winkel  nach  dem  gegebenen  Verhältnisse  durch 
einen  Stral^  so  ist  dieser  Stral  eine  Nullseite  der  gesuchten  Tei- 
lungsebene,  welche  nun  vollständig  bestimmt  ist. 

In  Fig.  105  soll  der  von  den  Ebenen  u  und  v  gebildete 
stumpfe   Winkel    halbiert  werden.     Man  halbiert  den    stumpfen 

o      o 

Winkel,  den  die  Nullseiten  ü^Vm    in   der  vierten  Bildebene   ein- 

o  o 

schliessen/[durch  einen  Stral  w^^  so  ist  w^  eine  Nullseite  der  Ebene 
w.  Wird  in  tc«  ein  Punkt  e^  beliebig  gewählt,  ao  muss  e,  in  der 
Bildaze  3Z4  liegen.  Durch  e^  eine  Ordinale  zu  j  JC^  und  die  dritte 
Ordinate  (e,),  ("der  senkrechte  Abstand  des  Bildes  64  von  3X4)9 
welche  positiv  ist,  von  ^X^  aus  auf  Seite  des  Sehpfeiles  III  auf- 
getragen, gibt  61  und  in  der  durch  e^  gehenden  Ordinale  zu  ,  X^ 
findet  man  mittels  der  ersten  Ordinate  («J,  (senkrechter  Ab- 
stand des  Bildes  e^  von  ^Zg),  das  zweite  Bild  a,.  Durch  PiPg 
und  e,  62  ist  die  den  stumpfen  Winkel  von  uv  halbierende  Ebene 
w  vollständig  bestimmt. 

Wählt  man  63  in  |  A^,  statt  in  3Z4,  so  wird  ej  ein  Punkt  in  tö, . 

799.  Zur  Uebung  wähle  der  Lernende  eine  vertioale  Bild- 
axe  2^3,  nehme  zwei  Ebenen  u  und  v  entweder  durch  ihre  zweiten 
und  dritten  Spuren  oder  sonstwie  gegeben  an,  und  suche  ohne 
Benützung  der  Bildebene  I  das  Neigungsmass  der  beiden  Ebenen. 

In  allen  diesen  Fällen  benütze  man  bei  der  Ausführung  f&r 
jede  Bildebene  eine  andere  Farbe. 

Axen-Drehungeo. 

§.  40. 

800.  Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  hatten  wir  Gebilde 
in  fester  Lage  vor  uns,  welche  wir  auf  verschiedene  Bildebenen 
projicierten.  Nun  gelangen  wir  zu  jenen  Fällen,  in  welchen  ein 
Gebilde  aus  einer  durch  zugeordnete  Projection^  gegebenen  Lage 
in  eine  neue  Lage  versetzt  und  wieder  durch  zugeordnete  Projec- 
tionen  bestimmt  werden  soll. 

Eine  Ortsveränderung  eines  festen  Gebildes  geschieht  ent- 
weder durch  eine  Verschiebung,  oder  durch  eine  Drehung  um 
eine  Axe,  oder  durch  Verschiebungen  und  Drehungen  zugleich. 
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801.  Bei  einer  Verschiebung  beschreiben  alle  Punkte 
eines  Gebildes  parallele  und  gleich  lange  Strecken,  folglich  ist 
das  Gebilde  in  der  Urlage  mit  dem  Gebilde  in  der  Neulage  per- 
spectivisch  cangruent;  mithin  iiiQssen  auch  in  jeder  Bildebene  die 
orthogonalen  Projectionen  beider  Lagen  perspectivisch  congruent 
sein.  Die  Ausführung  einer  Verschiebung  durch  die  Zeichnung 
wird  von  jedem  Lernenden,  der  das  Vorhergehende  verstanden, 
anstandslos  vorgenommen  werden  können. 

802.  Eine  Axendrehung  ist  die  Bewegung  eines  Gebildes 
um  eine  feste  gerade  Linie,  bei  welcher  alle  Punkte  des  Gebil- 
des Parallelkreise  beschreiben,  nämlich  EreisCi  deren  Ebenen 
auf  der  festen  Geraden  senkrecht  stehen,  und  deren  Mittelpunkte 
in  der  Drehungsaxe  (so  bezeichnet  man  die  feste  Gerade) 
liegen. 

Beispiele  über  Axendrehungen  kommen  sehr  häufig  im  prak- 
tischen Leben  vor;  man  denke  dabei  an  die  Bewegung  von 
Wasserrädern,  Zahnrädern,  an  die  Bewegung  der  Thüren,  Fen- 
sterflügel, des  Pendels  u.  dgl.  m. 

803.  Bei  einer  jeden  Axendrehung  beschreiben  alle  von  der 
Drehungsaxe  gleich  weit  abstehenden  Punkte  congruente  Bogen ; 
I^ingegen  beschreiben  Punkte  von  ungleicher  Entfernung  ungleiche 
Bögen,  jedoch  entsprechen  allen  D  r  eh  u  n  gs  bö  gen 
gleiche  Centriwinkel. 

804.  Jede  durch  die  Drehungs-  oder  Rotationsaxe  ge- 
legte Ebene  wird  eine  Meridianebene  genannt. 

805.  Dreht  man  ein  Gebilde  um  eine  Axe,  um  einen  gegebenen 
Drehungswinkel  w,  so  gehören  2u  allen  Drehungsbogen  von 
Punkten  derselben  Meridianebene,  parallele  Sehnen.  Da 
sich  die  Form  eines  Gebildes  in  Folge  der  Voraussetzung  nicht 
ändert,  so  folgt  hieraus: 

Jedes  Gebilde  einer  Meridianebene  liegt  in  jeder 
durch  die  Drehung  herbeigeführten  Lage  mit  der 
ersten  Lage  und  auch  mit  allen  Zwischenlagen  per- 
spectivisch affin  (Congruenz-Projection). 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  wir  die  Congruenz -Pro- 
jectionen ebener  Figuren  auch  durch  Drehung  derselben  hervor- 
bringen können.  Wollte  man  z.  B.  ein  Gebilde  einer  Ebene  u 
congruent  auf  die  Bildebene  I  projicieren,  so  wurde  man  statt 
dessen  nur  die  erste  Neigung  der  Ebene  u  als  Drehungs- 
winkel  und  die  erste  Spur   der   Ebene  als  Drehungsaxe 
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ansehen;  dieDrehungaradien  der  einzelnen  Punkte  der  Ebene 
u  ermitteln,  (diese  sind  die  ersten  Sparabstände  der  zu  drehen* 
Punkte),  und  sie  von  0,  aas  aa^  den  darch  die  Drehungsmittel- 
punkte auf  M|  errichteten  in  der  Bildebene  I  liegenden  Senk« 
rechten  entsprechend  auftragen. 

806.  Dreht  man  ein  Gebilde  um  eine  za  einer  Bildebene 
senkrechte  Drehungsaxe  p,  so  sind  die  orthogonalen  Projectionen 
aller  Parallelkreise  auf  dieser  Bildebene  den  Parallelkreisen  con- 
gruenty  während  die  zugeordneten  Bilder  zur  Bildaxe  parallele 
Gerade  sein  müssen. 

In  Fig.  106  wurde  ein  ebenes 
Fünfeck  um  eine  zur  Bildebene  I 
senkrechte  Axe  p  um  einen  ange- 
nommenen Drehungswinkel  w  ge- 
dreht Bei  der  Ausfuhrung  einer  der- 
artigen Drehung  ist  es  gut  auf  einem 
Nebenblatte  einen  Winkel  w  aufira- 
zeichnen ,   sodann   mit   den  Radien 

Pi^if  Pi  ^1  >  *  *  *  zwischen  seinen 
Schenkeln  aus  dem  Scheitel  Bögen 
zu  beschreiben  und  die  aus  diesem 
Winkel  abgenommenen  Sehnen  auf 
den  durch  a^^  2»|, «  •  .  gehenden  Bö- 
gen wieder  als  Sehnen  einzutragen. 
Dadurch  findet  man  die  ersten  Bil- 
der a',,  t'j, . .  .  der  Punkte  a^  6, ...  in  ihren  Neulag^i  a%  6' . .  . 
Die  zugeordneten  Bilder  a\ ,  &'^,  .  . .  liegen  in  den  zugeordneten 
Bildern  der  Parallelkreise ,  d»  i.  in  den  durch  a, ,  i^ ;  •  •  •  ^^ 
Bildaxe  ^X^  parallelen  Geraden, 

Zur  Probe  der  genauen  Arbeit  überzeuge  man  sich  von  der 
Copgruenz  der  ersten  Bilder.  In  der  Neulage,  der  ebenen  Figur 
ist  die  Oberseite  Rückseite^  während  in  der  Urlage  die  Oberseite 
zugleich  Vorderseite  is(. 

807.  Ist  die  Drehungsaxe  p  nicht  senkrecht  zu  einer  der 
vorhandenen  Bildebenen,  sondern  geneigt  gegen  beide,  so  wird 
man  wie  in  Fig.  105  eine  dritte  und  vierte  Bildebene 
einführen,  um  die  Drehungsaxe  senkrecht  ^u  einer 
Bildebene  zu  erhalten.  Die  Bildebene  III  braucht  übrigens 
nicht  wie  in  Fig.  105  durch  p,  zu  gehen,  es  genügt,  wenn  sie 
nur  zur  Drehungsaxe  p  parallel  und  auf  einer  der  vorhandenen 


Bildebenen  senkrecht  ist.  Führt  man  die  Drehung  im  vierten  und 
dritten  Bilde  aus,  so  ergeben  sich  hieraus  auch  die  übrigen  Bilder. 

808.  Dreht  man  eine  ebene  Figur  um  eine  in  ihrer  Ebene 
liegende  Axe  p,  so  müssen  in  jeder  Bildebene  die  orthogonalen 
Projectionen  der  Ur-  und  Neulage  perspectivisch  affin  liegen 
und  die  orthogonale  Projection  der  Drehungsaxe  p  zur  Begeg- 
nungsgeraden haben.  Wenn  .man  demnach  nur  einen  Punkt  der 
ebenen  Figur  um  die  Drehungsaxe  nach  der  gewöhnlichen  Art 
dreht  und  von  seiner  Neulage  die  zugeordneten  Projectionen 
sucht,  so  kann  man  in  jeder  Bildebene  das  Bild  der  Neulage  aus 
dem  der  Urlage  nach  den  Gesetzen  der  perspectivischen  Affini- 
tät ableiten.  Dieser  Vorgang  ist  besonders  dann  sehr  vorteilhaft, 
wenn  die  Ebene  der  B'igur  und  die  Drehungsaxe  eine  ganz  all- 
gemeine Lage  besitzen. 

809.  Aufgabe.  Man  soll  eine  durch  zwei  zugeord- 
nete Spuren  gegebene  Ebene  u  um  eine  beliebige  Axe 
p  um  einen  bekannten  Winkel  w  drehen  und  die  Neu- 
lage vf  bestimmen. 

Eine  Ebene  ist  durch  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Punkte  voUständig  bestimmt  (26);  mithin  sind  in  u  nur  drei 
Punkte  von  einer  solchen  Lage  zu  wählen,  und  um  die  Axe  p 
zu  drehen.  Durch  die  Neulage  der  drei  gewählten  Punkte  geht 
die  Neulage  der  Ebene  n, 

810.  Bei  jeder  Drehung  muss  man  in  gegebenen  Fällen  auch 
den  Drehungssinn  berücksichtigen,  denn 'man  kann  ein  Ge- 
bilde auf  eine  zweifache  Weise  um  eine  Axe  drehen. 

811.  Die  Au%abc  (809)  wird  in  manchen  Beispielen  sehr 
einÜBich;  steht  z.  B.  die  Drehungsaxe  p  auf  der  n^'°  Bildebene 
senkrecht,  so  fälle  man  aus  der  n^"^  Spur  der  Axe  p  ein  Loth 
auf  ün  and  drehe  dieses  Loth  sammt  der  n^^  Spur  um  den  ge- 
gebenen Winkel  w,  so  ist  die  gedrehte  Spur  schon  die  n^  Spur 
ü*n  der  Neulage  von  u.  Kennt  man  noch  den  Fixpunkt  der 
Ebene  t<,  (Durchschnittpunkt  der  Ebene  u  mit  der  Drehungs- 
axe), so  ist  durch  u»  und  den  Fixpunkt  von  u  die  Neulage  u' 
von  u  vollständig  bestimmt. 

812.  Da  kein  Punkt  einer  Drehungsaxe  bei  einer  Drehung 
um  diese  Axe  seinen  Ort  verändert,  so  kann  man  alle  Punkte 
einer  Drehungsaxe  als  Fixpunkte  bezeichnen. 

813.  Aufgabe.  Man  soll  eine  Ebene  t«,  welche  durch 
eine  Gerade pip,  und  einen  ausser  ihr  liegendenPunkt 

SeU«tlBg«r,  6«onittrlt,  14 
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Fig.  107. 


^1^2  gegeben  ist,   um  einen  vorgeschriebenen  Winkel 
w  um  p  als  Axe  drehen. 

In  Fig.  105  wurden  nach  (793)  die  Bildebenen  III  und  IV 
eingeführt  und  ^4  ermittelt,  in  welcher  a^  liegt.  In  der  Bildebene IV 
dreht  man  a^  nach  a'^  um  den  Winkel  w  nach  jener  Richtung, 
welche  allenfalls  vorgeschrieben  ist,  so  liegt  a^^  in  der  durch  a, 
zu  Ü3  senkrechten  Geraden.  Aus  a^a't  ergibt  sich  a*2a\  und  aus 
a^^a^i  das  Punktepaar  a\a'2  durch  Anwendung  der  Ordinaten- 
gesetze.  Es  geht  also  die  Neulage  von  u  durch  die  Gerade  pi  p^ 
und  den  Punkt  a\a'2. 

Anmerkung.  Aus  (793)  wissen  wir,  dass  der  Punkt  bib^ 
sich  in  der  Ebene  v  befindet,  welche  bei  der  jetzigen  Aufgabe 
die  Neulage  von  u  ist;  es  muss  daher  die  Probe  ergeben,  dass 
die  Schnitte  von  a\bi  mit  p^  und  von  a'^b.^  mit  p^  in  einer  Or- 
dinale liegen.  Dass  in  Fig.  105  die  Punkte  a  und  a'  in  der- 
selben zu  1X2  senkrechten  Ordinatenebene  liegen,  ist  Zufall. 

814.  Aufgabe.  Man  soll  unter* 
suchen,  wie  gross  oder  wie  klein 
die  Summe  von  zwei  zugeordneten 
Neigungen  einer  Geraden  q  werden 
kann. 

Steht  eine  Gerade  q  auf  einer  Bild- 
ebene senkrecht ,  so  ist  ihre  zugeordnete 
Neigung  gleich  Null,  daher  beträgt  die 
Summe  beider  Neigungen  90^.  Ist  eine  Ge- 
rade  mit  der  Bildaxe  parallel,  so  sind  beide 
Neigungen  gleich  Null ,  daher  auch  ihre 
Summe  gleich  Null.  Ist  die  Gerade  q  zu 
einer  Bildebene  parallel,  zur  zugeordneten  geneigt,  so  ist  die  eine 
Neigung  gleich  Null,  die  zugeordnete  Neigung  liegt  zwischen  den 
Grenzen  0®  und  90^  Befindet  sich  die  Gerade  q  in  einer  Ordi- 
natenebene, so  ist  die  Summe  der  zugeordneten  Neigungen  gleich 
90®,  denn  beide  Neigungen  sind  die  spitzen  Winkel  eines  recht- 
winkeligen Dreieckes. 

Befindet  sich  aber  die  Gerade  q  in  einer  allgemeinen  Lage 
gegen  die  zugeordneten  Bildebenen,  so  wähle  man  von  der  Ge- 
raden die  eine  Spur  als  Fixpunkt  und  die  Drehungsaxe  p  senk- 
recht zur  Bildaxe.  Dreht  man  die  Gerade  q  um  p,  bis  sie  in  die 
durch  p  gehende  Ordinatenebene  gelangt,  so  hat  sich  während 
der  Drehung  die  Neigung  von  q  gegen  jene  Bildebene  nicht  ge- 
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ändert,  auf  welcher  p  senkrecht  steht,  während  die  Neigung  von 
q  gegen  die  zugeordnete  Bildebene  grösser  geworden  ist.  In 
der  Neulage  ist  die  Summe  der  zugeordneten  Neigungen  gleich 
90®,  folglich  muss  in  der  Urlage  die  Summe  der  zugeordneten 
Neigungen  der  beliebigen  Geraden  q  kleiner  als  90®  sein* 

Es  sind  sonach  0®  und  90®  die  noch  zulässigen 
Grenzen  für  die  Summe  zweier  zugeordneten  Nei- 
gungen einer  Geraden. 

815.  Aufgabe.  Man  soll  eine  Gerade  j  durch  einen 
gegebenen  Punkt  a^a^  so  ziehen,  dass  ihre  erste  Nei- 
gung %qi  =  %a  und  %qn  =  %ß  sei. 

Soll  die  Aufgabe  nicht  unmöglich  werden ,  so  darf  "5(1  a  -{- 
•y  ß  nicht  grösser  als  90®  sein.  Nun  setze  man  in  Fig.  107  an 
die  Ordinale  a^a^.  in  a^  den  Ergänzungswinkel  o/  von  a  auf  90® 
an,  so  ist  ab'  eine  Gerade,  welche  mit  der  Bildebene  I  den  Va 
einschliesst.  Dreht  man  die  Raamgerade  ah  um  die  erste  Ordi- 
nate aO|  als  Axe ,  so  beschreibt  h\  einen  ELreis  vom  Radius 
a-^Vy  und  h\  eine  zur  Bildaxe  parallele  Gerade;  dabei  liegt  V 
fort  und  fort  auf  einer  Kugelfläche  (139) ,  deren  Centrum  a  und 
Radius  =  a&'  ist,  und  alle  Lagen  von  ah*  sind  unter  dem  Win- 
kel a  gegen  die  Bildebene  I  geneigt. 

Setzt  man  in  a,  an  die  Ordinale  a^a^  die  Ergänzung  /3' 
des  Winkels  ß  auf  90®  an,  bestimmt  aber  c',  durch  die  Länge 
ah' -=  a^h'^^  und  lässt  die  Gerade  ac'  um  die  Ordinate  aa^ 
sich  drehen,  so  beschreibt  c'  einen  mit  der  Bildebene  II  parallelen 
Kreis,  dessen  erstes  Bild  eine  durch  c\  zur  Bildaxe  ^X^  paral- 
lele Gerade  ist.  Der  Punkt  &  bleibt  femer  auf  derselben  Kugel- 
fläche, auf  welcher  b*  sich  bewegte,  und  alle  Lagen  von  ac*  sind 
unter  dem  V  ß  gegen  die  Bildebene  II  geneigt  In  den  Punkten 
b  und  c  schneiden  sich  die  erwähnten  Kreise  (weil  sie  auf  der- 
selben Kugclfläche  liegen),  mithin  erfüllen  die  vier  Geraden  ab 
und  ac  die  Bedingungen  mit  der  Bildebene  I  den  Winkel  a  und 
mit  der  Bildebene  11  den  Winkel  ß  einzuschliessen. 

816.  Aufgabe.  Man  soll  die  Grenzen  für  die  Summe 
zweier  zugeordneten  Neigungen  einer  Ebene  n  auf- 
suchen. 

Ist  eine  Ebene  u  eine  Ordinatenebene,  so  ist  jede  der  bei- 
den zugeordneten  Neigungen  =?=  90®,  daher  ihre  Summe  =  180^. 
Ist  14  zu  einer  Bildebene  parallel ,  so  ist  die  Neigung  zu  ihr  =  0®, 
die  zugeordnete  Neigung  =  90®,  die  Summe  beider  =  90®.    Ist 
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u  zur  Bildaxe  parallel,  so  ist  jede  einzelne  Neigung  kleiner  als 
90®,  die  Summe  beider  =s  90®;  steht  aber  die  Ebene  u  auf  einer 
Bildebene  senkrecht,  ist  aber  zur  zugeordneten  Bildebene  schief, 
so  liegt  die  Summe  beider  Neigungen  zwischen  90®  und  180®. 

817.  Zieht  man  zu  einer  Ebene  u  eine  beliebige  Normale  p 
und  sucht  den  Neigungswinkel  von  p  mit  irgend  einer  Bildebene, 
so  ist  dieser  Winkel  vermehrt  um  das  Mass  der  Neigung  der 
Ebene  u  gegen  dieselbe  Bildebene,  stets  gleich  90® ,  (wovon  man 
sich  leicht  durch  Versinnlichung  der  beiden  Ebenen  und  der  Ge- 
raden überzeugt),  weil  beide  Winkel  in  einem  und  demselben 
rechtwinkeligen  Dreiecke  vorkommen. 

818.  Da  die  Summe  der  zugeordneten  Neigungen  einer  Ge- 
raden p  zwischen  0®  und  90®  liegt,  und  höchstens  diese  Grenzen 
erreicht,  so  kann  die  Summe  der  zugeordneten  Neigun- 
gen ein  er  Ebene  II,  vermöge.des  Satzes  (817),  nur  zwischen 
90®  und  180®  liegen,  höchstens  diese  Grenzen  erreichen. 

819.  Soll  eine  Ebene  construiert  werden,  welche  vorgeschrie- 
bene zugeordnete  Neigungen  besitzt,  so  wird  man  vorerst  diese 
Neigungen  von  90®  subtrahieren,  mit  den  Differenzen  die  Nor- 
male p  construieren,  (wofar  man  vier  Lagen  erhält  [815]),  und 
auf  die  Normale  eine  Ebene  senkrecht  legen. 

(Eine  einfachere  Methode  kann  durch  Anwendung  zweier 
Kegelflächen,  welche  dieselbe  Kugel  umhüllen,  gewonnen  werden.) 

Der  Ebenenbüsehel  and  einige  seiner  projeetivlsehen  Elgensebaflen. 

Der  harmonisebe  Ebenenbdscbel. 

§.  35. 

820.  Was  versteht  man  unter  einem  Ebenen- 
buschel? 

Eine  beliebige  Menge  von  Ebenen,  welche  sich  nur  in  einer 
einzigen  geraden  Linie,  Axe  oder  Scheitellinie,  schneiden. 

821.  Die  Elemente  eines  Ebenenbüschels  sind  seine  Ebenen. 
Liegt  die  Axe  im  Unendlichen ,  so  wird  er  ein  Parallel- 
Ebenenbüschel  genannt 

822.  Wenn  man  einen  Ebenenbüschel  mit  einer 
Ebene  schneidet,  welche  zur  Scheitellinie  geneigt 
ist,  was  für  ein  Gebilde  muss  der  Schnitt  werden? 

Ein  Stralenbüschel  oder  Vielstral  (283) ,  dessen  Scheitel  in 
der  Scheitellinie  des  Ebenenbüschels  liegt ,  und  von  dem  je  ein 
Stral  sich  in  einer  Ebene  des  Ebenen-Büschels  befindet 
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823.  Von  einem  solchen  Stralenbüschel  sagt  man,  erliege  im 
£benenbü8cbel,  oder  er  liege  mit  dem  Ebenenbüschel  perspecti- 
visch,  oder  auch,  der  Ebenenbüschel  projiciere  den  Stralenbüschel. 
Jeder  Stral  des  Stralenbüschels  ist  zu  der  Ebene  des  Ebenen- 
bQschels,  in  welcher  er  liegt,  projectivisch  verwandt 

824.  Wenn  man  einen  Ebenenbüschel  s  (d.  h.  s  soll  die 
Scheitellinie  des  Büschels  sein)  mit  zwei  beliebige|i  Ebenen 
E^E^  schneidet,  in  welcher  Lage  befinden  sich  die 
entstandenen  zwei  Stralenbüschel? 

Sie  liegen  perspectivisch.  Denn  die  Schnittgerade  der 
Ebene  E^  mit  E^  wird  vom  Ebenenbüschel  s  in  einer  geraden 
Punktreihe  geschnitten,  und  diese  gerade  Punktreihe  ist  beiden 
Stralenbüscheln  gemein. 

825.  Wenn  eine  Gerade«  die  Bildebene  I  in  einem 
Punkte  a,;  die  Bildebene  II  in  einem  Punkte  6^  schnei- 
det, und  man  legt  durch  s  einen  Ebenenbüschel,  in 
welcher  Beziehung  stehen  die  ersten  Spuren  dieser 
Ebenen  zu  den  zweiten  Spuren? 

In  jeder  Projectionsebene  bilden  die  Spuren  einen  Stralen- 
büschel und  beide  Stralenbüschel  liegen  perspectivisch,  weil  sie 
die  Bildaxe  entsprechend  gemein  haben  (291). 

826.  Wenn  ein  Ebenenbüschel  von  zwei  beliebi- 
gen Geraden  geschnitten  wird,  in  welcher  Beziehung 
stehen  die  auf  ihnen  sich  ergebenden  geraden  Punkt- 
reihen? 

Sie  sind  projectivisch -proportional  (265).    Denn  legt  man 
durch  jede  derselben  eine  Ebene,  so  entstehen  zwei  perspectivisch  . 
liegende  Stralenbüschel  (824);   jede   der  beiden  geraden  Punkt- 
reihen erscheint  sodann  als  eine  Projection  jener  geraden  Punkt- 
reihe, welche  beiden  Stralenbüscheln  gemeinsam  ist. 

827.  Die  in  derselben  Ebene  des  Büschels  liegenden  Punkte 
der  erwähnten  zwei  geraden  Punktreihen  sind  projectivisch  ver- 
wandt 

828.  Schneiden  sich  die  Geraden,  so  liegen  die  geraden 
Punktreihen  perspectivisch  (273). 

829.  Von  jeder  geraden  Punktreihe,  die  durch  den  Schnitt 
eines  Ebenenbüschels  mit  einer  Geraden  entsteht,  sagt  man,  sie 
liege  im  Ebenenbüschel,  sie  liege  mit  dem  Ebenenbüschel  per- 
spectivisch, oder  sie  werde  durch  den  Ebenenbüschel  projiciert 
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830.  Wie  wird  eine  gerade  Punktreihe  durch  einen 
EbenenbüBchei,  d.  h.  aus  einer  Axe  projiciert? 

Man  wählt  eine  Gerade  s  als  Axe  eines  Ebenenbüschels, 
aber  so ,  dass  sie  den  Träger  der  geraden  Punktreihe  nicht 
schneidet,  und  legt  durch  s  und  jeden  Punkt  der  geraden  Punkt- 
reihe eine  Ebene.  Der  so  entstehende  Ebenenbüschel  projiciert 
die  gerada  Punktreihe  aus  der  Axe  8.  Schneidet  dieser  Ebenen- 
büschel eine  Ebene,  oder  eine  beliebige  Gerade,  so  sind  sowol 
der  Stralenbüschel  als  auch  die  entstehende  gerade  Punktreihe 
Axenprojectionen  der  gegebenen  geraden  Punktreihe ,  und 
sind  auch  dieser  letzteren  projectivisch  proportional  (265). 

831.  Wie  wird  ein  Stralenbüschel  8  durch  einen 
Ebenenbüschel  projiciert? 

Man  zieht  durch  den  Scheitelpunkt  8  des  Stralenbüschels 
eine  beliebige  Gerade  s,  die  nicht  in  der  Ebene  des  Stralen- 
büschels liegt,  und  legt  durch  s  und  jeden  Stral  von  /S  eine  Ebene, 
so  projicieren  diese  den  Stralenbüschel. 

832.  Wann  liegen  zwei  Ebenenbüschel  perspec- 
tivisch? 

Wenn  sie  denselben  Stralenbüschel  projicieren  (831).  Die 
Axen  von  zwei  perspectivisch  liegenden  Ebenenbüscheln  schneiden 
sich  in  dem  Scheitelpunkte  des  Stralenbüschels,  der  beiden  Ebenen- 
büscheln gemeinsam  ist. 

833.  Wann  nennt  man  zwei  Ebenenbüschel  pro- 
jectivisch-proportional  oder  kurzweg  projectivisch? 

Wenn  jede  gerade  Punktreihe,  welche  der  eine  Ebenen- 
büschel auf  einer  beliebigen  Transversalen  erzeugt,  einer  geraden 
Punktreihe  projectivisch-proportional  ist,  die  der  andere  Ebenen- 
büschel auch  auf  einer  beliebigen  Transversalen  hervorbringt, 
oder  wenn  jeder  Stralenbüschel,  den  der  eine  Ebenenbüschel  er- 
zeugt, jedem  Stralenbüschel  projectivisch  verwandt  ist,  der  durch 
den  zweiten  Ebenenbüschel  entsteht  Je  zwei  Ebenen ,  welche 
verwandte  Punkte  oder  Stralen  der  geraden  Punktreihen  oder 
Stralenbüschel  erzeugen,  nennt  man  verwandte  oder  auch  ho- 
mologe Ebenen. 

834.  Wenn  zwei  Ebenenbüschel  perspectivisch 
liegen  (832),  welche  Lage  haben  die  Schnittgeraden 
der   verwandten  Ebenen? 
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Sie  liegen  sämmtlicb  in  einer  Ebene  und  bilden  den  Stra- 
lenbüscbel,  welcher  von  den  beiden  Ebeuenbuscheln  projiciert 
wird  (831). 

835.  Wie  construiert  man  bei  zwei  perspectivisch 
liegenden  Ebenenbüscheln  irgend  zwei  verwandte 
Ebenen? 

Man  zieht  durch  den  Seheitel  S  jenes  Vielstrales,  den  beide 
Büschel  projicieren,  in  der  Ebene  des  Vielstrales  irgend  einen 
Stral  und  legt  durch  ihn  zwei  Ebenen ,  deren  jede  durch  eine 
Axe  der  Ebenenbüschel  geht. 

836.  Qibt  es  bei  zwei  perspectivisch  liegenden 
Ebenenbüscheln  verwandte  Ebenen,  welche  zusam- 
menfallen müssen?  * 

Es  gibt  deren  immer  zwei  und  nur  zwei ;  denn  immer  kann 
man  in  der  Ebene  des  gemeinsamen  Vielstrales  durch  den  Scheitel 
S  einen  und  nur  einen  Stral  so  ziehen,  dass  die  durch  ihn  gehen- 
den Ebenen  der  beiden  Ebenenbüschel  zusammenfallen. 

Dieser  Stral  ist  nämlich  die  Durchschnittsgerade  der  durch 
beide  Axen  der  Ebenenbüschel  gelegten  Ebene  mit  der  Ebene 
des  gemeinsamen  Stralenbüschels.  Hieraus  folgt  auch,  das  jeder- 
zeit bei  zwei  perspectivisch  liegenden  Ebenenbüscheln  die  ein- 
zigen zwei  verwandten  Ebenen,  welche  in  eine  Ebene  zusammen- 
fallen, durch  beide  Axen  der  EbenenbQschel  gehen. 

837.  Was  für  eine  Erscheinung  muss  eintreten, 
wenn  man  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  (833) 
so  legt,  dass  irgend  zwei  verwandte  Ebenen  zusam- 
menfallen ? 

Die  Ebenenbüschel  müssen  perspectivisch  liegen  (832) ;  denn 
die  Schnittgeraden  aller  Paare  verwandter  Ebenen  schneiden  sich 
in  einem  einzigen  Punkte  S  und  liegen  ausserdem  noch  in  einer 
und  derselben  Ebene. 

838.  Wann  ist  eine  gerade  Punktreihe  mit  einem 
Stralenbüschei  oder  mit  einem  Ebenenbüschel  pro- 
j e cti vis  ch- proportional  ? 

Wenn  die  gerade  Ponktreibe,  welche  der  Stralenbüschei 
oder  der  Ebenenbüschel  auf  einer  beliebigen  Transversale  erzeugt, 
der  gegebenen  geraden  Punktreihe  projectivisch-proportional  ist. 

839.  Wie  wird  man  zu  einem  gegebenen  Ebenen- 
büschel 8*  (a't'c'...)  einen  beliebigen  projectivisch- 
proportionalen  Ebenenbüschel   »"  construieren  (833)? 


Man  wird  eine  beliebige  Axe  b'*  annehmen ,  einerlei  ob  sie 
«'  schneidet  oder  nicht;  durch  «"  irgend  drei  Ebenen  a",  i",  c" 
legen  und  voraussetzen^  dass  ä"  die  zu  a\  V*  die  zu  &^  cf*  die 
zu  c*  verwandte  Ebene  sein  soll.  Alsdann  schneidet  man  beide 
Ebenenbüschel  darch  gerade  Linien  ^^,  t^.  Auf  ^,  entsteht  durch 
die  Ebenen  a*b*c'dfe^  .  • .  eine  Reihe  von  genau  sovielen  Punkten 
AiBiCiD^Ei  ...  als  s'  Ebenen  besitzt;  auf  t^  hingegen  ent- 
stehen nur  drei  Punkte  A2B2C2  durch  die  Ebenen  a**h**c**.  Nun 
müssen  beide  Punktreihen  projectivisch-proportional  werden  (265), 
und  weil  A^  A^^  B^  B^  C^  C2,  drei  Paare  verwandter  Punkte  sind^ 
so  kann  man  zu  jedem  der  Punkte  2>i  ^^  . . .  seinen  verwandten 
Punkt  i>2  ^a  *  •  -  nach  der  projectivischen  Proportionalität  con- 
struieren  (276).  Sind  diese  Punkte  gefuifden,  so  legt  man  durch 
jeden  derselben  und  die  Gerade  s'*  eine  Ebene ^  dann  bilden  diese 
Ebenen  den  gesuchten  Ebenenbüschel. 

840.  Wenn  zwei  projectivisch-proportionale  ge- 
rade Punkti'eihen  in  derselben  Geraden  liegen,  oder 
wenn  zwei  concentrische  projectivische  Stralen- 
büschel  in  einerlei  Ebene  sich  befinden,  oder  wenn 
endlich  zwei  projectivisch  -  proportionale  Ebenen- 
büschel eine  gemeinsame  Scheitellinie  erhalt.en,  wie 
viele  Elemente  des  einen  Gebildes  können  mit  den 
ihnen  verwandten  Elementen  des  anderen  Gebildes 
zusammenfallen  ? 

Entweder  sind  die  Gebilde  congruent  und  decken  sich,  oder 
es  fallen  nur  zwei  Paare  oder  ein  Paar  oder  gar  keine  Elemente 
zusammen.  Denn  denken  wir  uns  auf  einer  Geraden  p  zwei  pro- 
jectivisch-proportionale gerade  Punktreihen  22]  und  /Z,,  so  können 
wir  in  einer  durch  p  gelegten  Ebene  E  aus  einem  beliebigen 
Punkte  81  die  Reihe  iZj  und  aus  einem  anderen  Punkte  S^  die 
Reihe  Jß^  projicieren  und  die  Linie  II.  Ordnung  suchen  ,  welche 
durch  die  Schnitte  verwandter  Stralen  entsteht.  Schneidet  diese 
Curve  die  Gerade  p  in  zwei  Punkten ,  (denn  mehr  Schnittpunkte 
sind  ja  nicht  möglich),  so  sind  diese  beiden  Reihen  R^R^  ent- 
sprechend gemein;  berührt  die  Curve  die  Gerade jp  in  einem 
Punkte,  so  haben  B^  und  R^  nur  einen  entsprechend  gemeinsamen 
Punkt  und  schneidet  die  Curve  die  Gerade  p  nicht,  so  haben  jB| 
und  R2  keine  entsprechend  gemeinsamen  Punkte. 

Da  die  Reihen  jS|jB2  ^nch  die  Schnitte  der  Geraden  p  mit 
zwei  concentrischen  projectivischen  Stralenbuscheln  oder  Ebenen- 
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bäschel  sein  können,  so  gilt  der  Beweis  für  die  sämmtlichen  drei 
Elementargebilde  der  ersten  Stufe. 

841.  Wann  bilden  vier  Ebenen  einen  harmoni- 
schen Ebenenbüschel  ? 

Wenn  sie  auf  einer  beliebigen  Geraden  eine  harmonische 
Pnnktreihe  oder  anf  einer  beliebigen  Ebene  einen  harmonischen 
Stralenbüschel  eneeagen. 

842.  Wann  bilden  vier  Ebenen  einen  halbierten 
harmonischen  Ebenenbüschel? 

Wenn  zwei  Ebenen  die  Winkel  halbieren,  welche  swei  an- 
dere Ebenen  einschliessen. 

Schneidet  man  einen  (halbierten  harmonischen  Ebenenbüschel 
mit  einer  Ebene  senkrecht  sor  Aze  des  Büschels,  so  entsteht 
ein  halbierter  harmonischer  Stralenbüschel  (303). 

843.  Wie  coiiBtruiert  man  zu  drei  Ebenen  eine 
vierte,  damit  ein  harmonischer  Ebenenbüschel  ent- 
steht? 

Die  Aufgabe  lässt  drei  Auflösungen  zu.  Man  nennt  je  zwei 
getrennt  liegende  Ebenen  eines  harmonischen  Büschels,  conju- 
gierte  Ebenen;  desshalb  muss  man  bei  der  Auflösung  wissen, 
zu  welcher  Ebene  die  zu  suchende  conjugiert  sein  soll. 

Sind  a&c  die  drei  gegebenen  Ebenen  und  soll  die  zu  su- 
chende Ebene  d  mit  b  conjugiert  werden,  so  wird  man  in  der 
Ebene  b  einen  Punkt  B  annehmen  und  durch  ihn  zu  einer  der 
beiden  anderen  Ebenen,  z.  B.  zu  a  eine  parallele  Gerade  t  ziehen, 
wodurch  auf  dieser  ein  Schnittpunkt  C  mit  der  Ebene  c  entstehen 
wird,  während  der  Schnittpunkt  A  im  Unendlichen  liegt  Be- 
zeichnet man  den  Schnitt  von  t  mit  der  zu  suchenden  Ebene  mit 
2?,  so  muss  oo  BCD  eine  harmonische  Reihe,  also  BCss  CD 
sein  (301).  Trägt  man  demnach  das  Stück  B  C  von  C  aus  auf  t 
nochmals  auf,  so  erhält  man  den  Punkt  Z>,  durch  welchen  die 
vierte  Ebene  d  geht. 

844.  Was  versteht  man  unter  einem  involutori- 
schen  Ebenenbüschel? 

Einen  aus  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  mit  gemein- 
samer Axe  zusammengesetzten  Ebenenbüschel,  welcher  auf  jeder 
Geraden  eine  involutorische  gerade  Punktreihe  erzeugt  (315). 

845.  Liegt  ein  ebener  Stralenbüschel  oder  eine  gerade  Punkt- 
reihe so  zwischen  den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  dass  der 
neue  Ebenenbüschel^  welcher  den  Stralenbüschel  oder  die  gerade 
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Punktreihe  aus  der  Axe  des  gegebenen  Ebenenbüacbels  projiciert 
(830) ,  mit  dem  letzteren  einen  involutorischen  Ebenenbüschel 
bildet,  so  sagt  man,  der  Stralenbüschel  oder  die  gerade  Punkt- 
reihe liegen  mit  dem  Ebenenbuschel  involutorisch. 

846.  Wenn  ein  involutorischer  Ebenenbuschel  auf  einer  Ge- 
raden eine  involutorische  Punktreihe  mit  Ordnungspunkten  er- 
zeugt,  so  gehen  durch  diese  die  zwei  Ordnungsebenen  des 
Ebenenbäschels. 

847.  Je  zwei  conjugierte  Ebenen  eines  involutorischen  Ebenen- 
büschels bilden  mit  den  Ordnungsebenen  einen  harmonischen 
Ebenenbüschel  (841). 

B.  Die  axonometrisohen  Projeoüonen. 

§.  42. 

848.  Die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  eines  Raumgebildes 
wird  am  ein&chsten  durch  ihre  senkrechten  Ordinaten  bezüg- 
lich dreier  Ebenen  bestimmt^  deren  jede  auf  den  beiden  anderen 
senkrecht  steht.  Sind  diese  Ebenen  Projectionsebenen  (wie  in 
Fig.  54),  und  bestimmt  man  mittels  der  Ordinaten  die  Projectio- 
nen  der  einzelnen  Punkte,  so  erhält  man  drei  orthogonale  Abbil- 
dungen des  räumlichen  Gebildes. 

849.  Oft  aber  haben  drei  zu  einander 
senkrechte  Coordinatenebenen,  bezüg- 
lich welcher  man  die  Co  ordinaten  der 
Punkte  eines  Gebildes  kennt,  gegen  die 
Zeichnungsebene  eine  geneigte  Lage  und 
es  wird  verlangt,  die  orthogonale  Projection 
des  Gebildes  auf  der  Zeichnungsebene  an- 
zugeben, ohne  die  Lage  der  Coordinateu'- 
ebenen  gegen  die  Zeichnungsebene  und  ohne 
die  Lage  des  Gebildes  gegen  die  Coordinatenebenen  zu  verändern. 
Diejenige  Methode,  welche  lehrt,  mittels  dieser  Coordinaten  das 
orthogonale  Bild  eines  Gebildes  herzustellen,  bildet  den  Gegen- 
stand der  Axonometrie. 

850.  Denkt  man  sich  im  Räume  drei  wechselseitig  aufein- 
ander senkrechte  Ebenen,  deren  Durchschnittslinien  beziehungs- 
weise mit  JST,  F,  Z  bezeichnet  und  Coordinatenaxen  genannt 
werden  sollen,  so  kann  man  den  senkrechten  Abstand  aa"  eines 
Punktes  a  von  der  einen  Ebene  mit  x  bezeichnen^  wenn  er  mit  der 
Axo  X  parallel  läuft,  mit  y,  {aa*%  wenn  er  mit  F,  und  mit «,  {aa% 
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wenn  er  zu  Z  parallel  ist«  Hat  man  noch  die  nothwendigen  Vor- 
kehrungen getroffen,  um  das  Vorzeichen  einer  jeden  Coordinate  be- 
achten zu  können,  so  ist  auch  ein  jeder  Punkt  vollständig  der 
Lage  nach  angegeben,  wenn  man  seine  drei  Coordinaten  xyz  kennt. 

851.  Der  Durchschnittspunkt  0  der  drei  Coordinatenaxen 
wird  der  Coordinatenanfang,  oder  auch  der  Ursprung  der 
Coordinaten  genannt  Trägt  man  von  0^  Fig.  108,  die  Länge 
X  auf  OX  nach  OA'  auf,  zieht  durch  A'  eine  Parallele  zur  Axe 
Y  und  trägt  die  Ordinate  y  von  A*  aus  dem  Vorzeichen  ent- 
sprechend auf  dieser  Parallelen  nach  Aa*  auf,  so  ist  a'  die  or- 
thogonale Projection  des  zu  bestimmenden  Punktes  a  auf  der 
Ebene  X  IT  ss  3*  Wird  sodann  in  a*  eine  Parallele  zu  Z  errichtet 
und  z  von  a*  aus  auf  ihr  aufgetragen,  so  gelangt  man  zum  Raum- 
punkte a. 

Wie  man  aus  Fig.  108  ersieht,  kann  man  zu  dem  Punkte 
a  durch  den  Linienzug  OA*  '\'  A*a*  \  a'a  =  a?  -|-  y  +  ^  od®r 
durch  OA*'  +  /l"  a'  +  a'a  =  y  -}-  «  +  z,  oder  durch  OA'**  +  A***a** 
-|-  a**a  =  «  -|-  y  +  ^^  u.  8.  w.  gelangen.  In  der  Regel  pflegt  man 
einen  der  zuerst  genannten  Linienzüge  zur  Auffindung  des  Punktes 
zu  benützen. 

852.  Da  alle  x  der  verschiedenen  Punkte  unter  einander 
parallel  sind,  so  folgt,  dass  auch  ihre  orthogonalen  Projectionen 
untereinander  parallel  sein  werden,  und  dass  allen  x  Projectionen 
ein  und  derselbe  Modulus  zukommen  wird,  (d.  h.  die  orthogo- 
nale Projection  eines  jeden  x  durch  x  dividiert,  gibt  stets  den- 
selben Quotienten).  Der  Modulus  von  x  ist  der  reciproke  Wert 
des  Modulus  seiner  Projection. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten  auch  für  y  und  z. 

853.  Die  Angaben  der  Axonometrie  zielen  demnach  dahin: 
a)  die  orthogonalen  Projectionen  der  Coordinatenaxen  auf 

der  Zeichnungsebene  anzugeben,  und 

V)  fiir  jede  Axenprojection  den  Modulus  zu  bestimmen. 

854.  Man  nennt  eine  durch  axonometrisches  Verfisdiren  be- 
stimmte Projection  trimetrisch,  dimetrisch  oder  isome- 
trisch, je  nachdem  keine  oder  zwei  oder  drei  gleiche  Moduli 
vorkommen.  Wenn  z.  B.  in  Fig.  108  das  orthogonale  Bild  eines 
Würfels  dargestellt  wäre,  und  es  fände  sich  OA**  =.  OA**'  aber 
nicht  =  OA*^  so  wäre  die  Projection  eine  dimetrische. 

856.  Wie  stellt  man.  di^  Axoq  einer  axonometri- 
sehen  Projection  dar? 
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Da  es  Regel  ist,  die  Ebene  XT=^  so  zu  w&hlen,  dass 
ihre  Spur  in  der  vertik-al  gedachten  Zeicbnungsebene  II 
horizontal  wird,  Fig.  109,  so  wird  man  vorteilhaft  mit  der  Bild- 
ebene n  eine  zugeordnete  vertioale  Bildebene  III  in  Verbin- 
dung bringen  und  ausserdem  die  Ebene  A'  F  =  3  congruent  auf 
die  Bildebene  II  projicieren  (733).  Nimmt  man  desshalb  O''  als 
zweite  Congruenz-Projection  des  Coordinatenanfanges  O  an,   so 

Fig.  109. 


kann  man  durch  0^*  zwei  Senkrechte  JC  V  ziehen  und  sie  als  die 
Congruenz-Projection  zweier Coordinatenaxen  A'und  F  betrachten. 
Wird  der  zweite  Spurabstand  bezüglich  3  a  i^ch  oO^  aufgetragen, 
so  ist  Oz  und  hiedurch  auch  0,  gefunden.  Die  Begegnungs- 
punkte  von  Ä^'  und  Y'^  mit  0,  verbunden ,  geben  die  Projectionen 
^2  Y2  von  zwei  Axen  an,  während  die  dritte  Axe  Za  auf  3^  senk- 
recht stehen  muss. 

Um  die  Moduli  fär  die  Axenbilder  zu  erhalten ,  trägt  man 
die  als  Einheit  für  das  Originalgebilde  angenommene 
Länge  1  nach  0'A%  O'il",  0,4'",  auf  und  ermittelt  A'^,  A\ 
A*"^^  so  sind  O^A^^  O^A'^y  0^  4%  die  Einheiten  für  die  Mass* 
Stabe,  auf  welchen  man  die  Längen  für  die  Bilder  von  x^  y  und 
z  abzugreifen  haben  wird. 

856.  Es  kann  nun  jetzt  jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  xyz 
man  kennt,  auf  der  Bildebene  II  orthogonal  abgebildet  werden, 
ohne  die  Bildebene  III,  und  ohne  die  zweite  ümlegung  der 
Ebene  3  zu  benützen.  Ist  beispielsweise  a  jener  Punkt,  für  welchen 
o;  ^sr  y  SS  z  =s  1  ist,  so  ergibt  sich  aus  a?  =»  0,  A*^  und  y  =  A'^  a\ 
die  orthogonale  Abbildung  a\  von  der  senkrechten  Projection  a* 
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des  Punktes  a  auf  der  Ebene  3;  ^^^  ^^^  ^'2  «a  =  *  =  ^2  A'\ 
gesetzt,  so  ist  a^  das  gesuchte  orthogonale  Bild  von  a. 

857.  fjrgänzt  man  das  Bild  des  durch  a  bestimmten  Wür- 
fels, so  erhält  man  auch  noch  die  orthogonalen  Abbildungen  a'^a 
a'*^q   der  Projectionen  des  Punktes  a  auf  den  Coordinatenebenen 

a:z  =  2)  und  rz=  J. 

Auf  eine  ähnliche  Art  geht  man  auch  vor ,  um  die  Bilder 
anderer  Punkte  zu  finden,  deren  Coordinaten  von  1  verschie- 
den sind. 

858.  Bei  vielen  materiellen  Kunstprodukten  kommen  vor- 
zugsweise drei  aufeinander  senkrechte  Dimensionen  vor.  Denkt 
man  sich  drei  Ebenen,  deren  jede  zu  zwei  Dimensionen  parallel 
läuft,  als  Coordinatenebenen  entsprechend  angenommen,  so  ver- 
mag man  gewöhnlich  auch  die  Coordinaten  der  wichtigsten  Punkte 
des  Gegenstandes  anzugeben.  Werden  diese  Punkte  axonometrisch 
abgebildet  (856),  dann  kann  aus  ihren  Bildern  auch  das  Bild  des 
Gegenstandes  aufgefunden  werden. 

859.  Wenn  die  Coordinaten  xyz  nicht  in  Zahlen  angegeben 
sind,  sondern  aus  einer  anderen  Zeichnung  entnommen  werden , 
pflegt  man  vorteilhaft  statt  der  Massstäbe  für  die  Axenbilder 
J^^Y^Z^  (855)  Proportionalwinkel  (230)  anzuwenden.  Die 
Einheit  des  Originalgebildes  ist  der  Radius,  und  je  eine  Einheit 
des  Axenbildes  eine  Sehne. 

860.  Sind  bei  einer  axonometrischen  Projection  Construc- 
tionen  auszuführen,  wie  sie  früher  bei  zugeordneten  Bildern  aus- 
geführt wurden,  dann  wird  es  stets  gerathen  sein,  die  dritte  Pro- 
jection der  zweiten  zuzuordnen  und  die  Umlegung  der  Ebene  3 
zu  benützen,  wie  dies  Fig.  109  zeigt. 

861.  Die  Umlegung  der  Ebene  3  ^^^  ihr  zweites  Bild  liegen 
perspectivisch  affin;  3t  ^^^  die  Begegnungsgerade.  Man  wird  daher 
in  manchen  Fällen  die  Umlegung  der  in  der  Ebene  3  liegenden 
Projection  des  Gebildes  zeichnen  und  mittels  des  Modulus  der 
Affinität  (237)  das  zweite  Bild  der  Ebene  3  ermitteln,  ans  welchem 
sich  durch  Anwendung  des  Modulus  für  die  Axe  Z^  das  ortho- 
gonale Bild  des  Raumgebildes  finden  lässt. 

862.  Stellt  man  die  Axen  X^'  Y"  gleichgeneigt  gegen  3si  ^^ 
erhält  man  fär  jeden  beliebigen  Winkel  von  a  eine  dimetrische 
Projection.  Wird  aber  V  a  so  gewählt,  dass  das  dritte  Bild  A"\ 
a*3  der  Wurfeldiagonale ,  senkrecht  zu  ^JC^  wird ,  dann  erscheint 
das  Bild  O2  A\  af\  <>2  ^'^'a  ^**%  ^  ^^  einem  Kreise  eingeschiie« 
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benes  reguläres  Sechseck  ^  in  welchem  A'*\  und  a\  mit  dem 
Ereismittelpnnkte  zusammenfallen.  Die  axonometrische  Projec- 
tion  wird  in  diesem  Falle  isometrisch. 

863.  Die  Richtungen  X^  Y^  sind  bei  der  isometrischen  Pro- 
jection  unter  30®  gegen  3a  geneigt.  Benützt  man  die  rechtwinke- 
ligen Coordinaten  eines  Gebildes  in  ihrer  wahren  Grösse ,  ohne 
sie  dem  isometrischen  Massstabe  entsprechend  zu  verkleinern^  so 
wird  die  entstandene  isometrische  Projection  eine  vergrosserte  Vcr- 
tical-Projection  des  Raumgebildes  sein. 

864.  Welche  axonometrische  Projection  wird  die 
Mohs'sche  Projection  genannt? 

Fig.  110. 


Jene,  bei  welcher,  wie  in  Fig.  110,  dem  Würfel  eine  der- 
artige Stellung  gegeben  wird,  damit^  />  •  3  •  ^  ™  Verhältnisse  wie 
6:2:1  steht.  Trägt  man  sich  auf  3-,  acht  gleiche  beliebig  grosse 
Teile  auf  und  construiert  in  dem  Quadrate  B  CDE  ein  anderes 
Quadrat  O^A'a'A'\  und  wählt  a'3  in  dem  aus  0,  mit  Fa'  als 
Radius  beschriebenen  Kreise  dort,  wo^  er  die  Gerade  schneidet, 
die  in  dem  Abstände  eines  Teiles  zu  32  parallel  gezogen  wurde, 
so  ist  die  dritte  Spur  der  Ebene  3  gefunden ,  auf  welcher  Ebene 
der  Würfel  steht.  Sucht  man ,  wie  bei  Fig.  109,  das  zweite  Bild 
des  Würfels  so  ergeben  sich  aus  demselben  die  Einheiten  fiir  die 
Massstäbe  der  Axenrichtungen. 
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C  Die  sohiafen  Projeotionen. 

Sehiefe  FroJectioDen  der  zar  Bildebene  senkreehten  Geraden« 

Modnlas  der  schiefen  Projection. 

§.  43. 

865.  Wenn  die  parallel  projicierenden  Stralen  zur  Bild- 
ebene nicht  senkrecht  stehen,  so  bezeichnet  man  die  Parallel - 
projection  als  eine  schiefe  (506). 

866.  Für  die  praktische  Anwendung  setzt  man  in  der  Hegel 
voraus  ,  die  Bildebene ,  auf  welche  man  schief  projiciert ,  stehe 
vertical  und  sei  mit  der  Bildebene  11  vereinigt. 

867.  Wie  fixiert  man  die  Richtung  der  schief  pro- 
jicierenden  Stralen? 

Der  Lernende  stelle  seine  Zeichnungsebene  II  vertical  vor 
sich  hin,  nehme  in  ihr  beliebige  Punkte  a,  fra  ^a  *  •  *  ^"7  errichte 
durch  sie  Ordinaten  a^dy  &a^i  ^2^  -  -  *  senkrecht  zur  Zeich- 
nungsebene, so  kennt  er  die  Raumpunkte  abc . .  . 

Denken  wir  uns  nun  alle  diese  Punkte  a^  b,  c,  . , ,  werden 
mit  irgend  einer  angenommenen  Richtung  parallel  auf  die 
Ebene  II  projiciert  und  alle  durch  dieses  Projectionsverfisth- 
ren  entstandenen  schiefen  Projeotionen  mit  dem  Buchstaben  des 
projicierten  Punktes  versehen ,  dem  unten  rechts  der  Zeiger  s 
angehängt  wird,  so  sind  a„  b,,  c«^ .  .  .  die  Bezeichnungen  für  die 
schiefen  Projeotionen  der  Punkte  a,&,  c, ...,  und  a^a^^  b^b,,  e^cs 
sind  die  schiefen  Projeotionen  der  Ordinaten  a^üj  b2bj  C2Cy .  .  . 

868.  Ohne  Mühe  erkennt  man  jetzt : 

1.  Die  schiefen  Projeotionen  aller  zur  Bildebene  senkrechten 
Geraden  sind  zur  orthogonalen  Projection  der  sohief  projicieren- 
den  Richtung  parallel. 

2.  Die  Dt*eiecke  aoaa«,  bb^b^^  cCjC«,  . .  .  sind  einander 
ähnlich  und  in  Folge  dessen  verhält  sich 

d^a»  i  a^a  ^^  b^b»  \  b^b  ^='  c^Ct  *  c^c  ^=i  •  .  ,  . 
d.  h.   das  Verhältnis  der  Länge    der  schiefen  Projec- 
tion einer  zur  Bildebene  II  senkrechten  Strecke  zur 
Länge  dieser  Strecke  ist   eine    constante  Orösse;    sie 
soll  der  Modulus  der  schiefen  Projection  genannt  werden. 

869.  Zugleich  sieht  man  aus  dem  Verhältnisse  a^  a«  :  a^  a  =  fi 
oder  aus  a.^a«  =  fi  .  a,a  1=  f»  (a,)  ein  : 
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Die  vom  orthogonalen  Bilde  Oj  aus  gemessene 
Entfernung  bis  zum  schiefen  Bilde  a«,  ist  ein  Pro- 
dukt aus  der  senkrechten  Ordinate  (a,)  in  den  Modu- 
luB  f»  der  schiefen  Projection.  Dieses  Produkt  soll  als  m  o> 
dulierte  Ordinate    des  Punktes  a  bezeichnet   werden. 

870.  Durch  den  Modulns  fi  der  schiefen  Projection  ist  auch 
der  Winkel  g>  angegeben,  den  jeder  schief  projicierende  Stral 
mit  seiner  orthogonalen  Projection  auf  der  Bildebene  II  ein- 
schliesst. 

871.  Soll  aber  die  projicierende  Richtung  vollständig  für 
die  Zeichnung  bestimmt  sein,  so  muss  ausser  dem  Modulus  noch 
die  Richtung  s^  der  orthogonalen  Projection  eines  projicierenden 
Strales  auf  der  Bildebene  der  schiefen  Projection  angegeben  sein. 
Gleichfalls  pflegt  man  noch  durch  einen  Sehpfeil  die  Lage  des 
projicierenden  Auges  im  Sehstrale  näher  zu  bezeichnen. 

872.  Jede  zur  orthogonalen  Projection  s^  eines  schiefen  Seh- 
strales parallel  gezogene  Gerade  bezeichne  man  als  eine  schiefe 
Ordinale,  denn  sie  ist  der  Schnitt  einer  Ordinatenebene,  welche 
durch  die  senkrechte  und  durch  die  schiefe  Ordinate,  also  durch 
die  zwei  schief  zugeordneten  Ordinaten  eines  Punktes 
gelegt  werden  kann,  mit  der  Bildebene. 

Die  orthogonale  und  die  schiefe 
Projection  irgend  eines  Punktes 
liegen  demzufolge  immer  in  einer 
schiefen  Ordinale. 

873.  Aufgabe.  Es  ist  die 
orthogonale  Projection  a^&j 
einer  Strecke  ab  gegeben; 
man  soll  die  schiefe  Projec- 
tion der  zweiten  Ordinaten- 
fläche  aa^bib  darstellen,  wenn 
(aj)  =  19-5,  (ia)  =  39--  ist. 
In  Fig.  111  ist  die  schief  projicierende  Richtung  durch  den 
Stral  82  und  den  Modulus  fi  =  |  vollständig  bestimmt.  Zieht 
man  durch  a^  und  62  schiefe  Ordinalen,  so  muss  man  die  mo- 
dulierte Ordinate  (a,),  d.  i.  fi  (a,)  =  13---  von  a^  aus  auf 
der  Ordinale  auftragen  (868),  um  das  Bild  a,  zu  erhalten. 

Ist  die  Ordinate  (a^)  positiv,  so  wird  die  modulierte  Ordi- 
nate II .  (a,)  von  a,  aus  nach  dem  Sinne  des  Sehpfciles  s^  auf- 
getragen; ist  aber  (oj)   negativ,   so   geschieht   das  Auf- 


Fig.  111. 


tragen  der  modalierten  Ordinate  (i  (a^)  im  Qegensinne 
des  Sehpfeiles  8^.  Ist  für  Fig.  111  (e^)  =  — äO«"«,  so  er- 
hält e«  die  dort  angesetzte  negative  Lage,  während  a«  und 
hg  positiv  liegen. 

Die  zweite  Ordinatenfläche  von  ab  ist  ein  Trapez  von  den 
Satten  02^2»  (^2)9  (^2)^  ^^  ^^^  ^^^  rechten  Winkeln  bei  a,  und 
&2*  Die  schiefen  Projectionen  von  (a^)  und  (62)  sind  02  o^^  h^  &«, 
folglich  ist  a^h^hta,  die  gesuchte  schiefe  Projection  der  zweiten 
Ordinat^^nfläche  von  ab. 

874.  Die  Seite  a«&«  der  schiefen  Projection  der 
zweiten  Ordinatenfläche  einer  Strecke  ab  ist  zu- 
gleich die  schiefe  Projection  der  Raurastrecke  ah. 

Sind  die  Endpunktsordinaten  einer  Strecke  negativ,  so  wird 
die  schiefe  Projection  der  Ordinatenfläche  ein  verschlungenes 
Trapez ,  dessen  nicht  parallele  Seiten  sich  schneiden ,  wie  dies 
aus  b^c^Cghg   zu    ersehen  ist. 

875.  Wenn  von  Ordinaten  die  Rede  ist,  welche  durch  keinen 
Beisatz  näher  bestimmt  sind,  werden  wir  immer  die  senkrech- 
ten Ordinaten  von  Raumpunkten  bezüglich  der  Bildebene 
der  schiefen  Projection  verstehen;  analoges  gilt  bezaglich 
der  Spuren  von  Geraden  und  Ebenen  ,  und  bezüglich  aller  Be- 
nennungen, die  sonst  durch  die  Nummer  der  Bildebene  näher  be- 
stimmt wurden. 

876.  Welche  Werte  wird  man  dem  Modulus  fi  der 
schiefen  Projecti9n  beilegen? 

Der  fbr  die  Constructionen  bequemste  Wert  ist  ^  =  1,  weil 
alle  modulierten  Ordinaten  (869)  den  senkrechten  Ordinaten  gleich 
sind.  Die  Sehstralen  werden  in  diesem  Falle  unter  4ö^  zur  Bild- 
ebene geneigt  Soll  der  Neigungswinkel  grösser  als  45^  werden, 
so  wird  man  ft  kleiner  als  1  wählen,  fi  ^  1  ist  eine  unzweck- 
mässige Annahme. 

877.  In  welcher  Weise  soll  man  eine  nach  der  Me- 
thode der  schiefen  Projection  angefertigte  Zeichnung 
betrachten  ? 

Eigentlich  sollte  sich  die  Zeichnungsebene  in  unendlicher 
Entfernung  vom  Auge  befinden;  da  dies  unausführbar,  so  wird 
man  die  Zeichnung  soweit  vom  Auge  entfernen,  als  es  die  Deut- 
lichkeit des  Sehens  zulässt  und  dabei  beachten,  dass  der  beiläufig 
gegen  die  Mitte  des  Bildes  gerichtete  Sehstral  jener  Richtung 
nahezu  parallel  läuft ,   welche  bei  der  Construction  des   Bildes 
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vorausgesetzt  wurde.  Auch  wäre  nur  ein  Auge  £ur  das  Sehen  zn 
benützen.  Genügt  man  diesen  Anforderungen  nicht,  so  wird  nicht 
selten  das  schiefe  Bild  seine  Wirkung  verfehlen. 

878.  In  welcher  Beziehung  steht  das  schiefe  Bild 
einer  ebenen  Figur  zu  dem  orthogonalen  Bilde? 

Beide  Bilder  Hegen  perspectivisch  affin,  denn  beide  Bilder 
sind  projectivisch  verwandt^  weil  sie  Projectionen  derselben  ebenen 
Raumfigur  sind;  die  Spur  der  Ebene  ist  die  Begegnungsgerade 
und  Äa  die  Richtung  der  affin  projicierenden  Stralen.  Ein  Blick 
auf  Fig.  111  bestätigt  diese  Erkenntnis. 


Fig.  112  a. 

FTT^ — 


Flg.  112. 


Ist  demnach  das  orthogonale  Bild  d^  eines  Punktes  d  einer 
ebenen  Figur  abc  gegeben,  Fig.  111,  so  wird  man  die  schiefe 
Projection  d,  nach  den  Gesetzen  der  perspeotivisohen  Affinität 
aus  o^a,  ermitteln,  und  umgekehrt  kann  man  wieder  aus  dem 
schiefen  Bilde  d,  nach  denselben  Gesetzen  die  orthogonale  Pro- 
jection d^  ableiten. 

879.  Wie  kann  man  aus  der  modulierten  Ordinate 
eines  Punktes  die  wahre  Ordinate  finden? 

Wenn  man  die  modulierte  Ordinate  durch  den  Modulus  der 
schiefen  Projection  dividiert.  In  Fig.  111  wäre  daher  (b^)  = 
ia  Oj :  I  =  I  .  6jj  6^  Diese  Multiplication  wird  man  nach  f227) 
ausführen« 

880.  Aufgabe.  Man  soll  die  in  Fig.  112  durch  zwei 
zugeordnete  Projectionen  a^  ft^,  a^^fc,  dargestellte  Ge- 
rade a6  sammt  der  Bildebene  I  schief  projicieren.  Der 
Modulus  II  werde  =  1  vorausgesetzt. 

Auflösung.  Man  begrenze  beide  Projectionsebenen  durch 
Becbtecke  und  zeichne  die  begrenxte  Bildebene  II  in  Fig.  112a 
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Sammt  der  Bildaxe  C^D^  auf.  Zieht  man  durch  C^  eine  schiefe 
Ordinale  und  ti'ägt  die  modulierte  Ordinate  CgC,,  welche  wegen 
^  =  1  der  Ca  C^  selbst  gleich  ist,  nach  C^  (7,„  auf,  so  ist  C^,,  di« 
schiefe  Projection  eines  Eckpunktes  der  Bildebene  I,  deren  üm- 
riss  nun  in  schiefer  Projection  dargestellt  werden  kann. 

Ueberträgt  man  die  zweiten  Bilder  a^  und  b^  aus  Fig.  112 
nach  Fig.  112a,  und  sucht  nach  (869)  die  Bilder  ö,  6,,  indem 
Oaa,  =  l.(aa)  =  Aoi  und  b^bn  =1  (Aj)  =  -B6,  gesetzt  und  das 
Vorzeichen  berücksichtigt  wird ,  so  erhält  man  das  schiefe  Bild 
o,  6,  von  ab.  Ausserdem  stellt  man  noch  das  schiefe  Bild  a,,, 
&,  „  vom  ersten  Bilde  a,  ä,  dar,  und  bezeichnet  die  beiden  Spuren 
-^ui^ai  ^^  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  zu  beenden. 

Hllfsauge,    Augpaukt,    Nebenpankt,   Fluchtelemente.    Congrnenz- 

Stellungen.  Congruenz-Projectionen. 

§.44. 

881.  Um  die  möglichst  grosste  Uebereinstimmung  in  der 
Construction  schiefer  und  centraler  Bilder  zu  erzielen^  ist  es  an- 
gemessen,  ausserhalb  der  Bildebene  einen  beliebigen  festen  Punkt 
anzunehmen  und  ihn  zum  Ausgangspunkt  für  eingehendere  Unter- 
suchungen zu  ernennen.  Da  dieser  Punkt  für  die  schiefen  Pro- 
jectionen  von  gleicher  Wichtigkeit  ist,  wie  der  Ort  des  optischen 
Mittelpunktes  vom  projicierenden  Auge  bei  der  centralen  Projec- 
tion,  soll  er  das  Hilf  sauge  der  schiefen  Projection  genannt 
werden.  Die  orthogonale  Projection  des  Hilfsauges  sei  der  Aug- 
punkt und  die  schiefe  Projection  des  Hilfsauges  der  Neben- 
punkt der  schiefen  Projection.  Der  senkrechte  Abstand  des 
Hilfsauges  von  der  Bildebene  der  schiefen  Projection  sei  die 
Augdistanz  d^  und  der  mit  d  aus  dem  Augpunkt  in  der  Bild- 
ebene beschriebene  Kreis  der  Distanzkreis. 

882.  Zieht  man  durch  das  Hilfsauge  einen  Stral  parallel 
zu  einer  gegebenen  Geraden  p^  so  werde  er  der  Fluchtstral 
und  sein  Schnitt  mit  der  Bildebene  der  Fluchtpunkt  der  Ge- 
raden jp  genannt. 

883.  Die  Länge  des  Fluchtstrales  vom  Hilfsauge  bis  zum 
Fluchtpunkt  sei  die  Fluchtstrecke  der  Geraden  p. 

884.  Legt  man  durch  das  Hilfsauge  zu  einer  Ebene  u  eine 
parallele  Ebene  n,  so  bezeichne  man  sie  als  die  Fluchtebene 
und  ihre  Spur    in   der  Bildebene  als   die   Fluchtspur   der 
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Ebene  ii.  Das  Symbol  der  Fluchtebene  und  der  Fluchtspur  sollen 
zwei  über  u  und  k,  gesetzte  Querstriche  sein  y  nämlich  ^  und 
l^g  (lese  Fluchtebene  u  und  Fluchtspur  ti,). 

885.  Welche  Lage  haben  die  schiefen  Projectionen 
von  parallelen  geraden  Linien? 

Sie  sind  ebenfalls  unter  einander  parallel,  weil  die  schief  pro- 
jicierenden  Stralen  parallele  projicierende  Ebenen  erzeugen. 

886.  Wie  construiert  man  die  Richtung  des  schiefen 
Bildes  einer  Geraden? 

Verbindet  man  den  Nebenpunkt  (881)  mit  dem  Fluchtpunkt 
der  Geraden  (882),  so  läuft  mit  dieser  geraden  Verbindung  das 
schiefe  Bild  der  Geraden  parallel. 

Pig,  lj3^  Beweis.    Zieht 

man  durch  das  Hilfs* 
äuge  einen  Fluchtstral 
zur  gegebenen  Gera- 
den p  parallel,  so  ist 
die  Verbindung  des 
Nebenpunktes  mit  d^m 
Fluchtpunkt  der  Ge- 
raden die  schiefe  Pro- 
jection  des  Fluchtstra- 
les ,  folglich  muss 
vermöge  (885)  d  i  e 
schiefe  Projection  der  Geraden  zur  schiefen  Projec- 
tion  ihres  Fluchtstrales  parallel  sein. 

887.  Beispiel.  In  Fig.  113  wurde  der  Bildebene  II,  auf 
welche  wir  gewöhnlich  schief  projicieren,  eine  horizontale  Bild- 
ebene I  zugeordnet  (531),  und  in  ihr  das  Hilfsauge  0,  angenom- 
men. Wählt  man  sich  den  Nebenpunkt  Og  (881)  beliebig,  so  ist 
hiedurch  im  Räume  die  Richtung  OOg  der  schief  projicier enden 

Stralen  vollständig  gegeben.  Der  Modulus  §1  ist  durch  ^*~    be- 
stimmt (868,  2). 

Ziehen  wir  durch  0,  eine  horizontale  Fluchtgerade  O^i!], 
so  ist  A2  der  Fluchtpunkt  aller  zu  OA2  parallelen  Geraden, 
mithin  muss  O^ii^  die  schiefe  Projection  der  Fluchtgeraden  OA2 
sein.  Wäre  in  der  Bildebene  II  die  schiefe  Projection  irgend 
einer  zur  OA.^  parallelen  Geraden  zu  ziehen,  so  müsste  sie  mit 
OtAq  parallel  sein« 
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Um  die  schiefe  Projection  einer  borizontalen  Fluchtgeraden 
zu  finden  y  welche  mit  OA2  den  V  q>  einschliesst  ^  wird  man 
durch  das  Hilfsauge  eine  Gerade  0^  B^  von  dieser  Beschaffen- 
heit construieren.  O^B^  ist  sofort  ihr  schiefes  Bild. 

888.  Ist  p,  P2  irgend  fine  beliebige  durch  Oj  0^  gezogene 
Fluchtgerade  p,  Cj  ihr  Fluchtpunkt,  eo  ist  O.C^  ihre  schiefe 
Projection«  Ferner  sieht  man  ein:  Die  Verbindungsgerade 
des  Augpunktes  mit  einem  Fluchtpunkte  ist  die  or- 
thogonale Projection  der  Fluchtstrecke  auf  der 
Bildebene. 

889.  Wie  construiert  man  die  wahre  Länge  einer 
Fluchtstrecke  und  ihre  Neigung  zur  Bildebene? 

Durch  das  zweite  Differenzendreieck  (581). 

Also  sind  das  zweite  Bild  einer  Fluchtstrecke  und  die  Aug- 
distanz die  beiden  Katheten,  die  Hypothenuse  ist  gleich  der  wahren 
Länge  der  Fluchtstrecke.  Wird  daher  in  Fig.  WZDO^  ±0^  0^ 
gezogen,  so  ist  DC^  gleich  der  Fluchtstrecke  OC2  im  Räume. 
•Jj^  O^C^D  ist  die  zweite  Neigung  der  Qeraden  OC^. 

890.  Was  versteht  man  unter  dem  Modulus  der 
schiefen  Projection  einer  Geraden? 

Einen  Quotienten,  welcher  entsteht,  wenn  man  die  Länge 
der  schiefen  Projection  einer  in  der  Geraden  liegenden  Strecke 
durch  die  Länge  der  Strecke  dividiert.  Dieser  Quotient  ist  eine 
unveränderliche  Grösse,  man  mag  die  Strecke  in  der  gegebenen 
Geraden ,  oder  in  einer  zu  ihr  parallelen  Geraden  wählen,  wo 
man  will. 

Also  wird  der  Modulus.  der  schiefen  Projection  einer  Ge- 
raden auch  gefunden,  wenn  man  die  schiefe  Projection 
der  Fluchtstrecke  durch  die  Länge  der  Fluchtstrecke 

teilt  In  Flg.  113  ist  demnach  -rf-^  der  Modulus  für  p«. 

Der  reciproke  Wert   dieses  Verhältnisses,    näm- 
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lieh,  -^^  ist  der  Modulus  der  Geraden  p. 

89L  Wozu  kann  man  den  Modulus  der  schiefen 
Projection  einer  Geraden  p  benützen  ? 

Um  im  schiefen  Bilde  der  Geraden  p  Längen  aufzutragen, 
welchen  auf  der  Raumgeraden  gegebene  Längen  entsprechen ;  oder 
umgekehrt,  um  aus  dem  schiefen  Bilde  einer  Strecke  die  wahre 
Länge   der  Kaumstrecke   zu   finden.     Die    beiden   Längen ,   aus 
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welcbeu  ein  Modulus  besteht,  können  gewissermassen  als  Mass- 
Stäbe  gelten  und  zwar  die  im  Modulus  vorkommende  schiefe  Pro- 
jection  als  Massstab  für  die  Längen  der  schiefen  Bilder  der  Ge- 
raden p  und  die  vorkommende  wahre  Länge  als  Massstab  für 
die  Gerade  im  Räume.  Bei  der  Benutzung  wird  man  Proportio- 
naldreiecke oder  Proportionalwinkel  zur  Anwendung  bringen  (224). 

892.  Ist  die  Lage  einer  Geraden  im  Räume  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  man  ihre  schiefe  Projection 
kennt  ? 

Eine  Projection  allein  bestimmt  nie  eine  Linie  vollständig, 
wesshalb  bei  den  orthogonalen  Projectionen  auch  zwei  oder 
mehrere  zugeordnete  Bildebenen  angenommen  werden.  Bei  den 
schiefen  Projectionen  ist  ebenfalls  noch  eine  Projection  herbei- 
zuschafTen.  Dabei  treten  gewöhnlich  zwei  Tälle  auf: 

Fig.  114.  d)  man  bestimmt  noch  die  or- 

thogonale Projection  der  Geraden 
auf  der  Bildebene  der  schiefen  Pro- 
jection, oder 

b)  man  denkt  sich  die  Raum- 
gerade  auf  eine  zugeordnete  Bild- 
ebene I  orthogonal  projiciert,  und 
projiciert  diese  Projection  schief 
auf  die  Bildebene  IL  Ein  Beispiel 
dieser  Art  zeigt  Fig.  112  a.  Der 
Zusammenhang  mit  Fig.  112  lehrt, 
dass  man  aus  Fig.  112a  die  Fig.  112 
construieren  kann ,  wodurch  eben 
bewiesen  ist,  dass  Fig.  112a  das  Raumgebilde  vollständig  be- 
stimmt. Ein  Beispiel  für  a)  zeigt  Fig.  111.  Ermittelt  man  nach 
(879)  die  zweite  Ordinate  von  bj  so  kann  man  den  Ort  von  b 
in  der  durch  />.^  zur  Bildebene  senkrecht  gezogenen  Geraden  auf- 
finden, woraus  man  sieht,  dass  die  beiden  in  einer  schiefen  Or- 
dinale liegenden  Projectionen  b^b,  und  der  Modulus  (i  die  Lage 
von  b  genau  auffinden  lassen.  Also  ist  in  Fig.  111  das  Dreieck 
abc  vollständig  bestimmt. 

893.  Aufgabe.  Es  sei  in  Fig.  114  der  Augpunkt  0.^, 
der  Nebenpunkt  Og,  der  Distanzkreis  und  eine  Flucht- 
spur  u^  gegeben;  man  construiere: 

a)  das  NeigungsmasB  der  Ebene  ü  zur  Bildebene  II; 
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6)  die  schiefe  Projection  einer  Zweier-Spursenkrechten  (721), 
und  ihren  Itfodulus; 

c)  die  schiefe  Projection  einer  Normalen  zur  Ebene  u  und 
den  Modulus  der  Normalen. 

ad  a)  Man  lege  durch  den  Augpunkt  0^  eine  Bildebene  III 
senkrecht  auf  §2  und  suche  0, ,  so  ist  Q^  ^3  ^^^  Nullseite  der 
Ebene  m,  folglich  ist  der  von  Sj  mit  ^^^  gebildete  Winkel 
das  Mass  der  zweiten  Neigung  der  Ebene  S. 

ad  b)  OQ2  im  Räume  ist  der  Fluchtstral  für  alle  Zweier- 
Spursenkrechten  der  Ebene  u,  also  ist  das  schiefe  Bild  einer  jeden 
solchen  Senkrechten  parallel  zu  0«(22  (886).  Die  wahre  Läu^e  der 

J'luchtstrecke  OQ2  ist  =  Oj  Qcj,  daher  ist  -^~i  der  Modulus  aller 

Zweier-Spursenkrechten  (890). 

ad  c)  Zieht  man  durch  das  Hilfsauge  0  in  der  Bildebene  III 
eine  Senkrechte  O^B^eAitusf  so  ist  diese  der  Fluchtstral  für  alle 
Normalen   der  Ebene  u,  mithin  müssen  deren  schiefe  Bilder  zu 
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OgB.^  parallel  sein.     Der  Modulus  aller  Normalen   ist  =  ^  J. 

894.  Den  Fluchtpunkt  Q^  aller  Spursenkrechten  einer  Ebene 
u  bezeichnet  man  als  Nebenaugpunkt  der  Ebene  u.  Die 
Verbindung  des  Nebenpunktes  0,  mit  dem  Nebenaugpunkt  Q^ 
gibt  sonach  die  Richtung  der  schiefen  Projection  der  Spursenk- 
rechten an. 

895.  Aufgabe.  Man  projiciere  eine  Flucbtebene  u 
congruent  auf  die  Bildebene  U,  und  bestimme  die  Co n- 
gr  uenz-Projection  oder  Umlegung  des  Hilfsauges. 

Trägt  man  in  Fig.  114  den  Spurabstand  Q^  O3  nach  Q,  &' 
auf,  so  ist  0"  die  Umlegung  des  Hilfsauges  0.  Ist  0,C2  die 
schiefe  Projection  eines  in  der  Ebene  u  liegenden  Fluchtstrales, 
so  ist  0*'C2  seine  Umlegung;  also  ist  ^.O'^C^Q^  die  wahre 
Grösse  des  Winkels ,  welchen  der  Fluchtstral  OC^  mit  u,  ein- 
schliesst.    Ferner  ist  O^'C^  die  wahre  Grösse  der  Fluchtstrecke 

OC2  mithin  ist  ^  J  der  Modulus  aller  zu  0  C3  parallelen  Ge- 
raden. Man  kann  demnach  mittels  der  Umlegung  0" 
des  Hilfsauges  in  der  Ebene  u  oder  in  jeder  zu  ihr 
parallelen  Ebene  u  gerade  Linien  von  bestimmter 
Richtung  ziehen  und  ihre  schiefen  Projectionon  er- 
mitteln. 
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896.  Gibt  es  bei  einer  schiefen  Projection  aach 
Ebenen  von  einer  solchen  Stellang,  auf  dass  dieschie- 
fen  Projectionen  der  in  ihnen  liegenden  Gebilde  den 
Gebilden  congruent  sind? 

Es  gibt  zwei  Stellungen  von  dieser  Art: 

a)  Die  eine  Stellung  ist  parallel  zu  der  Bildebene 
der  schiefen  Projection;  denn  wenn  man  ein  beliebiges 
zur  Bildebene  paralleles  Gebilde  durch  parallele  Stralen  auf  die 
Bildebene   projiciert ,    so   ist  die  Projection  zum  Originalgebilde 

congruent 

b)  Die  nicht  parallele  oder  schiefe  Congruenz- 
Stellung  findet  man  nach  Fig.  116  auf  folgende  Art: 

Fig.  115.  F"lf«  *^^- 


Man  lege  durch  Aug-  und  Nebenpunkt  eine  Bildebene  III 
und  suche  0,  ,  (welcher  Punkt  im  Distanzkreise  liegen  muss); 
verbindet  man  0^  mit  0»,  so  ist  V  O2  0$  0,  der  Neigungswinkel  der 
schief  projicierenden  Richtung  gegen  die  Bildebene  IL  Errichtet 
man  in  der  Mitte  von  0«  0»  eine  Senkrechte  auf  0«  0,  bis  ^X, 
in  Q2  getroffen  wird  und  legt  durch  Q,  eine  Fluchtoben  e^  senk- 
recht zur  Bildebene  III ,  so  ist  y  die  gesuchte  nicht  parallele 
Congruenz  -  Stellung ,  weil  die  congruent -projicicrende 
Richtung  mit  der  Richtung  der  schiefen  Projection 
identisch  ist.  Also  ist  beispielsweise  Oj  Cj  =  OC2  im  Räume. 
897.  Wenn  man  demnach  eine  beliebige  Ebene  y  parallel 
zur  Fluchtebene  f  legt,  so  ist  die  schiefe  Projection  einer  jeden 
in  der  Ebene  y  liegenden  Figur  mit  dieser  Figur  congruent,  folg- 
lich können  alle  Dimensionen  derselben  unmittelbar  aus  dem 
schiefen  Bilde  abgenommen  werden. 


896.  Wie  viele  Congruenz-Richtungen  gibt  es  in 
einer  jeden  Ebene  u? 

Im  Allgemeinen  zwei.  Es  muss  nämlich  das  schiefe  Bild 
einer  jeden  in  einer  Ebene  u  liegenden  Strecke,  welche  entweder 
zur  zweiten  Spur  von  u  oder  zu  der  schiefen  Congruenz-Stellung 
y  parallel  ist,  dieser  Strecke  aa  Länge  gleich  sein.  Nur  wenn 
ü^  mit  y2  parallel  läuft,  werden  beide  lOongruenzrichtungen  der 
Ebene  u  zur  ü,  parallel. 

899.  Wie  construiert  man  die  schiefe  Congruenz- 
richtung  einer  Ebene  u  ? 

Man  sucht  das  schiefe  Bild  des  Schnittes  der  Fluchtebene 
tt  mit  der  Congruenz-Steliung  y ,  indem  man  0,  mit  dem  Schnitte 
von  y  mit  u,  verbindet.  Einfacher  erreicht  man  das  Ziel,  wenn 
man  wie  in  Fig.  114  auf  die  Mitte  von  0«  und  der  Umlegung 
0^'  eine  Senkrechte  errichtet  Der  Schnittpunkt  D,  mit  O«  ver- 
banden, gibt  die  schiefe  Congruenzrichtung  der  Ebene  ti,  also 
auch  einer  jeden  zu  u  parallelen  Ebene  u.  Die  Richtigkeit  ergibt 
sich  daraus,  weil  O^D^^  die  wahre  Länge  der  Fluchtstrecke  OD^^ 
und  der  Construction  zufolge  OtD^  ==  O" P^  ***• 

900.  Wozu  kann  man  die  beiden  Congruenzrich- 
tungen  einer  Ebene  u  benutzen? 

Zur  Darstellung  der  wahren  Gestalt  einer  in  schiefer  Pro- 
jection  gegebenen  ebenen  Figur.  Man  wird  sich  im  schiefen  Bilde 
zwei  gerade  Linien  als  Coordinatonaxen  für  das  schiefe  Bild  der 
Figur  wählen ;  die  eine  Gerade  ist  parallel  zu  ü^y  die  andere  Ge- 
rade zur  schiefen  Congruenzrichtang  OjZ),,  Fig.  114.  Seitwärts 
zieht  man  zwei  neue  Coordinatenaxen ;  eine  ist  ebenfalls  parallel 
zu  02,  die  andere  aber  parallel  zur  Umlegung  O" D^.  Gibt  man 
nun  im  schiefen  Bilde  von  irgend  einem  Punkte  die  mit  den  Axen 
parallelen  Coordinaten  an,  so  darf  man  ihre  Längen  auf  die  neuen 
Axen  nur  unverändert  übertragen;  durch  das  Ziehen  der  neuen 
Coordinaten  findet  man  den  übertragenen  Punkt  u.  s.  w. 

901.  In  welchem  Zusammenhange  muss  die  schiefe 
Projection  einer  ebenen  Figur  u  zu  ihrer  Congruenz- 
Projection  u*'  stehen? 

Beide  Gebilde  liegen  perspectivisch  affin.  Nehmen  wir  an, 
in  Fig.  116  sei  aghsCtdg  das  schiefe  Bild  irgend  eines  ebenen  Ge- 
bildes ti,  dessen  Spur  in  ü^  gegeben  ist  Vom  Punkte  a  sei  a^ 
und  seine  zweite  Ordinate  (a,),  mit  weicher  der  Distanzkreis  be- 
schrieben wurde,  gegeben.    Betrachten  wir  a  als  Hilfsauge,    so 
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können  wir  sein  drittes  Bild  a,  und  seine  Umlegang  a"  nach 
(895)  construieren.  Nun  versinnlichen  wir  uns  den  congruent 
prqjicierenden  Sti-al  aa''  im  Räume ,  so  sehen  wir  ein,  dass  <7,a" 
seine  schiefe  Projection  ist;  also  müssen  wir  schliessen:  je  zwei 
verwandte  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Bilder  lie- 
gen in  einem  zu  a,a^'  parallelen  Strale. 

Denken  wir  uns  in  "der  Ebene  u  eine  beliebige  Gerade  cd, 
welche  öj  schneidet;  versinnlichen  wir  uns  diese  Gerade  und  pro- 
jicicren  sie  sowol  congruent,   als  auch  schief  auf  die    Bildebene, 

Fig.  117. 


so  müssen  sich  beide  Projectionen  in  ü,  schneiden;  also  ist  «a 
die  Begegnungsgerade  für  die  perspectivisch  affine 
Lage  der  congruenten  und  der  schiefen  Projection. 
Man  kann  also  nach  den  Gesetzen  der  perspectivischen  Affinität 
die  congruente  Projection  aus  dem  schiefen  Bilde  ableiten,  *und 
umgekehrt  das  schiefe  Bild  einer  ebenen  Figur  construieren,  wenn 
diese  in  einer  Ebene  u  eine  bestimmte  Lage  einnehmen  soll. 

Das  Beispiel  in  Fig.  116  zeigt  zugleich,  dass  man  jeden  be- 
liebigen geeigneten  Punkt  a  zum  Hilfsauge  wählen  kann. 

902.  Soll  ein  Kreis  in  schiefer  Projection  dargestellt   werden, 
so  wird  man  (399)  zur  Anwendung  bringen. 

903.  Um  wenigstens  an  einem  Beispiele   die  Constructionen 
in  schiefer  Projection  zu  zeigen,  nehmen  wir  an,  es  seien  (a|)=  37, 
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(a,)  =  35,  (a,)  =  48;  (6,)  =  19,  (6a)  =  10,  (63)  ==  5«"»  die  Or. 
dinaten  bezüglich  dreier  auf  einander  senkrechter  Bildebenen  I, 
II,  III,  von  welchen,  wie  immer  vorausgesetzt  sein  soll,  die  Bild- 
ebene II  für  die  schiefe  Projection  bestimmt  wird.  In  der  Ent- 
fernung ac  =^  18"»",  liegt  auf  der  Geraden  ab  der  Mittelpunkt 
c  eines  Kreises  vom  Radius  r  =  15  "*  *" »  dessen  Ebene  u  auf  a  b 
senkrecht  steht.  Es  ist  0^  0*  und  der  Distanzkreis  gegeben,  man 
soll  die  Gerade  ab  sammt  dem  Kreise  in  schiefer  Projection 
darstellen. 

Auflösung.  Man  setze  in  Fig.  117  Pa'  =  («3),  Pb'  =  (6,) 
und  ziehe  durch  a'  und  V  sowol  senkrechte  als  schiefe  Ordinalen. 
In  der  senkrechten  Ordinale  wird  a'a^  =  (a^),  b'b^  =  (^t)  ^^^ 
in  der  schiefen  Ordinale  o'ai,,  =  fi  .  (a^),  6'6,„  =  fi .  (62),  (869), 
aufgetragen,  so  ergeben  sich  die  zweiten  Bilder  a2&.j,  sowie  die 
schiefen  Bilder  a|,«&|,«  der  orthogonalen  ersten  Projectionen  a,  &|. 
Durch  Ergänzung  zu  Parallelogrammen  findet  man  agba  als  das 
nach  schiefer  Projection  erzeugte  Bild  der  Raumgeraden  ab. 
Durch  den  Nebenpunkt  Og  zieht  man  zum  ersten  Bild  a,,«&|,  und 
durch  den  Augpunkt  0^  zum  orthogonalen  zweiten  Bilde  03^2 
eine  Parallele ,  so  ergibt  sich,  in  A2  der  Fluchtpunkt  der  Gera- 
den ab,  und  0,A2  muss  zu  a<&«  parallel  sein.  Ist  O2  0^  senk- 
recht zu  O2  A^,  so  wird  0^  A^  die  wahre  Länge  der  Fluchtstrecke 
OA2  angeben  (889),  und  Og^lj :  Oj  ^l^  denModulus  derselben  bestim- 
men (868).  Verändert  man  die  gegebene  Länge  ac  im  Verhältnisse 
von  Oa  A2  zu  O^A^  und  trägt  die  verminderte  Länge  von  a«  nach 
Os  Cg  auf,  so  ist  das  schiefe  Bild  des  Kreismittelpunktes  gefunden. 
Die  Kreisebene  u  soll  senkrecht  auf  ab  stehen,  also  muss 
02  senkrecht  auf  a^  &2  ^^^^  (705).  Man  kann  desshalb  durch  c« 
eine  Senkrechte  zu  a^  &2  ziehen,  den  gegebenen  Radius  r  beider* 
seits  auftragen;  dg€t  ist  dann  das  schiefe  Bild  des  zur  Bildebene  II 
parallelen  Kreisdurchmessers  de  (898).  Um  den  conjugierten 
Durchmesser  fg  zu  finden,  legt  man  durch  das  Hilfsauge  zu  u 
eine  Fluchtebene  u;   ihre  erste   Spur  %    ist  senkrecht  zu  0^  A^ 

orthogonales  erstes  Bild  der  Fluchtstrecke  OA)  und  U2  geht  durch 
B2  senkrecht  auf  O2A2  (705),  also  ist  C2  (Schnitt  von   tf^   mit 

O2  A2)  der  Fluchtpunkt  aller  zweiten  Spursenkrechten  der  Ebene 
tt,  und  0,  C2  '  OjCa  deren  Modulus.  Da  der  zu  de  conjugierte 
Kreisdurchmesser /^  auf  de  senkrecht  steht,  so  wird  man  durch 

c,  zu  Ot  C2  eine  Parallele  ziehen  (886),  den  Radius  im  Verhält- 
nis von  O3  Cjj  :  Ot  C2  verändern  und  die  veränderte  Länge  beider- 


SS« 


seits  von  e»  auftragen,  wodurch  man  /«^«  ab  don  zn  d^e,  cooja- 
gierten  DurchmeBser  der  Ellipse  findet. 

Beschreibt  man  über  d^e^  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so 
kann  man  diesen  als  eine  Congruenz-Projection  des  in  der  Ebene 
u  liegenden  Kreises  auf  die  durch  e  zur  Bildebene  II  parallel 
gelegte  Ebene  ansehen.  Errichtet  mBxi  e^f*  senkrecht  auf  c/j^i,  so 
ist  f  der  mit  /«  verwandte  Punkt,  und  nun  kann  nach  den  Ge- 

Fig.  118. 


setzen  der  perspectivischcn  Affinität  zu  jedem  Punkte  der  Kreis- 
umlegung  das  schiefe  Bild  construiert  werden,  wodurch  man  die 
Ellipse  erhält. 

Die  Anwendung  des  Hilfsauges  halt  möglichst  viele  Hilfs- 
linien von  der  eigentlichen  Zeichnung  fern  und  gestattet  eine 
schnelle  Ausmittelung  von  Fluchtstrecken  und  deren  Moduli. 

Bei  der  Ausführung  von  Studien-Zeichnungen  über  schiefe 
Projectionen  wolle  man  ebenfalls  an  dem  Gh-undsatze  festhalten' 
Jede  Zeichnung,  welche  aus  einem  anderen  Projectionscentrum 
abgeleitet  wurde,  ist  mit  einer  anderen  Farbe  auszuziehen,  ^s 
müssen  daher  die  Congruenz-Projectionen  ebenfalls  ihre  eigenen 
Farben  erhalten. 
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D,  Die  oentralen  Projeoüonen. 

Di«  DurchschBlttsinethode.    Beztohangeo  der  Lage  des  Aages 
oBd  ClegeD8taDd«8  gegen  die  Bildebene. 

§.45. 

904.  Die  nächstliegetide  Methode,  die  centrale  Projection 
eines  Objectes  zu  bestimmen ,  besteht  darin,  zwei  zugeordnete 
(also  orthogonale)  Projectionen  desselben  anzugeben,  eine  Ebene 
C  senkrecht  zur  Bildebene  I  aufzustellen,  ein  Projections-Centrum 
0  im  Endlichen  anzunehmen  ,  alle  Punkte  des  Objectes  aus  0 
auf  die  Ebene  C  zu  projicieren  und  die  wahre  Qestalt  dieser 
Projection  zu  ermitteln. 

905.  Die  Buchstaben,  welche  centrale  Projectionen  bezeich- 
nen, sollen  rechts  unten  einen  Punkt  als  Zeiger  erhalten. 

906.  In  Fig.  118  wurde  eine  Bildebene  C  so  gestellt,  dass 
sie  den  in  zwei  zugeordneten  Projectionen  gezeichneten  Würfel 
schneidet.  Denkt  man  sich  durch*  das  Centrum  0  zur  Bildebene  I 
senkrechte  Ebenen  gelegt,  welche  durch  einzelne  Punkte  ded  Ob- 
jectes gehen,  so  müssen  in  den  verticalen  Schnitten  mit  der  Bild- 
ebene C  die  centralen  Projectionen  der  Punkte  liegen.  So  ist 
beispielsweise  cu^  (lese  a  Punkt  Eins)  das  erste  Bild  des  Schnittes 
vom  Strale  Oa  mit  der  Bildebene  (7,  während  in  der  durch  a.| 
senkrecht  zur  Bildebene  I  gezogenen  Geraden  das  Centralbild  von 
a,  nämlich  a.  liegt,  dessen  Abstand  von  der  Bildebene  I  durch 
das  zugeordnete  Bild  a  ^   nach  den  Ordinatengesetzen   bestimmt 

wird.  Qenau  so  wie  a.,   findet  man  auch  i.^,  Ca,  c2.a,  A,^^ 

Das  Bild,  welches  sich  aus  der  Verbindung  der  letztgenannten 
Punkte  ergibt,  ist  die  orthogonale  Projection  des  centralen  Würfel- 
bildes auf  der  Bildebene  II. 

907.  Um  die  wahre  Gestalt  der  Central  Projection  zu  er- 
halten,  trägt  man  die  Abstände  a.^^.,,  a.|&.|,  a.|d.|  nach  a*c'y 
ofh'y  a* i*  auf,  zieht  Ordinalen  zu  ^X^  und  projiciert  durch  einen 
zu  1^2  pa^lelen  Stralenbüschel  die  Punkte  a.,,  i.Q,  ^r.,  •  .  . . 
nach  a.,  &.,  c,  •  . .,  wodurch  sich  die  wahre  Gestalt  der  auf  der 
Ebene  C  entstandenen  Central-Projection  ergibt. 

908.  Der  Punkt  a*  wird  beliebig  in  ^X^  gewählt.  Die  Lage 
▼on  a.29  6.2>  c-s)  •  •  «gegen  a., 6., c, ...  ist  eine  perspectivisch 
affine. 
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909.  Die  eben  angewendete  sogenannte  D urcli sehn! t ta- 
rn ethode  setzt  zwei  zugeordnete  Abbildungen  des  central  zu 
projicierenden  Objectes  voraus,  und  ist  desshalb  in  ihrer  Anwen- 
dung beschrankt.  Die  Methode  der  freien  Perspective  bedarf 
der  zugeordneten  orthogonalen  Abbildungen  nicht. 

910*  Was  ist  ein  perspectivisches  Bild  und  welcher 
Unterschied  besteht  zwischen  einer  centralen  Projee- 
tion  und  einem  perspectivischen  Bilde? 

Wenn  eine  centrale  Abbildung  so  construiert  wurde ,  dass 
sie  aus  dem  Projections-Centrum  auch  durch  ein  Auge  projiciert 
werden  kann,  dessen  optischen  Mittelpunkt  man  (wenigstens  an- 
näherungsweise) an  die  Stelle  des  Projections-Centrums  versetzt, 
dann  bezeichnet  man  die  centrale  Projection  als  ein  perspecti- 
visches Bild.  Um  den  Unterschied  zwischen  einem  centralen 
und  einem  perspectivischen  Bilde  einzusehen ,  darf  man  nur  be- 
denken,  dass  ein  Auge  nur  solche  Punkte  auf  die  Bildebene  pro- 
jicieren  kann ,  die  entweder  hinter  der  durchsichtig  gedachten 
Bildebene  liegen,  oder  welche  sich  zwischen  der  Bildebene  und 
der  zur  Bildebene  parallelen  durch  das  Auge  (darunter  wird  stets 
dessen  opitischer  Mittelpunkt  verstanden)  gelegten  Ebene  befinden ; 
hingegen  können  alle  Raumpunkte  central  auf  die  Bildebene  pro- 
jiciert werden.     ,  • 

Ausserdem  muss  ein  perspectivisches  Bild  noch  Bedingun- 
gen erfällen,   die  aus  den  folgenden  Betrachtungen  sich  ergeben. 

911.  Was  versteht  man   unter  der  Augdistanz  d? 
Die  Entfernung  des  Projections-Centrums  0  von  seiner  or- 
thogonalen Projection  auf  der  Bildebene. 

912.  Wie  gross  ist  die  Augdistanz  zu  wählen? 
Bei  einer  Central-Projection  überhaupt,  ist  d  beliebig. 

913.  Bei  der  Construction  einer  Perspective  wählt  man  d 
gleich  jener  Entfernung,  welche  der  Besichtiger  des  fertigen  per- 
spectivischen  Bildes  vor  der  Bildebene  mit  einem  Auge  ein- 
halten wird,  um,  ohne  den  Kopf  zu  wenden,  durch  dieses  Auge 
ohne  Anstrengung  im  Sehen,  einen  Gesammteindruck  des  Bildes 
empfangen  zu  können. 

914.  Man  muss  also  den  Zweck  kennen,  für  welchen  eine 
Perspective  anzufertigen  ist,  um  die  Augdistanz  bemessen  zu 
können.  Soll  z.  B.  das  fertige  perspectivische  Bild  eines  Gegen- 
standes in  das  Bilderwerk  eines  Buches  aufgenommen  werden, 
00  wird  man  d  unge&hr  8  bis  12  Zoll  annehmen.  Soll  das  fertige 


perdpectivisclie  Bild  eine  grössere  Ausdehnung  als  eine  gewöhn- 
liche Quartseite  eines  Buches  erhalten  und  auf  einer  Tafel  dem- 
selben beigegeben  werden,  so  wird  man  das  Bild  wegen  seiner 
Grösse  entfernter  vom  Auge  halten ,  um  einen  übersichtlichen 
Blick  auf  dasselbe  werfen  zu  können;  d  kann  daher  von  12  bis 
auf  20  und  24  Zolle  steigen. 

Soll  ein  fertiges  perspectivisches  Bild  in  der  Längenaus- 
dehnung etwa  lO  Fuss  erhalten  und  an  einer  verticalen  Wand 
seinen  Aufstellungsort  erhalten  und  man  will  d  wissen ,  dann 
wird  man  sich  ungefähr  die  Grösse  des  Bildes  auf  einer  Wand 
in  der  entsprechenden  Stellung  markiren  oder  markirt  vorstellen, 
und  durch  eine  Aufstellung  des  Auges  vor  dem  angedeuteten 
Bilde  die  Entfernung  ermitteln,  aus  welcher  man  wol  mit  einem 
Blicke  das  ganze  Bild  wird  übersehen  können.  Diese  Entfernung 
wählt  man  als  Distanz  d. 

Selbstverständlich  ist  d  keine  Grösse,  welche  sich  aus  dem 
perspectivisch  abzubildenden  Objecto  berechnen  lässt,  sondern  nur 
dem  Zwecke  des  Bildes  entsprechend  innerhalb  gewisser  Grenzen 
angenommen  werden  kann.  Im  letzteren  Beispiele  wird  die  Di- 
stanz mindestens  bei  neun  Fuss  betragen.  Denn  stellt  man  sich, 
wie  es  gewöhnlich  geschieht,  der  Mitte  der  Breite  des  Bildes  dem 
letzteren  gegenüber  auf  und  sieht  auf  den  Raum,  den  das  Bild 
einnehmen  soll,  so  bemerkt  man,  dass  eine  Entfernung  von  sieben 
Fuss  nicht  bequem  einen  Uebersicht  des  Bildes  auf  einen  Blick 
zulässt,  wesshalb  man  d  grösser  annehmen  wird. 

915.  Von  wo  aus  soll  ein  fertiges  perspectirisched 
Bild,  sobald  es  an  seinen  Ort  gebracht  ist,  den  es  bei 
der  Besichtigung  einnehmen  soll;  betrachtet  werden? 

Aus  jenem  Punkte  0,  welchen  der  Zeichner  bei  der  Con- 
struction  des  perapectivischen  Bildes  voraussetzte.  Sieht  man  von 
diesem  Punkte  das  Bild  mit  einem  Auge  an,  während  man  das 
andere  schliesst,  und  beseitigt  etwa  durch  die  vor  das  Auge  hohl 
gehaltene  Hand  andere  das  Sehen  störende  Lichteindrücke,  so 
scheint  es  dem  Auge,  als  ob  es  den  abgebildeten  Gegenstand  pro* 
jicierte,  d.  h.  als  ob  es  diesen  Gegenstand  selbst  vor  sich  sähe* 
Die  Täuschung  wird  um  so  vollkommener  werden  ,  je  richtiger 
die  Perspective  construiert  wurde  und  je  besser  es  gelungen  ist, 
mit  Farben  die  Beleuchtung  und  Farbe  des  abgebildeten  Objectes 
nachzuahmen. 
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916.  Die  Wissenschaft,  welche  richtige  perspectivische  Bilder 
ohne  Rücksicht  auf  Farbe  und  Beleuchtung  der  Objccte,  also  nur 
in  Punkten  und  Linien  darstellen  lehrt^  wird  Line ar-Perspe c- 
tive  —  die  Kunst,  in  Linien  dargestellte  Perspectiven  mit  Farben 
richtig  zu  behandeln,  malerische  Perspective  genannt. 

917.  Aber  auch  schon  die  Ausführung  einer  reinen,  d.  i. 
einer  nicht  zu  colorierenden  Linear-Perspective  ,  bedarf  einigen 
Geschickes  und  der  Erfahrungen  über  deutliches  Sehen  bei  grösse- 
ren Distanzen.  Im  Allgemeinen  werden  die  Linien  eines  perspec- 

tivischen  Bildes  um  so 
stärker  gezogen ,  je 
grösser  die  Augdistanz ; 
und  an  demselben 
Bilde  werden  die  Li- 
nien des  Hintergrundes 
etwas  schwächer  als 
die  des  Vordergrundes. 

918.  Bei  fertigen 
perspectivischen  Bil- 
dern findet  man  nur 
selten  den  Augpnnkt 
und  noch  seltener  die 
'  Augdistanz  angegeben. 

Der  Augpunkt  liegt  in  den  meisten  Fällen  nahe  oder  ganz  in  der 
halben  Breite  des  Bildes,  in  einer  Höhe,  die  eben  nur  jener  be- 
urteilen kann,  der  etwas  von  der  Perspective  versteht.  Die  Di- 
stanz ergibt  sich  beiläufig  nach  dem  oben  über  die  Wahl  der 
Augdistanz  Gesagten  (914). 

Der  Lernende  wolle  es  nicht  unterlassen  bei  ihm  vorkom- 
menden perspectivischen  Bildern  den  Augpunkt  und  den  Ort  des 
Auges  beiläufig  aufzusuchen  und  das  Bild  durch  die  hohle  Hand 
mit  einem  Auge  anzusehen. 

919.  Was  die  Stellung  des  zu  piojicierenden  Objectes  gegen 
die  Bildebene  bei  Anfertigung  perspectivischer  Bilder  anbelangt, 
so  pflegt  man  sie  so  zu  wählen,  auf  dass  vom  Centrum  0  aus 
mit  einem  Auge,  ohne  den  Kopf  zu  wenden,  alle  jene  Teile  des 
Gebildes  gesehen  werden  können,  welche  zur  centralen  oder  per- 
spectivischen Abbildung  gelangen  sollen.  Der  Zweck  der  Abbil- 
dung wird  daher  auch  wie  für  die  Distanz,  so  für  die  Stellung 
des  Gebildes  gegen  die  Bildebene  massgebend  sein. 
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920.  Den  Gegenstand  stellt  man  gewöhnlich  auch  noch  bo, 
dass  von  ihm  ein  Teil  hinter ,  ein  Teil  vor  die  Bildebene  zu 
liegen  kommt;  dabei  ist  es  rathsam,  keinen  Punkt  des  Gegen- 
standes mehr  als  um  ein  Vierteil  der  Augdistanz  vor  die  Bild- 
ebene treten  zu  lassen. 

Bcstimniaiig  centraler  Bilder  von  Ponktcn  aas  senkrechten 

Ordinalen. 

§.  46. 

921.  In  den  gewöhnlich  vorkommenden  Fällen  der  Con- 
struction  perspectivischer  Bilder  setzt  man  die  Bildebene  C  ver- 
tical  voraus.  Diese  Voraussetzung  soll  hier  eben&lls  vorhanden 
sein  und  soll  die  Bildebene  für  die  centrale  Projection  ausser 
mit  C  auch  noch  mit  11  bezeichnet  werden«  Die  orthogonalen 
Projectionen  auf  derselben  werden  demnach  den  Zeiger  2  wie 
bisher  erhalten. 

922.  Die  Lage  des  Auges  zur  Bildebene  C  bestimmt  man 
in  derselben  Weise  wie  das  Hilfsauge  der  schiefen  Projection 
(881);  auch  gelten  die  Begriffe,  Augpunkt,  Distanzkreis, 
Fluchtpunibt,  Fluchtstrecke,  Fluchtebene  und  Flucht- 
spur far  das  Auge  der  centralen  Projection  ganz  in  gleicher 
Weise  wie  für  das  Hilfsauge  der  schiefen  Projection« 

923.  Ausserdem  nennt  man  noch  bei  der  Perspective ,  die 
durch  das  Auge  0  gelegte  horizontale  Ebene  Horizontsebene 
und  deren  Schnitt  mit  der  Bildebene  C  Horizont« 

Selbstverständlich  liegt  der  Augpunkt  0,  jederzeit  im  Ho- 
rizonte. 

924«  Wie  construiert  man  das  centrale  Bild  o. 
eines  Punktes  a,  wenn  sein  zweites  Bild  a,  und  die 
Ordinate  (a^)  gegeben  ist? 

Man  legt  durch  die  Ordinate  (a,)  und  das  Auge  0  eine 
Bildebene  Hl,  Fig.  119,  sucht  die  dritten  Bilder  0,  und  Oa,  so 
gibt  der  Schnitt  von  O^a^  mit  0^(1%  das  centrale  Bild  a.. 

In  derselben  Bildebene  HI  wurde  noch  ein  Punkt  b  durch 
&2  und  eine  negative  Ordinate  (b^  gegeben,  folglich  ist  im  dritten 
Bilde  (ij)  entgegengesetzt  dem  Sehpfeile  H  aufzutragen«  Im 
Schnitt  von  O^bz  mit  O^b^  liegt  die  centrale  Projection  6,  des 
Punktes  6  • 

ScUetiDgttr,  Geoin«trit.  ^^ 
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Die  Längen  a,  a.,  b^  h.  geben  die  Abstände  der  Raumpunkte 
ah  von  ihren  centralen  Bildern  a.b.y  nämlich  die  centralen  Or- 
dinaten  (a.),  (&)  an^  von  welchen  letztere  negativ  ist. 

925.  Projiciert  man  einen  Punkt  a  orthogonal  und  central 
auf  die  Bildebene  C^  so  entstehen  zwei  central  zugeordnete 
Ordinate n  (a,),  (a.)  und  zwei  central  zugeordnete  Projectionen 
a,  und  a..  Der  Schnitt  der  durch  zwei  central  zugeordnete  Or- 
dinaten  gehenden  Ebene  mit  der  Bildebene  C  gibt  eine  Central- 
Ordinale,  welche  offenbar  durch  den  Augpunkt  0,  gehen  muss. 
Also  kann  man  sagen: 

Je  zwei  central  zugeordnete  Projectionen  eines 
Punktes  liegen  in  einer  Central-Ordinale. 

926.  Sind  zwei  central  zugeordnete  Bilder  a^a^  eines  Punk- 
tes a  gegeben,  so  zeigt 
die  Construction  der 
Fig.  119  ebenfalls,  wie 
man  die  Ordinaten  (a.) 
und  (aj)  ermitteln 
kann. 

927.    Wo   musß 
ein     Punkt   a    lie- 
gen,   damit    seine 
Central  -    Projec- 
tion  a.  in's  Unend- 
liche kommt,  d.  h. 
aus  der  Reihe  der 
wirklichen  Punkte 
verschwindet? 
Fig.  119  lehrt:  Ist  die  senkrechte  Ordinate  (oj)  eines  Punk- 
tes a  positiv  und  gleich  der  Augdistanz  d,   so   fällt  das  cen- 
trale Bild  a.  ins  Unendliche.  Hieraus  schliesst  man  weiter; 

928.  Alle  Punkte  der  durch  das  Auge  0  zur  Bild- 
ebene C  parallel  gelegten  Ebene  V  haben  ihre  cen- 
tralen Bilder  im  Unendlichen.  Aus  dem  Grunde,  dass  die 
centralen  Bilder  aller  Punkte  der  Ebene  V  aus  der  Reihe  der 
wirklichen  Punkte  verschwinden,  dass  also  ein  jeder  Punkt  der 
Ebene  V  ein  Vorschwindungspunkt  ist  (327),  bezeichne 
man  die  Ebene  V  als  die  Verschwindungsebene  des  Raum- 
gebildes, 
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929.  Welche  Lage  haben  zw  ei  central  zugeordnete 
Projectionen  C2C.  eines  Punktes  c,  wenn  (C2)  grösser 
als  die  Augdistanz  d? 

Sie  liegen  in  einer  Central -Ordinale  (925)  auf  verschie- 
denen Seiten  des  Augpunktes  O^,  Fig.  119. 

930.  Wie  yiele  Räume  können  wir  bei  einer  Cen- 
tral-Projection  demnach  unterscheiden? 

Drei.  Der  erste  Raum  reicht  hinter  der  Bildebene  C  aus 
dem  Unendlichen  bis  an  die  Bildebene  C^  der  zweite  Raum 
liegt  zwischen  der  Bildebene  C  und  der  Verschwindungsebene  V 
und  der  dritte  Raum  reicht  von  der  Verschwindungsebene  V  ins 
Unendliche,  demzufolge  liegt  in  Fig.  119  Punkt  b  im  ersten,  a  im 
zweiten  und  c  im  dritten  Räume. 

931.  Wie  erkennt  man  aus  zwei  central  zugeord- 
neten Projectionen  eines  Punktes,  ob  derselbe  im 
ersten  oder  im  zweiten  Räume  liegt? 

In  beiden  Fällen  liegen  die  zugeordneten  Bilder  auf  einerlei 
Seite  vom  Augpunkt.  Liegt  das  centrale  Bild  näher  am  Aug- 
punkt, als  das  orthogonale  Bild,  so  liegt  der  Punkt  im  ersten 
Räume;  befindet  sich  aber  der  Punkt  im  zweiten  Räume,  so  ist 
das  Umgekehrte  der  Fall. 

Von  den  Punkten  des  dritten  Raumes  sagt  man,  sie  besitzen 
imaginäre  perspectivische  Bilder  (910). 

Ueber  centrale  Bilder  von  Geraden  und  Ebenen. 

§.47. 

932.  Wie  construiert  man  das  centrale  Bild  p. 
einer  Geraden  p,  wenn  man  zwei  zugeordnete  Projec- 
tionen von  p  kennt? 

Man  zieht  durch  das  Auge  einen  Fluchtstral  und  verbin- 
det den  Fluchtpunkt  P.  mit  der  zweiten  Spur  A  (575) 
der  Geraden  p  .  In  Fig.  120  wurde  die  erste  orthogonale  Pro- 
jection  p^  vonp  weggelassen,  dafür  aber  wurden  die  beiden  zuge- 
ordneten Projectionen  O^  P^  und  O2  P.  des  zu  p  parallelen  Flucht- 
strales dargestellt ;  da  P.  der  Schnitt  dieses  Strales  mit  der  Bild- 
ebene C  ist,  so  ist  P.  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  p  (922). 
Nun  denke  man  sich  durch  die  Gerade  OP.  des  Raumes  und  die 
zu  ihr  parallele  durch  A  gehende  Gerade  p  eine  Ebene  w  gelegt, 

80  muss  AP.  die  zweite  Spur  dieser  Ebene  sein  and  man  er- 

16* 
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kennt  ohne  Mühe,  dass  alle  Stralen,  welche  aus  0  die  Punkte  der 
Geraden  p  projicieren,  in  der  Ebene  io  liegen  und  desshalb  die 
Bildebene  C  in  w^  durchschneiden  müssen.  Nun  sind  aber  die 
Schnitte  der  aus  0  projicierenden  Stralen  mit  der  Bildebene  C 
die  centralen  Projectionen  der  projicierten  Punkte,  folglich  liegt 
in  der  Geraden ;  welche  die  zweite  Spur  A  der  Geraden  p  mit 
dem  Fluchtpunkte  P.  verbindet,  das  centrale  Bild  der  beliebigen 
Geraden  p  . 

933.  Von  welchem  Punkte  einer  Geraden  p  ist  der 
Fluchtpunkt  dieser  Geraden  ein  centrales  Bild? 

Von  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  der 
Geraden  p;  denn  der 
Fluchtstral,  weil  er  zu 
p  parallel  ist,  projiciert 
jenen  unendlich  fernen 
Punkt. 

934.  Parallele 
gerade  Linien  ha- 
ben einen  gemein- 
8  a  men  Flucht- 
punkt. 

935.  Was  folgt 
aus  dem  Umstände, 
dass  parallele  ge- 
rade Linien  einen 

gem  ein  sam  e  n 
Fluchtpunkt      be- 
sitzen ? 
Dass  sich  die  centralen  Bilder  von  parallelen  geraden  Linien 
in  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte  schneiden  (932).  In  Fig.  120 
ist  B  die  zweite  Spur  einer  zu  p  parallelen  Geraden  j,  also  ist 
BF.  ihr  centrales  Bild? 

936.  Wo  haben  %ur  Bildeben  e  Csenkrechte  gerade 
Linien  ihren  Fluchtpunkt? 

Im  Augpunkt  0^  . 

937.  Wo  haben   horizontale  parallele  gerade  Li- 
nien ihren  Fluchtpunkt? 

.   Im  Horizont  (923). 
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938.  Sind  parallele  gerade  Linien  zur  Bildebene  C  parallel, 
so  sind  sie  auch  zu  ihren  parallelen  centralen  Bildern 
parallel. 

939.  Wenn  sich  gerade  Linien  im  Räume  schneiden,  so  ist 
das  centrale  Bild  ihres  Schnittpunktes,  der  Schnittpunkt  ihrer 
centralen  Bilder  (628). 

940.  Kann  es  auch  sich  schneidende  gerade  Li- 
nien geben,  deren  centrale  Bilder  parallel  sind? 

Wenn  der  Schnittpunkt  mehrerer  Raumgeraden  in  der  Ver- 
schwihdungsebene  V  liegt  (928),  dann  werden  ihre  centralen  Bil- 
der parallel. 

941.  Wie  findet  man  die  zweiten  Projectionen  asi^a 
von  zwei  Punkten  der  Geraden  p,  wenn  die  centralen 
Projectionen  a.,&.  bekannt  sind? 

Durch  das  Ziehen  von  Central-Ordinalen  O^a.^  0^  h.  (Fig.  120). 
Es  ist  also  nach  (926)  die  Lage  der  Punkte  a  und  h  im  Räume 
vollständig  bestimmt. 

942.  Wie  pflegt  man  am  gewöhnlichsten  eine 
Ebene  durch  centrale  Projection  zu  bestimmen? 

Durch  ihre  Spur  in  der  Bildebene  C  und  durch  die  Spur 
der  zu  ihr  parallelen  Fluchtebene  (922).  In  Fig.  121  sei  S,  die  Spur 
der  Fluchtebene  zu  u  in  der  Bildebene  C  und  ü^  die  Spur  der 
Ebene  u  in  derselben  Bildebene;  also  geht  die  Ebene  u  durch  ü^ 
parallel  zur  Fluchtebene  u  . 

943.  Um  die  Neigung  beider  Ebenen  gegen  die  Bildebene  C  zu 
erkennen,  legt  man  durch  den  Augpunkt  O2  eine  Bildebene  III 
J_  ^2,  dann  ist  der  von  der  dritten  Spur  ¥3  der  Fluchtebene  u 
mit  2^3  gebildete  Winkel,  das  Mass  ihrer  zweiten  Neigung.  Die 
t/3  läuft  mit  der  Nullseite  u,  parallel. 

944.  Die  F  1  u  c  h  t  s  p  u  r  ^g  ist  zu  w^  selbstverständlich 
parallel: 

945.  Welche  Bedeutung  hat  der  zwischen  üj  und 
der  Fluchtspur  t/^  liegende  Teil  der  Bildebene  d 

Er  enthält  die  centralen  Bilder  aller  Punkte  der  Ebene  w, 
die  sich  im  ersten  Räume  (930)  befinden. 

946.  Die  Fluchtspur  U2  ist  das  centrale  Bild  der  in  der 
Ebene  u  liegenden  unendlich  fernen  Durchschnittsgeraden  der 
Ebene  u  mit  ihrer  Flucbtebene  u  * 
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Fi;.  122. 


Es  haben  daher  parallele  Ebenen  eine  gemein- 
same Fluchtspur. 

947.  Der  Horizont  ist  die  Fluchtspur  aller  hori- 
zontalen Ebenen. 

948.  Alle  Punkte  der  Ebene  u  die  im  zweiten  Räume 
liegen ,  haben  ihre  centralen  Projectionen  in  jenem  Teile  der 
Bildebene ,  welcher  tich  an  den  eben  erwähnten  Parallelstreifen 
(945)  in  Ü2  anschliesst. 

949.  Die  im  dritten  Räume  (930)  liegenden  Punkte  der 
Ebene  u  projicieren  sich  auf  jenen  Teil  der  Bildebene,  welcher  in  S, 
an  den  Parallelstreifen  t^j^s  grenzt   Die  Richtigkeit  der  letzten 

vier  Sätze  sieht  man 
augenblicklich  ein ,  so- 
bald man  sich  die  Lage 
der  Ebene  u  und  das 
Centrum  0  versinn- 
lich t  und  je  einen  Punkt 
der  Ebene  u  der  in  einem 
anderen  Räume  liegt, 
aus  0  auf  C  projiciort 
950,  Wenn  eine 
Gerade  p  in  einer 
Ebene  u  liegt,  oder 
zu  einer  Ebene  k  pa- 
rallel isty  wo  muss 
ihr  Fluchtpunkt 
liegen  ? 

In  der  Fluchtspur  der 
Ebenen.  In  Fig.  121  ist 
das  centrale  Bild  p.  einer  Geraden  p  der  Ebene  u  dargestellt 
Der  Schnitt  Ä  einer  Geraden  p  einer  Ebene  u  mit  der 
Central-Bildebene,  muss  stets  in  der  zweiten  Spur 
jener  Ebene  u  liegen  (921). 

951.  Wo  liegt  die  zweite  Projection  p^  ? 
Sie  geht  durch  A  zu  0,  P.  parallel  (888). 

952.  Wie  kann  man  die  orthogonale  Projection 
eines  Punktes  a  einer  Ebene  u  bestimmen,  wenn  man 
das  centrale  Bild  a.  kennt? 

Man  zieht  Fig.  121  durch  a.  das  centrale  Bildp.  irgend  einer  in 
der  Ebene  ti  liegenden  Geraden  p  (950),  sucht  ihr  zweites  Bildp^ 
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(950)  und  zieht  die  Central-Ordinale  durch  a,;  diese  schneidet  p^ 
in  CI3  .  Es  ist  also  die  Lage  des  Punktes  a  im  Räume  vollständig 
bestimmt. 

953.  Es  ist  das  zweite  Bilda,  eines  Punktes  a  der 
Ebene  u  gegeben,  wo  liegt  das  centrale  Bild  a.  ? 

Man  zieht  durch  a,,  Fig.  121,  eine  Gerade  p,  beliebig  als 
zweites  Bild  einer  in  u  liegenden  Geraden  p]  durch  0,  eine  Pa- 
rallele zu  P2  gezogen,  gibt  in  u^  den  Fluchtpunkt  P.  für  p.. 
Verbindet  man  jetzt  die  Spur  A  mit  dem  Fluchtpunkte  P«,  so  liegt 
in   ihr  und  in   der  Central  •  Ordinale  a,  0^  das  centrale  Bild  a. . 

954.  Wie  construiert  man  das  centrale  Bild  der 
Schnittgeraden  zweier  Ebenen  u  und  to? 

Man  yerbindet  den  Schnitt  Ä  yon  ü^  und  w^  mit  dem 
Schnitte  P.  von  «2  und  W2 ;  denn  der  Fluchtpunkt  der  Schnitt- 
geraden  beider  Ebenen  muss  in  der  Fluchtspur  jeder  der  beiden 
Ebenen  liegen. 

955.  Geht  eine  Fluchtspur  W2  durch  den  Augpunkt 
O2)  so  ist  die  Ebene  w  zur  Bildebene  C  senkrecht, 
also  muss  die  orthogonale  Projection  p,  der  Schnittgeraden  p  in 
der  zweiten  Spur  der  Ebene  to  liegen.  Man  vergleiche  hie* 
mit  die  Auflösung  in  (952). 

Die  Tellnugspuiikte. 

§.  48. 

956.  Wie  kann  man  eine  durch  ihren  Fluchtpunkt 
P.  und  ihre  Spur  A  bestimmte  Gerade  p  durch  paral- 
lele Stralen  auf  die  Bildebene  C  projicieren? 

Da  alle  parallel  projicierenden  Stralen  in  einer  Ebene  u 
liegen,  so  muss  die  Parallel- Projection  von  p  in  ü^  liegen.  Zieht 
man  desshalb  Fig.  122  durch  die  Spur  A  der  Geraden  p  eine  be- 
liebige Gerade  ü^,  so  kann  diese  als  die  zweite  Spur  der  pro- 
jicierenden Ebene  u  angesehen  werden.  Die  Fluchtspur  S2  geht 
durch  den  Fluchtpunkt  P.  parallel  zu  üj*  Die  parallel  projicie- 
renden Stralen  liegen  in  der  Ebene  Uj  also  muss  ihr  Fluchtpunkt 
B.  in  der  Fluchtspur  u^  liegen  (950).  Da  in  der  Ebene  u  die 
Sichtung  der  parallelen  Stralen  beliebig  angenommen  werden 
kann,  so  folgt,  dass  wir  ihren  Fluchtpunkt  B,  in  »3  beliebig  wählen 
können.  Ist  nun  B.  in  v^  angenommen ,  und  ist  a,  das  centrale 
Bild  irgend  eines  Punktes  a  der  Geraden  p ,   so   muss  a.  B.   das 


centrale  Bild  desjenigen  Strales  sein,  welcher  mit  der  angenom- 
meneu Biciitung  parallel,  den  Punkt  a  auf  die  Bildebene  C  pro- 
jiciert  und  der  Schnitt  a^  von  a.i2.  mit  ü^  ist  nun  die  Parallel- 
Projection  von  a,  folglich  ist  die  Strecke  von  der  Spur  A  bis  a* 
die  Parallel-Projection  der  Strecke  von  A  bis  zum  Punkte  a  im 
Baume.  In  ganz  gleicher  Weise  ist  auch  A  h*  die  Parallel-Projeo- 
tion  Yon  ^6  im  Räume,  also  ist  auch  a'b'  eine  solche  Projection 
von  ah,  ebenso  V&  von  &c  u.  s.  w. 

957.  Wie  kann  man  sich  die  Lage  der  Geraden  py 
Fig.  122,  und  die  Richtung  22  der  parallel  projicie- 
renden  Stralen  versinnlichen? 

Man  versinnliche  sich  das  Centrum  0  in  der  durch  0,  zur 
Bildebene  C  senkrechten  Geraden  0^0  ^=^d  und  ziehe  im  Räume 
die  Geraden  OP.  und  05.,  so  ist  OP.  zu  p  parallel  (922,  882) 
und  OR.  gibt  die  Richtuug  der  parallel  projicierenden  Stralen  an. 
Versinnlicht  man  sich  noch  die  durch  A  zm  OP.  parallele  Ge- 
rade p  und  projiciert  einige  ihrer  Punkte  parallel  mit  022.,  so 
sieht  man  ein,  dass  die  Projectionen  in  a'Vc*  entstehen  m&ssen. 
Versinnlicht  man  sich  noch  die  Entstehungsweise  des 
centralen  Bildes  von  einem  dieser  parallel  projicieren- 
denStralen,  so  gelangt  man  zum  vollständigen  Verständnis  der 
Fig.  122. 

958.  Wie  gross  ist  der  Modulus  der  Parallel-Pro- 
jection a*h*  &  .  . .  ? 

Der  Modulus  ist  das  Verhältnis,  in  welchem  die  Parallel-Pro- 
jection oüh*  irgend  einer  Strecke  ah  einer  Geraden  p  zur  Länge 
dieser  Strecke,  also  zm  ah  steht  (890).  Bei  Parallel -Projectionen 
ist  dieses  Verhältnis  für  alle  Strecken  dasselbe  und  desshalb  wird 
es  ein  Modulus  genannt.  Um  den  Modulus  zu  erforschen ,  muss 
man  entweder  ein  Dreieck  im  Räume  kennen,  wie  z.  B.  aAa\ 
oder  ein  Dreieck,  von  dem  man  weiss,  dass  es  diesem  Dreiecke 
aAa*  ähnlich  ist.  Nun  ist  OP.  im  Räume  zur  Seite  aA  pa- 
rallel; ebenso  ist  OP».  zu  aa*  (mau  versinnliche  sich  alles), 
und  Aa*  zu  P.22.  parallel;  also  ist  das  Dreieck  OP.B.  dem 
/\aAa*  ähnlich  und  demnach  verhält  sich  Aa^  zu  der  Raum- 
strecke A a  genau  so  wie  P. 22,  zu  P.O .  Da  aber  P.O=^P. 0, 
ist,  so  gibt  uns  P.22. :  P.  O3  den  Modulus  der  schiefen  Projection 
an,  welche  von  der  Geraden  p  auf  ö^  entsteht. 

959.  Wozu  kann  man  die  Parallel-Projection  einer 
0'eraden  Punktreihe  bei  den  Constructionen  centraler 

ijectionen  benützen? 
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Um  auf  die  LäDgenverhältnisse  von  Strecken  im  Räume 
schliessen  zu  können,  die  in  derselben  geraden  Linie  liegen  und 
deren  centrale  Bilder  man  kennt  Fände  sieb  z.  B.  6'c'  =  3  .  a'b^, 
80  kann  man  mit  Sicherbeit  schliessen,  dass  aucb  bo  im  Räume 
dreimal  so  gross  wie  ab  ist 

960.  Die  durcb  eine  Gerade  p,  Fig.  122 ,  beliebig  gelegte 
Ebene  u,  auf  deren  ü^  man  die  Gerade  p  durcb  parallele  Stralen 
projiciert,  nennt  man  eine  Teilungsebene  und  den  Fluchtpunkt 
R.  der  parallel  projicierenden  Stralen  einen  Teilungspunkt 

Der  Abstand  des  Teilungspunktes  12.  vom  Fluchtpunkte  P. 
der  Geraden  p  ist  die  Teilungsdistanz. 

961.  Wie  kann  man  mittels  der  Teilungsdistanz 
die  wahre  Länge  einer  central  abgebildeten  Strecke 
bestimmen  ? 

Ist  die  Teilungsdistanz  P.  12.  gleich  ^  der  Fluchtstrecke 
0R=  O^Ry  Fig.  122,  so  ist  auch  die  Projection  a'6'  oderc'd' 
auf  Ü2  irgend   einer  Strecke  a,b.   oder  cd.  aus  12.  gleich  -  der 

Raumstrecke  ab  oder  cd  (958),  also  l  der  wahren  Länge;  mit- 
hin ist  diese  Parallel  -  Projection  a'b'  oder  &d'  zu  ver-7t-fachen, 
um  die  wahre  Länge  der  Raumstrecke  zu  erhalten.  Man  sagt  in 
einem  solchen  Falle:  man  habe  mit  Ein  n^^  Fluchtstrecke 
oder  mit  dem  Teilungs  -Modulus  ^  projiciert 

962.  Ist  die  Teilungsdistanz  P.12.  =  der   ganzen 
Fluchtstrecke  O^R,  Fig.  122,  so  sind  die  Parallel-Pro- 
j  ectionen  a'i',  6'c',  &d' ...  den  Raumstrecken  a6,  bc,  ed., 
an  Länge  gleich. 

963.  Wieviele  Teilungspunkte  kann  man  zu  einer 
gegebenen  Geraden  j?  wählen? 

Unendlich  viele;  denn  die  zu  einander  parallelen  Ge- 
raden ü^u^  der  Teilungsebene  können  durch  P.  und  A  beliebig 
gezogen  werden ,    und   in    u^    kann  jeder  Punkt  zum  Teilungs- 

punkt    ernannt    werden.     Ist    12.    angenommen ,    dann    ist  ^  = 
P.R,  _  P.R. 
P.O   —  P.  O3* 

Also  kann  ein  jeder  Punkt  der  Bildebene  ein  Teilungs- 
punkt sein. 

964.  Alle  Teilongspunkte  für  denselben  Modulus  (961) 
liegen  in  einem  aus  dem  Fluchtpunkte  mit  der  Teilungsdistanz  be- 
schriebenen Kreise. 


Jener  aus  dem  Fluchtpunkte  einer  Geraden  p  beschriebene 
Kreis,  doesen  Radius  d  er  Flachtstrecke  OP.  gleich  ist 
(962),  wird  vorzugsweise  Teilungskreis  genannt. 

965.  Für  alle  zur  Bildebene  C  senkrechten  Geraden  ist 
der  Distanzkreis  zugleich  Teilungskreis,  weil  die 
Fluchtstrecke  der  zu  teilenden  Geraden  mit  der  Augdistanz  an 
Länge  gleich  ist. 

966.  Was  muss  man  also  thun,  um  aus  dem  cen- 
tralen Bilde  einer  begrenzten  Geraden  die  wahre 
Länge  derselben  aufzufinden? 

a)  Man  zieht  ü^  und  Fluchtspur  «,  einer  durch  p  gelegten 
Teilungsebene  (Fig.  122). 

b)  Man   sucht   die   wahre  Grösse   O3P.    der  Fluchtstrecke 


0  P.  der  Raumgeraden  p. 

Fig.  123. 


H_._Jy 


c. 


c)  Trägt  man  ^  der 
'  Fluchtstrecke  Qj  P.  vom 

Fluchtpunkt  der  Geraden 
auf  der  Fluchtspur  au^ 
so  ist  der  Teilungspunkt 
12.   gefunden. 

d)  Aus  B.  projiciert 
man  das  centrale  Bild 
a.b. cd.  ...  der  Geraden 
p  auf  ü,,  so  ist  die  Pro- 
jection  a' b'c'd' ...  gleich 
-  von  der  wahren  Länge 
ab  cd  .  . .  der  Geraden 
p  im  Räume. 

e)  Am  einfachsten  ist  es  n  ^^  1 ,  also  die  Teilungsdistanz  P.£. 
gleich  der  Fluchtstrecke  O3  P.  zu  wählen,  weil  dann  die  Projectionen 
auf  Ü2)  der  wahren  Länge  der  Strecken  auf  p  gleich  werden  (962). 
^  967.  Beispiel.  In  einer  horizontalen  Ebene  G  deren  Spur 
G2  in  Fig.  123  gegeben  ist,  liegen  zwei  zur  Bildebene  C  senk- 
rechte Gerade  p  und  q,  deren  centrale  Bilder  in  p.q.  dargestellt 
sind  (936).  Man  soll  die  wahren  Längen  der  Raumstrecken  ab  und 
cd  ermitteln. 

Bei   der  Geraden   p   wurde    die    horizontale   Ebene   G   als 
Teilungsebene,    und    R.    im  Distanzkreis    als  Teilungspunkt   an 
genommen.     Projiciert   man  a.b,  aus  R.  auf  Gj ,   so  ist  a^b'  die 
wahre  Länge  der  Raumstrecke  ab,  weil  die  Teilungsdistanz  02R^ 
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gleich  der  Flachtstrecke  OO2  =  d  ist.  Würde  man  cd.  aus  B. 
auf  6^2  projicieren,  so  fände  man  ebenfalls  als  Projection  die 
wahre  Länge  von  cd  »  Ebenso  wie  B.  lässt  sich  auch  B\  benützen. 

Man  kann  aber  auch  durch  q  eine  andere ,  z.  B.  yerticale 
Teilungsebene  w  legen,  dann  geht  die  Fluchtspur  ^2' durch  den 
Augpunkt  O2  senkrecht  zum  Horizont.  Wählt  man  B*\  oder 
R"\  im  Distanzkreis  als  Teilungspunkt,  und  projiciert  e>d.  auf 
w^,  so  ist  &d'  ebenfalls  gleich  der  wahren  Länge  der  Raum* 
strecke  cd, 

Ist  iß*,  (lese  B  vier  Strich  Punkt)  als  Teilungspunkt  far 
den  Modulus  ^  gewählt  worden,  so  muss  O^B^.  •=•  ^  der  Flucht- 
strecke  0  0^  sein;  mithin  wird  die  Projection  c"d"  die  halbe 
Länge  der  Raumstrecke  cd  angeben.  Mit  einem  Modulus  kleiner 
als  1  projiciert  man  gewöhnlich  dann,  wenn  mit  dem  Modu- 
lus =  1  mehrere  Parallel  -  Projectionen  an  unbenutzbar  liegende 
Orte  zu  liegen  kommen. 

Congruenz-Projectionen  ebener  Gebilde. 

§.  49. 

968.  In  einer  gegebenen  Ebene  ti  liegt  ein  Ge- 
bilde, dessen  centrales  Bild  a.h.c,  .  .  .  bekannt  ist;  wie 
wird  man  dieses  Gebilde  mit  parallelen  Stralen  auf 
die  Bildebene  C  projicieren  ? 

Denken  wir  uns  alle  Punkte  ahc  .  .  .  der  Ebene  u  mit  ihren 
Parallel-Projectionen  a*'h"c** .  .  .  (die  wir  erst  suchen)  verbunden, 
so  erhalten  wir  die  Strecken  aa*\  hh**^  cc'\  ...  die  wir  uns  ver- 
sinnlichen können.  Bestimmen  wir  von  allen  diesen  Strecken 
die  centralen  Projectionen,  so  werden  a  a'\  6.6",  c,c"  .  .  .  diese 
Projectionen  sein  müssen;  denn  weil  a'*V* c"  ...  in  der  Bildebene 
C  liegen,  so  sind  sie  ihre  eigenen  centralen  Bilder ,  und  liegen 
also  auch  in  den  centralen  Bildern  von  aa"^  hh"  u.  s.  w. 

Die  Geraden  aa**y  hb**  cc**  sind  nach  der  Voraussetzung  un- 
tereinander parallel,  also  haben  ihre  centralen  Bilder  einen  ge- 
meinsamen Fluchtpunkt  K.y  woraus  wir  schliessen:  die  centrale 
Projection  a. 6.c.  .  .  .  liegt  mit  ihrer  Parallel-Projection  a**h**c*' .., 
bezüglich  des  Fluchtpunktes  K,  der  parallel  projicierenden  Stralen 
perspectivisch. 

969.  Da  überdies  beide  Projectionen  projectivisoh  verwandt 
sind,  da  sie  von  demselben  Gebilde  ahc  ..  .  der  Ebene  u  ab- 
stammen,  so  folgt : 
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Fig.  124. 


Die  Lage  der  Parallel-  und  der  Central-Projec- 
tion  eines  ebenen  Gebildes  ist  eine  perspectivisch- 
coUineare;  der  Fluchtpunkt  R  der  parallel  projicie- 
renden  Stralen  ist  das  Centrum  und  ü^  der  Ebene  u 
die  Begegnungsgerade  der  perspectiviscb  -  collinea- 
ren  Lage. 

970.  Wie  findet  man  die  Parallel-Projection  a" 
eines  Punktes  a  der  Ebene  u? 

Man  legt,  Fig.  124,  durch  den  gegebenen  oder  vielleicht 
auch  beliebig  angenommenen  Fluchtpunkt  K.  der  Parallel-Projec- 
tion eine  beliebige  Fluchtspur  w^  und  sucht  den  Fluchtpunkt 
Q.  in  ^2  ^2'   Zi^bt  man  Q^a,a\  so  ist  diese  Gerade  die  centrale 

Projection  einer  durch  a  in  der 
Ebene  u  gezogenen  Geraden. 
Durch  diese  legt  man  eine 
Ebene  w^  in  welcher  man 
nun  a  parallel  auf  w^  proji- 
ciert,  mithin  in  der  Zeichnung 
aus  K.  auf  w^  nach  a",  wo- 
durch die  Aufgabe  (970)  ge- 
löst erscheint»  Bei  den  übri- 
gen Punkten  6.6",  c,c'\  .  .  . 
ist  der  Vorgang  derselbe,  oder 

man  verfahrt  nach  den  Ge- 
setzen    der     perspectivischen 

Collineation  (969)  ;  also  ist  in 
Fig.  124  das  Dreieck  a'*h''c" 
eine  Parallel  -  Projection  des 
Raumdreieckes  ahc  . 
In  der  Fig.  124  wurde  w^  senkrecht  auf  Wj    angenommen, 
und  hat  K.  noch    eine   besondere  Lage,    indem  w^    auch  durch 
Oa   geht.    Diese  Besonderheiten  müssen  jedoch    nicht   vorhan- 
den sein. 

971.  Wie  kann  man  ei  n  central  in  o.i.c ab- 
gebildetes ebenes  Gebilde  a6c  ..  .  congruent  auf  die 
Bildebene  projicieren? 

Wenn  man  den  Fluchtpunkt  K.  der  congruent  projicieren- 
den  Richtung  ermittelt  (man  vergleiche  mit  895),  und  dann  wie 
vorhin  verfährt  (970).  In  Fig.  124  ist  K.  der  erwähnte  Punkt, 
welcher    nun  Congruenz-  Fluchtpunkt  der  Ebene  u  genannt 
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werden  soll,   also  ist  a"6"c"  die  wahre  Gestalt  des'Raum- 
dreieckes  abc. 

Der  zweite  Congruenz-Fluchtpunkt  KJ  liegt  in  tHj  derart, 
dasB  Q.  die  Strecke  K.K".  halbiert. 

972.  Wie  wird  man  das  centrale  Bild  einer  gege- 
benen ebenen  Figur  herstellen,  wenn  diese  in  einer 
gegebenen  Ebene  u  eine  bestimmte  Lage  einneh- 
men soll  ? 

Denkt  man  sich  die  Ebene  u  congruent  auf  die  Bildebene 
projiciert,  so  kann  man  in  der  Bildebene  die  Figur  in  wahrer 
Gestalt  und  Lage  gegen  ü^  zeichnen  und  hierauf  mittels  des 
üongruenz-Fluchtpunktes  K.  das  centrale  Bild  bestimmen.  Zieht 
man  nämlich  durch  a'^  und  K.  zwei  beliebige  zu  einander  pa- 
rallele Gerade,  von  welchen  die  erstere  mit  w^  letztere  mit  W2 
bezeichnet  werden  soll ,  und  sucht  das  centrale  Bild  a'  Q.  des 
Schnittes  der  Ebene  w  mit  v,  so  muss  in  a'  Q.  das  centrale  Bild 
a.  liegen.  Am  ein£etchsten  ist  es  wie  in  Fig.  124,  w^w^  senkrecht 
auf  ü^  anzunehmen. 

Nach  diesem  Vorgange  kann  man  auch  die  centralen  Bil- 
der von  Kreisen  construieren. 

Der  Lernende  wolle  nun  auch  die  Verschwindungslinien  der 
beiden  perspectivisch-collinearen  Systeme  (328)  construieren.  Er 
wird  für  das  Gebilde  a.b.c  in  Fig.  124  die  Gerade  ^2  ^^^  ^^^ 
das  Gebilde  a**V*c**  die  Congruenz-Projection  des  Schnittes  der 
Ebene  u  mit  der  Verschwindungsebene  V  (928)  als  Verschwin- 
dungslinien finden.  Für  beide  Gebilde  gelten  alle  Beziehungen 
der  perspectivischen  CoUineation. 

973.  Wie  viele  Mittel  haben  wir  nun  kennen  gelernt,  um 
die  wichtige  Aufgabe  zu  lösen:  das  centrale  Bild  einer 
Strecke  von  gegebener  Länge  zu  ermitteln,  wenn  die 
Gerade,  in  welcher  das  Bild  liegt,  und  ein  Endpunkt 
des  Bildes  gegeben  ist? 

Zwei.  Nämlich,  entweder: 

a)  durch  die  Gerade  eine  Teilungsebene  zu  legen  und  einen 
Teilungspunkt  zu  benützen  (966),  oder 

^)  durch  die  Gerade  überhaupt  eine  Ebene  zu  legen  und 
diese  Ebene  mit  der  Geraden  auf  die  Bildebene  mittels  des  Con- 
gruenz  -  Fluchtpunktes  zu  projicieren  (971).  Man  kann  dann  in 
der  Congruenz  -  Projection  die  betreffende  Strecke  auftragen  und 
auf  umgekehrtem  Wege  das  centrale  Bild  derselben  ermitteln. 
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kennt  ohne  Mühe,  dass  alle  Stralen,  welche  aus  0  die  Punkte  der 
Geraden  p  projicieren,  in  der  Ebene  w  liegen  und  desshalb  die 
Bildebene  C  in  w^  durchschneiden  müssen.  Nun  sind  aber  die 
Schnitte  der  aus  0  projicierenden  Stralen  mit  der  Bildebene  C 
die  centralen  Projectionen  der  projicierten  Punkte,  folglich  liegt 
in  der  Geraden ,  welche  die  zweite  Spur  A  der  Geraden  p  mit 
dem  Fluchtpunkte  P,  verbindet,  das  centrale  Bild  der  beliebigen 
Geraden  p  . 

933.  Von  welchem  Punkte  einer  Geraden  p  ist  der 
Fluchtpunkt  dieser  Geraden  ein  centrales  Bild? 

Von  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  der 
Geraden  p;  denn  der 
Fluchtstral,  weil  er  zu 
p  parallel  ist,  projiciert 
jenen  unendlich  fernen 
Punkt. 

934.  Parallele 
gerade  Linien  ha- 
ben einen  gemein- 
8  a  m  en  Flucht- 
punkt. 

935.  Was  folgt 
aus  dem  Umstände, 
dass  parallele  ge- 
rade Linien  einen 

g  em  ein  sam  e  n 
Fluchtpunkt      be- 
sitzen ? 
Dass  sich  die  centralen  Bilder  von  parallelen  geraden  Linien 
in  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte  schneiden  (932).  In  Fig.  120 
ist  B  die  zweite  Spur  einer  zu  p  parallelen  Geraden  j,  also  ist 
BP.  ihr  centrales  Bild? 

936.  Wo  haben  zur  Bildebene  Csenkrechte  gerade 
Linien  ihren  Fluchtpunkt? 

Im  Augpunkt  0^  . 

937.  Wo  haben   horizontale   parallele  gerade  Li- 
nien ihren  Fluchtpunkt? 

.   Im  Horizont  (923). 
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938.  Sind  parallele  gerade  Linien  zur  Bildebene  C  parallel, 
80  sind  sie  auch  zu  ihren  parallelen  centralen  Bildern 
parallel. 

939.  Wenn  sich  gerade  Linien  im  Räume  schneiden,  so  ist 
das  centrale  Bild  ihres  Schnittpunktes,  der  Schnittpunkt  ihrer 
centralen  Bilder  (628). 

940.  Kann  es  auch  sich  schneidende  gerade  Li- 
nien geben,  deren  centrale  Bilder  parallel  sind? 

Wenn  der  Schnittpunkt  mehrerer  Raumgeraden  in  der  Ver- 
schwindungsebene  V  liegt  (928),  dann  werden  ihre  centralen  Bil- 
der parallel. 

941.  Wie  findet  man  die  zweiten  Projectionen  a^h^ 
von  zwei  Punkten  der  Geraden  p,  wenn  die  centralen 
Projectionen  a.,&.  bekannt  sind? 

Durch  das  Ziehen  von  Central-Ordinalen  O^a,^  O2  b.  (Fig.  120). 
Es  ist  also  nach  (926)  die  Lage  der  Punkte  a  und  b  im  Räume 
vollständig  bestimmt. 

942.  Wie  pflegt  man  am  gewöhnlichsten  eine 
Ebene  durch  centrale  Projection  zu  bestimmen? 

Durch  ihre  Spur  in  der  Bildebene  C  und  durch  die  Spur 
der  zu  ihr  parallelen  Fluchtebene  (922).  In  Fig.  121  sei  S,  die  Spur 
der  Fluchtebene  zu  u  in  der  Bildebene  C  und  ü^  die  Spur  der 
Ebene  u  in  derselben  Bildebene;  also  geht  die  Ebene  u  durch  ü, 
parallel  zur  Fluchtebene  u  • 

943.  Um  die  Neigung  beider  Ebenen  gegen  die  Bildebene  C  zu 
erkennen,  legt  man  durch  den  Äugpunkt  O,  eine  Bildebene  III 
J_  fj,,  dann  ist  der  von  der  dritten  Spur  ü^  der  Fluchtebene  u 
mit  3X3  gebildete  Winkel,  das  Mass  ihrer  zweiten  Neigung.  Die 

o  o 

t/3  läuft  mit  der  Nullseite  u,  parallel. 

944.  Die  F  1  u  c  h  t  s  p  u  r  Wg  ist  zu  tlj  selbstverständlich 
parallel: 

945.  Welche  Bedeutung  hat  der  zwischen  ü^  und 
der  Fluchtspur  tJ^  liegende  Teil  der  Bildebene  C? 

Er  enthält  die  centralen  Bilder  aller  Punkte  der  Ebene  u, 
die  sich  im  ersten  Räume  (930)  befinden. 

946.  Die  Fluchtspur  ua  ist  das  centrale  Bild  der  in  der 
Ebene  u  liegenden  unendlich  fernen  Durchschnittsgeraden  der 
Ebene  u  mit  ihrer  Flucbtebene  n  . 


25« 


die  Strecke  von  der  Länge  a**c**  sich  befindet;  man 
soll  das  centrale  Bild  c.  bestimmen,  wenn  a.  gegeben  ist. 

«)  Man  wählt,  Fig.  126,  a"'c"  als  Radius  im  Proportional- 
winkel (979)  und  trägt  die  Sehne  in  a?.,   von  a.  nach  c.  auf.     Oder  : 

/3)  Man  zieht  daroh  a**  eine  Parallele  zum  centralen  Bilde 
a?.,  trägt  die  gegebene  Länge  a**c**  nach  a**c^  auf  und  verbindet 
C.J  mit  dem  Congruenz-Fluchtpunkte  0^,  so  ergibt  sich  ebenfalls  c. 

98 L  Anmerkung.  Die  hier  entwickelten  Grundsätze  bilden 
die  Fundamente  der  Perspective,  da  sie  bei  allen  anderen  Auf- 
gaben zur  Anwendung  kommen.  Es  ist  Sache  der  Uebung  in  ge- 
gebenen Fällen  die  zweckmässigsten  Anordnungen  über  den  Ort 
der  Teilungspunkte,  die  Grösse  der  Teilungsdistanz,  die  Lage  der 

Teilungsebenen  u.  s.  w.  zu 


Fig.  ]27. 
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treffen.  Soll  man  gerade 
Linien  von  bestimmter  Lage 
perspectivisch  darstellen,  so 
wird  man  wo  möglich  einen 
Fluchtstral  construieren,  um 
den  Fluchtpunkt  der  Ge- 
raden zu  erhalten.  Fällt  der 
Fluchtpunkt  an  einen  un- 
benutzbar liegenden  Ort,  so 
wird  man  auf  der  Bildebene 
C  die  orthogonale  Projec- 
tion  der  zu  construierenden 
Geraden  ermitteln ,  und 
durch  Hilfe  der  zweiten  Or- 
1  /  dinaten   von  Punkten    der 

JKi \Si Geraden,  zu  deren  centra- 
lem Bilde  gelangen. 

Bei  solchen  Aufgaben  ist  es  gut  zur  Bildebene  C  senkrechte 
Ebenen  zu  legen  und  mit  Hilfe  von  zugeordneten  orthogonalen 
Projectioneu  die  Lösung  von  Aufgaben  zu  erstreben. 

Hat  der  Lernende  es  nie  versäumt,  so  oft  als  möglich  in 
Gedanken  mit  den  Projectioneu  das  Modell  in  Verbindung  zu 
bringen  (557),  so  wird  ihm  die  Darstellung  von  Projectioneu  räum- 
licher Gebilde  keine  besonderen  Schwierigkeiten  bereiten. 

982.  Oft  kommt  es  bei  centralen  Projectioneu  vor,  durch 
mehrere  Punkte  Gerade  zu  ziehen,  die  sich  in  dem  unbenutzbar 
liegenden  Durchscbnittspunkte  zweier  anderen  Geraden  schneiden. 
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938.  Sind  parallele  gerade  Linien  zur  Bildebene  C  parallel, 
80  sind  sie  auch  zu  ihren  parallelen  centralen  Bildern 
parallel. 

939.  Wenn  sich  gerade  Linien  im  Räume  schneiden ,  so  ist 
das  centrale  Bild  ihres  Schnittponktes ,  der  Schnittpunkt  ihrer 
centralen  Bilder  (628). 

940.  Kann  es  auch  sich  schneidende  gerade  Li- 
nien geben,  deren  centrale  Bilder  parallel  sind? 

Wenn  der  Schnittpnnkt  mehrerer  Baumgeraden  in  der  Ver- 
schwindungsebene  V  liegt  (928),  dann  werden  ihre  centralen  Bil- 
der parallel. 

941.  Wie  findet  man  die  zweiten  Projectionen  a^h^ 
von  zwei  Funkten  der  Geraden  p,  wenn  die  centralen 
Projectionen  a.,b.  bekannt  sind? 

Durch  das  Ziehen  von  Central-Ordinalen  O^a.,  0%  b.  (Fig.  120), 
Es  ist  also  nach  (926)  die  Lage  der  Punkte  a  und  h  im  Räume 
vollständig  bestimmt. 

942.  Wie  pflogt  man  am  gewöhnlichsten  eine 
Ebene  durch  centrale  Projection  zu  bestimmen  F 

Durch  ihre  Spur  in  der  Bildebene  C  und  durch  die  Spur 
der  zu  ihr  parallelen  Flucbtebene  (922).  In  Fig.  121  sei  u,  die  Spur 
der  Flucbtebene  zu  u  in  der  Bildebene  G  und  ü,  die  Spur  der 
Ebene  u  in  derselben  Bildebene;  also  geht  die  Ebene  u  durch  ü, 
parallel  zur  Fluchtebone  u  . 

943.  Um  die  Neigung  beider  Ebenen  gegen  die  Bildebene  C  zu 
erkennen,  legt  man  durch  den  Augpunkt  C7,  eine  Bildebene  III 
X  "st  dann  ist  der  von  der  dritten  Spur  Ug  der  Fluchtebene  u 
mit  ,^3  gebildete  Winkel,  das  Mass  ihrer  zweiten  Neigung.  Die 
«.  l&nft  mit  der  Nnllseite  U|  parallel. 

s  p  u  r  u ,    ist   zu  Ü^   selbstverständlich 

Qutung  hat  der  zwischen  ü,   und 
gende  Teil  der  Bildebene  C? 
alen  Bilder   aller  Punkte  der  Ebene  «, 
me  (930)  befinden. 

Ug  ist  das  centraJe  Bild  der  in  der 
ilich  fernen  Durchschnittsgeraden  der 
ebene  h  . 
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durcli  eine  Gerade  a^b^y  a^b^j  deren  Schnitt  il,^2  mit  der  Be- 
gegnongsebene  II  ein  Punkt  der  unbekannten  Geraden  a.b.  sein 
musB.  Da  aber  a«  durch  a-ia^  gegeben,  so  kann  man  (uA  ziehen, 
und  projiciert  man  aus  S^  «Sa  den  Punkt  6|  i,,  so  findet  man  in 
der  Geraden  a.A  den  Punkt  b.ib.2  als  Collinear  -  Ptojection  des 
gegebenen  Punktes  b^b^.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  aus  zwei 
zugeordneten  Abbildungen  des  Originales  auch  die  zugeordneten 
Abbildungen  der  Collinear-Projection. 

985.  Wie  construiert  man  zu  einer  Ebene  u  ihre 
Collinear-Projection  ? 

Man  wählt  in  der  Ebene  u  einen  beliebigen  Punkt  6,  dessen 
Collinear-Projection  b.  man  nach  (984)  ermittelt  Ist  ü^  der  Schnitt 
von  u  mit  der  Begegnungsebene  11,  so  geht  auch  die  Ebene  ti.  durch 
ü^f  so  dass  also  ü^  und  ü,^  eine  und  dieselbe  Spur  bezeichnen. 
Demnach  ist  die  Collinear  *  Projection  u,  durch  6.  und  Ü2  voll- 
ständig bestimmt.  Zugleich  sieht  man  ein ,  ist  eine  Ebene  ti  zur 
Begegnungsebene  ß  parallel ,  so  ist  es  auch  ihre  Collinear-Pro- 
jection. 

986.  Welche  Lage  besitzt  die  erste  Abbildung  der 
Collinear  -  Projection  eines  Originalgebiides  zur 
ersten  Abbildung  des  Originalgebildes? 

Da  die  ersten  Bilder  6^  und  6.^,  Fig.  127;  von  zwei  collinear 
verwandten  Baumpunkten  b  und  6.  in  einem  durch  S^  gehenden 
Strale  liegen,  und  da  die  ersten  Bilder  a^b^  und  a.|6.,  von  je 
zwei  verwandten  Kaumgeraden  sich  in  der  Bildaxe  ,^2  schnei- 
den müflsen,  so  folgt,  dass  die  ersten  Bilder  beider  Uaumgebilde 
perspectivisch-coUinear  liegen ,  wobei  S^  das  Centrum  und  |  Jl, 
die  Begegnungsgerade  ist  Sucht  man  demzufolge  zum  ersten 
Bilde  des  Originalgebildes  die  Collinear-Projection  in  der  Bild- 
ebene I,  so  geben  die  einzelnen  Punkte  derselben  an,  wie  weit 
die  Baumpunkte  der  Collinear  -  Projection  von  der  Bildebene  11 
entfernt  sind  (544,  6). 

987.  Wenn  man  zu  den  beiden  perspectiviscb-'col- 
linearen  Gebilden  der  Bildebene  1  nach  (328)  die  Ver« 
schwindungsgeraden  K^  und  Wi  construiert,  was  wer- 
den diese  Geraden  bezüglich  der  räumlichen  Colli* 
near-Projection  bedeuten? 

Vermöge  der  Erläuterungen  in  (328)  müssen  alle  Punkte  der 
Ebenen  F.  und  Wj  die  man  durch  W^  und  V.^  zur  Begegnitngs- 
ebene  II  parallel  führt,  ihre  verwandten  Punkte  im  Unendlichen 


2S9 

haben;  also  sind  diese  Ebenen  H^und  F.  als  Verschwindungs- 
ebenen  der  beiden  räamlichen  CoUineargebilde  zu  bezeichnen 
und  W^,  V.j^  sind  ihre  ersten  Spuren.  Wenn  also  mehrere  ge- 
rade Linien  des  ersten  Systemes  durch  einen  und  denselben 
Punkt  M  der  Versch windungsebene  W  gehen,  so  sind  die  ver- 
wandten Qeraden  im  zweiten  Systeme  zu  SM  paraliei^  weil  M. 
im  Strale  SM  im  Unendlichen  liegt  (5).  Und  wenn  mehrere 
Stralen  des  zweiten  Qebildes  sich  in  einem  Punkte  N.  der  Ver- 
schwindungsebene  F.  treffen,  so  sind  die  verwandten  Stralen  des 
«rsten  Gebildes  zu  SN.  parallel  (5). 

Nach  (330)  ist  S^  0,  ==  0*1  g.,  d.  h.  die  Verschwindungsebene 
W  ist  vom  Projectionscentrum  S  ebensoweit  entfernt,  wie  die  an- 
dere Verschwindungsebene  F.  von  der  Begegnungsebene  II,  und 
zwar  liegen  beide  Ebenen  gleichzeitig  zwischen  oder  ausserhalb 
S  und  der  Ebene  II  (332). 

988.  Welcher  Punkt  eines  Systemes  wird  sein  Ver- 
Bchwindungsmittelpunkt  genannt? 

Derjenige  Punkt  in  der  Verschwindungsebene  des 
Systemes,  weicher  mit  dem  Projectionscentrum  S  in  einer  zur  Be- 
gegnungsebene  U  senkrechten  Geraden  liegt  Es  sind  demnach  in 
Fig.  127  0^  S2  bezuglich  der  Bildaxe  ^X^  die  zugeordneten  Pro- 
jectionen  vom  Verschwindungsmittelpunkt  0  des  Qriginalsystemes 
und  0*1  S2  die  zugeordneten  Abbildungen  des  in  der  Ebene  F. 
liegenden  Verschwindungsmittelpunktes  Q.  der  collinearen  Pro- 
jection. 

989.  Was  muBS  geschehen,  wenn  man  ein  Origi* 
nalgebilde  a&  . .  •  aus  einem  beliebigen  Punkte  P,  und 
die  Collinear-Projection  a.fr.  .  .  •  aus  dem  zu  P  colli- 
near  •  verwandten  Punkte  P.  auf  die  Begegnungs- 
ebene  II   projiciert? 

Es  entstehen  auf  der  Begegnungsebene  II  nicht  zwei  ver*> 
schiedene  Projectionen,  sondern  es  f&llt  die  Projection  ans  dem 
Punkte  F  mit  jener  aus  dem  Punkte  P,  vollständig  zusammen, 
weil  je  zwei  Stralen^  welche  zwei  verwandte  Punkte,  z.  B.  b  und 
b.  projicieren,  nämlich  Pb  und  P.b.y  collinear  verwandte  Gerade 
sind,  die  sich  vermöge  des  zweiten  Projectionsgesetzes  (6)  in 
einem  Punkte  der  Begegnungsebene  schneiden  müssen* 

990.  Wenn  man  demnach  die  Collinear-Projection 
«•i. . . .  eines  Saumgebiides  afr  • .  •  auf  die  Begegnungs- 
ebene II  orthogonal,  also  aus  einem  unendlich  fernen 
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Punkte  0.  projiciert,  mit  welcher  Projection  desOri- 
ginalgebildes  ab....  muss  diese  orthogonale  Abbil- 
dung identisch  sein? 

Mit  jener  centralen  Projection  des  Originalgebildes,  welche  aus 
dem  Verschwindungsmittelpunkte  0  (988)  erzeugt  wird.  Constraiert 
man  demzufolge  aus  dem  Verschwindungsmittelpunkte  0  (d.  i. 
0|  8^j  Fig.  127)  des  Originalgebildes  die  centrale  Projection  des- 
selben ,  so  ist  diese  die  orthogonale  Abbildung  -der  dem  Original- 
gebilde zugehörigen  räumlichen  Collinear*  Projection.  Man  kann 
sonach  durch  Anwendung  der  Lehren  über  Central  ^  Projectionen 
direct  die  orthogonale  Abbildung  der  räuplichen  CoIIinear-Projec- 
tion  auf  der  Begegnungsebene  II  herstellen« 

991«  Ist  nicht  auch  die  senkrechte  erste  Abbildung 
<z.i&.i ...  der  Collinear-Projection  a.b  .  .  .  .,  eine  centrale 
Ab  bildung  der  (orthogonalen  ersten  Projection  Of  i|  . . . 
des  Originalgebildes? 

Nach  (974)  ist  a.|  6. ,  ...  eine  centrale  Projection  der  in  der 
Ebene  I  liegenden  orthogonalen  Abbildung  o,  i|  ...  des  Origi- 
nalgebildes, und  zwar  ist  für  diese  centrale  Projection  Q.|  der 
Augpunkt  und  Q,g8t  die  Augdistanz.  Weil  q-Oy  die  Augdistahz 
fär  die  centrale  Abbildung  a.,  i.^  •  •  •  des  Originalgebildes  ist 
(999),  und  nach  (330)  geschlossen  werden  kann,  dass  Q.j  Si  =  f.  O^ 
sein  muss,  so  folgt ,  dass  die  beiden  centralen  Abbildungen  des 
Originales  und  seiner  orthogonalen  Projection  auf  der  Bildebene  I 
für  dieselbe  Augdistanz  q.  0^  construiert  sind,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  für  die  Abbildung  des  Originalgebildes  ab  .  »  .  der 
Au^unkt  in  S^,  für  die  Abbildung  von  a^b^  ...  der  Augpunkt 
in  Q«,  liegt 

992.  Wie  muss  man  die  zur  Bildebene  U  senkrechte 
Ebenelannehmen,  auf  dass  die  centrale  Projection 
a^6.,...  aus  demselben  Centrum  0  entsteht,  aus 
welchem  die  centrale  Abbildung  a-^b.^  hergestellt 
wird? 

Man  muss  zuerst  in  einer  Nebenconstruction  aus  den  An« 
gaben  ^S^  S^y  a,  a,,  a«,  a.,  den  Punkt  Q,^  ermitteln  und  sodann  in 
der  Hauptzeichnung  die  Projectionsaxe  yX^  von  8^  ebensoweit 
entfernt  halten,  wie  es  der  Abstand  Q-i?.  anzeigt.  Denkt  man  sich 
dann  das  Originalgebilde  auf  die  neue  Bildebene  I  orthogonal 
projiciert  und  sucht  sowol  von  diesem  Grundrisse ,  als  auch  vom 
Banmgebilde   die   centralen  Abbildungen  auf  der  Begegnungs.^ 
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ebene  11,  wobei  man  82  zum  Angpankte  und  Q.^  8^  zur  Aug- 
distanz wählt,  80  sind  dieselben  gleichzeitig  zwei  zugeordnete  or- 
thogonale Abbildungen  der  räamlichen  CoUinear-Projection  des  ge- 
gebenen Originalgebildes*  Wenn  man  sonach  versteht,  die 
centrale  Projection  eines  Raumgebildes  und  seines 
Orundrisses  ohne  Anwendung  der  Durchschnitts- 
methode (909)  zu  construieren,  so  hat  man  auch  hie- 
durch  erlernt,  die  CoUinear-Projection  eines  gegebe- 
nen Raumgebildes  direot  in  zwei  zugeordneten  ortho- 
gonalen Projectionen  darzustellen. 

993.  Wenn  man  von  einem  Raumgebilde  sein  per- 
spectivisches  Bild  und  auch  jenes  seines  Orund- 
risses kennt,  kann  man  immer  diese  beiden  Bilder  als 
zugeordnete  orthogonale  Abbildungen  einer  CoUi- 
near-Projection des  Original- Raum  geh  ildes  ansehen  ? 

Immer  (992).  Jedoch  Hegt  das  Collineations-Centrum  um  den 
senkrechten  Abstand  der  Axe  ^JC^  vom  Augpunkt,  der  Begeg- 
nungsebene n  näher  als  das  Auge  0,  f&r  welches  die  Per- 
spective construiert  wurde. 

994.  Was  versteht  man  unter  einem  Relief  eines 
Origiaal-Raumgebildes? 

Wenn  man  von  dem  Raumgebilde  und  seiner  orthogonalen 
Projection  auf  der  Bildebene  I  ein  perspectivisches  Bild  auf  der 
Ebene  II  unter  allen  jenen  Vorsichten  anfertiget,  die  in  §.  45  er- 
örtert wurden,  und  die  Collinear-Projection,  welche  durch  diese 
beiden  Bilder  bestimmt  ist,  stofflich,  z.  B.  in  Stein,  ausführt; 
dann  nennt  man  dies  neue  Raumgebilde  ein  Reliefbild  oder  ein 
Relief  des  Original-Raumgebildes. 

Der  Lernende  sieht  nun  ein,  dass  es  keiner  neuen  Studien 
bedarf,  um  zwei  zugeordnete  orthogonale  Projectionen  eines  Re- 
liefbildes eines  gegebenen  Gegenstandes  direct  darzustellen* 

Diese  bisher  noch  unbekannte,  so  einÜBiche  Darstellung  der 
orthogonalen  Relief-Abbildungen  verdient  von  allen  Architekten 
und  Bildhauern  gekannt  zu  sein. 

Es  sei  hier  bemerkt,  dass  in  dem  132  Seiten  umfassenden  Buch- 
lein :  „(^rundztige  der  Reliefperspective,  von  Rudolf  Staudigl, 
Wien  ISeS"",  die  S&tze  (990,  991)  ohne  Benützung  der  CoUinear- 
Projeetionen  aufgestellt  worden,  und  dass  daselbst^in  besonderes 
Gonstractionsverfahren  zur  Darstellung   der  Relief  bilder  gelehrt 


wird,  welches  nun  durch  die  in  (992)  gegebene  weit  einfachere 
Lehre  ersetzt  werden  kann. 

995.  Welche  Lage  haben  zwei  perspectivisch  affine 
Raumgebilde  ? 

Die  verwandten  Punkte  liegen  in  parallelen  Stralen  und 
je  zwei  verwandte  Gerade  schneiden  sich  in  der  endlich  gelege- 
nen Begegnungsebene  ß.  Wählt  man  wieder  die  verticale  Bild- 
ebene n  als  Begegnungsebene  und  denkt  man  sich  zwei  Punkte 
a  und  a.  als  affin  verwandt  durch  die  zugeordneten  Bilder  aia2^ 
a.|  a.2  gegeben,  so  kann  man  nach  derselben  Art  wie  in  (984)  zu 
irgend  einem  Punkte  b  seine  affine  Projection  b.  ermitteln. 

.  996.  In  welcher  Lage  befindet  sich  die  orthogo- 
nale erste  Abbildung  des  Original-Baumgebildes  zur 
ersten  orthogonalen  Abbildung  der  räumlich-affinen 
Projection  ? 

Diese  Lage  ist  eine  perspectivisch  affine,  denn  sie  geht  aus 
(Fig.  127)  hervor,  wenn  ä,  im  Unendlichen  liegt. 

997.  In  welcher  Beziehung  stehen  die  zweiten  Or- 
dinaten  des  Original-Raumgebildes  zu  den  zweiten 
Ordinaten  der  verwandten  Punkte  im  affinen  Raum- 
gebilde ? 

Die  senkrechten  zweiten  Ordinaten  des  Raumgebildes,  nach 
einem  gewissen  Verhältnisse  proportional  verändert,  geben  die 
senkrechten  zweiten  Ordinaten  des  affinen  Raumgebildes.  Die 
Wahrheit  dieses  Satzes  erkennt  man  aus  der  perspectivisch-affinen 
Lage  der  ersten  Abbildutagen  der  beiden  Raumgebilde  (996). 

998.  Mit  welcher  Projection  des  Original-Raum- 
gebildes ist  die  auf  der  Bildebene  II  befindliche  or- 
thogonale Abbildung  des  affinen  Gebildes  identisch? 

Die  Qeraden  a.  a.,,  6.6.2,  -  *  *  stehen  auf  der  Bildebene  11 
senkrecht  und  haben  ihre  Begegnungspunkte  in  a.2,  6.2,..., 
folglich  sind  aa-^j  66.2,  .•*  die  verwandten  und  unter  sich  paral- 
lelen Geraden  des  ersten  Systemes.  Projiciert  man  demnach  ein 
Original-Raumgebilde ,  dem  der  Punkt  a  angehört ,  parallel  mit 
aa.j|  auf  die  Bildebene  11,  so  ist  die  so  entstehende  schiefe  Pro- 
jection des  Original  -  Raumgebildes  eine  orthogonale  Projection 
des  affinen  Raumgebildes. 

999.  Verändert  man  alle  zweiten  Ordinaten  aa^y  669,...  im 
Verhältnisse  v<^  aa2  zu  a.a.2  und  trägt  die  so  veränderten  Ordi- 
naten als  zweite  Ordinaten  auf  den   durch  a«2  y   6*2)  •  •  •  za  |  JiT, 
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gezogenen  Ordinalen  ihrem  Vorzeichen  entsprechend  von  iX^  aus 
auf,  80  ergeben  sich  hiedurch  die  ersten  Bilder  ä,ib.i  ...  der 
affinen  Collineai*-Projection  des  Baumgebildes.  Es  ist  somit  diese 
Projection  durch  zwei  zugeordnete  orthogonale  Abbildungen  direct 
bestimmt. 

1000.  Wie  kann  man  eine  perspectivisch  ähnliche 
Baumprojection  eines  Baumgebildes  construieren? 

In  diesem  Falle  liegt  die  Begegnungsebene  ß  im  Unend- 
lichen, das  Centrum  8  im  Endlichen.  Wie  leicht  einzusehen, 
liegt  in  jeder  Bildebene  das  orthogonale  Bild  des  Originalgebil- 
des mit  dem  orthogonalen  Bilde  des  perspectivisch  ähnlichen 
Baumgebildes,  perspectivisch-ähnlich.  Wenn  man  daher  die  ersten 
und  zweiten  Ordinaten  eines  Baumgebildes  in  demselben  Ver- 
hältnisse verändert,  und  mit  diesen  veränderten  Ordinaten  zwei 
neue  zugeordnete  Projectionen  construiert  und  dabei  berücksich- 
tigt, dass  sich  auch  die  Entfernung  von  je  zwei  Ordinatenebenen 
des  Originalgebildes  in  eben  diesem  Verhältnisse  ändert,  so  sind 
die  neuen  Projectionen  die  orthogonalen  Abbildungen  des  dem 
Originalgebilde  ähnlichen  Baumgebildes. 

Bei  der  praktischen  Anwendung  der  Projectionslehre  wer- 
den gewöhnlich  nur  den  Baumgebilden  ähnliche  Gebilde  ab- 
gebildet, insbesonders  dann,  wenn  die  Dimensionen  der  Baum- 
gebilde, wie  z.  B.  bei  Maschinen,  Brücken,  Gebäuden  u.  dgl.,  das 
Ausmass  der  Zeichnungsebene  übersteigen.  Der  Massstab  wird 
Behufs  der  Anfertigung  einer  Zeichnung  verjüngt,  und  die  aus 
einer  verjüngten  (d.  h.  geometrisch  ähnlich  verkleinerten)  Zeich- 
nung entnommenen  Massen  werden  wieder  auf  das  Originalmass 
zurückgefbhrt ,  sobald  aus  der  Zeichnung  das  Originalgebilde 
stofflich  ausgeführt  werden  soll. 

Wir  köimen  uns  desshalb  die  in  den  folgenden  Abschnitten 
vorkommenden  Baumgebilde  immer  als  ähnliche  Nachbildungen 
der  Originalgebilde  vorstellen.  Das  Originalgebilde  ist  sofort  be- 
stimmt, wenn  man  das  Verhältnis  des  Zeiohnungsmasses  zum  Ori- 
ginahnasse  kennt. 


Vierter  Abschnitt 

Entstehung,  Darstellung   und  Untereuchung  der  Regel 

und  Curvenflächen. 


Fig.  128. 


AUgemeln«  Bemerkungen  aber  Flilehen.    FlMeli4»nlangenten. 

TaDgenteDebenen.  Fläehennomaleii. 

§•51. 

1001.  um  geometrische  Flächen  abzubilden,  wird 
man  eine  Reihe  von  geeigneten,  auf  der  Fläche  liegenden  Linien 
projicieren;  aus  der  Gesammtheit  der  Linien-Projectionen  erhält 
man  ein  Bild  der  Fläche. 

In  Fig.  128  sind  von  einer  ge- 
krümmten Fläche,  welche  im  Verein 
mit  einer  begrenzten  Ebene  einen 
Raum  umschliesst,  nur  wenige  Li- 
nien abcde fa,  bPe,  c Pf,  aghdy  (von 
der  Ebene  die  Geraden  be,  cf)  ab- 
gebildet, und  doch  erhält  man  schon 
eine  beiläufige  Vorstellung  von 
der  Gestalt  des  Körpers.  Weiss 
man,  dass  bhe  und  cfff  ebene  Cur- 
ven  sind,  so  ist  die  Gerade  oP  das 
Bild  ihrer  Durchschnittsgeraden. 
Man  sieht  ein,  dass  für  die  Abbil- 
dung einer  Fläche  auch  die  Bilder 
der  dem  projicierenden  Äuge  unsichtbai*en  Linien  sehr  erspriess- 
lieh  sind,  indem  sie,  als  gestrichelt,  die  dem  Auge  abgewendete 
Flächenseite  leichter  erkennen  lassen. 

1002.  Welches  ist  die  einfachste  Entstehungsweise 
der  Flächen? 
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Eine  Linie  e  yon  gegebener  Gestalt  und  Lage  bewegt  sich 
nach  einem  gegebenen  Gesetze  weiter,  so  dass  je  zwei  unendlich 
nahe  Punkte  ron  e  auch  zwei  unendlich  nahe  Linien  beschreiben. 

Um  sich  eine  Vorstellung  von  dieser  Entstehnngsweise  einer 
Fläche  an  einem  materiellen  Gegenstande  machen  zu  kdnneui 
denke  sich  der  Lernende,  eine  homogene  plastische  Masse  (z.  B. 
Töpferthon)  werde  durch  einen  Drat  (der  eine  gerad-  oder  krumm- 
linige, eine  constante  oder  eine  veränderliche  Gestalt  haben  kann) 
so  zerschnitten,  dass  während  des  Schneidens  der  Drat  nach  irgend 
einem  Gesetze  sich  weiter  bewegte  —  alsdann  ist  klar,  dass  jeder 
der  beiden  Teile  der  plastischen  Masse  die  Gestalt  der  vom  Drate 
durchlaufenen  Fläche  zeigen  muss,  und  dass  diese  Flächen  in  der 
angegebenen  Weise  entstanden  sind. 

1003.  Die  sich  fort  bewegende,  eine  Fläche  erzeugende 
Linie  6  wird  die  Erzeugende  der  Fläche  genannt. 

Sind  mehrere  Linien  gegeben,  an  welchen  die  Erzeugende 
stets  anliegen  soll,  so  werden  diese  als  Leitlinien  der  Fläche 
bezeichnet. 

1004.  Was  ist  über  die  Gestalt  der  Flächen  im 
Allgemeinen  zu  bemerken? 

Die  Gestalt  einer  Fläche  richtet  sich  nach  der  Gestalt  der 
Erzeugenden  und  ihrem  Bewegungsgesetze.  Im  Grossen  und 
Ghinzen  unterscheiden  wir  zwei  Hauptarten  von  Flächen^  nämlich 
Regelflächen  und  Curvenflächen. 

Unter  Regelflächen  werden  alle  Flächen  verstanden,  welche 
durch  die  Weiterbewegang  einer  geraden  Linie  entstanden  ge- 
dacht werden  können. 

Curvenflächen  (Fig.  128)  hingegen  sind  jene,  welche  nur 
durch  die  Weiterbewegung  einer  Curve  entstehen. 

1005.  Was  versteht  man  unter  der  Natur  einer 
Fläche? 

Die  Gesetze,  welche  in  den  Lagen  verschiedener  Punkte 
und  Linien  der  Fläche  gegen  andere  auf  der  Fläche  oder  ausser- 
halb derselben  liegende  Punkte  oder  Linien  wahrzunehmen  sind. 

1006.  Wie  wird  man  die  zugeordneten  Projectio- 
nen  eines  Flächenpunktes  einer  durch  zugeordnete 
Bilder  gegebenen  Fläche  (1001)  construieren  ? 

Man  muss  die  Projectionen  des  Punktes  so  wählen,  auf  dass 
sie  in  den  zugeordneten  Bildern  einer  der  Flache  angehörenden 
Linie  liegen  und  einen  Punkt  dieser  Linie  bestimmen. 


1007.  Wie  wird  man  den  Schnitt  einer  Ebene  mit 
einer  abgebildeten  Fläche  projicieren? 

Man  bildet  die  Schnittpunkte  einer  hinreichenden  Menge 
von  auf  der  Fläche  liegenden  Linien  mit  der  Ebene  ab  (man  lese 
in  (692)  statt  Gerade  das  Wort  Linie)  und  verbindet  in  jeder 
Bildebene  die  Schnittpunkte  in   der  entsprechenden  Reihenfolge. 

1008.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Flächen- 
decklinie  ? 

Eine  Linie  auf  einer  Fläche,  welche  mit  einer  anderen 
Raumlinie  eine  gemeinsame  Projection  besitzt.  Wir  können  daher 
die  Flächendecklinien,  die  wir  zu  einer  beliebigen  Linie  con- 
struieren,  auf  dieselbe  Weise  wie  in  (593)  die  Deckgeraden,  nach 
der  Nummer  des  gemeinsamen  Bildes  bezeichnen. 

1009.  Wie  wird  man  den  Schnitt  einer  beliebigen 
Linie  mit  einer  Fläche  abbilden? 

Man  betrachtet  eine  Projection  der  Linie  als  die  Projection 
einer  auf  der  Fläche  liegenden  Decklinie  (1008),  und  con- 
struiert  eine  zugeordnete  Projection  der  Decklinie  mit  Hilfe 
der  abgebildeten ;  auf  der  Fläche  liegenden  Linien  (1006).  Die 
Schnittpunkte  der  gegebenen  Linie  mit  ihrer  Deok- 
linie  sind  auch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Linie 
mit  der  Fläche. 

1010.  Wie  wird  man  den  Schnitt  zweier  Flächen 
abbilden  ? 

Man  sucht  die  Bilder  der  Schnittpunkte  von  Linien  der 
einen  Fläche  mit  der  zweiten  Fläche  (1009)  und  verbindet  sie 
in  jeder  Bildebene  ihrer  Reihenfolge  entsprechend  durch  eine 
Linie. 

1011.  Wie  kann  man  durch  eine  gegebene  Linie 
s  eine  Fläche  F'  legen? 

Diese  Aufgabe  lässt  unendlich  viele  Auflösungen  zu.  Wir 
unterscheiden  zwei  Gruppen  von  Auflösungen  : 

a)  die  gegebene  Linie  8  ist  eine  Erzeugende,  oder 

b)  sie  ist  eine  Leitlinie  für  eine  andere  irgendwie  angenom- 
mene Erzeugende  der  Fläche  F'  (1003). 

1012.  Wie  kann  man  ganz  allgemein  den  Schnitt 
einer  Linie  s  mit  einer  Fläche  Fabbilden? 

Man  wählt  sich  eine  Fläche  jP,  auf  welcher  die  Linie  • 
liegt  (1011)  und  sucht  den  Schnitt  s'  der  Fläche  f  mit  der 


flache  F*  (1010).   Liegt  ein  Punkt  der  Linie  8  zugleich  in  s'y  so 
ist  er  offenbar  der  Schnitt  von  s  mit  der  Fläche  JFl 

1013.  Wie  kann  man  ganz  allgemein  einen  Schnitt- 
punkt zweier  Flächen  JF*  und  F*  construieren  ? 

Man  denkt  sich  eine  Hil&fläche  F"  y  welche  F  in  einer 
Linie  s  und  F*  in  einer  Linie  s'  schneidet  (1010).  Jeder  Punkt, 
welcher  zugleich  in  8  und  9^  liegt,  ist  ein  Punkt  in  der  Schnitt- 
linie der  beiden  Flächen  F  und  F*. 

1014.  Was  sind  Elementar-Dreiecke  ? 

Unendlich  kleine,  auf  einer  Fläche  liegende  Dreiecke.  Man 
stellt  sich  nämlich  vor,  dass  eine  jede  Fläche  aus  geometri- 
schen Punkten  (10)  stetig  zusammengesetzt  ist  (8);  alsdann  muss 
jeder  beliebige  Punkt  P  einer  Fläche  F  mit  unendlich  vielen 
anderen  ihn  umgebenden  Punkten  der  Fläche  F  in  Berührung 
stehen,  also  reihen  sich  auch  unendlich  viele  und  unendlich  kleine 
Elementar-Dreiecke  um  den  gemeinsamen  Punkt  P  herum  anein- 
ander an. 

1015.  Welche  Ebene  wird  Berührungsebene  einer 
Fläche  i^  genannt? 

Jede  Ebene,  welche  durch  die  allseitige  Erweiterung  eines 
Elementar-Dreieckes  der  Fläche  entsteht 

1016.  Von  den  Punkten  des  der  Fläche  F  angehörenden 
Elementar-Dreieckes  einer  Berühruugsebene  B  sagen  wir,  sie 
seien  die  Berührungspunkte  der  Ebene  B  mit  der  Fläche  F.  Da 
diese  Punkte  unendlich  nahe  bei  einander  liegen,  also  sinnlich 
nicht  von  einander  unterschieden  werden  können,  so  spricht  man 
gewöhnlich  nur  von  einem  Berührungspunkte  der  Berührungs- 
ebene. 

1017.  Wann  sagt  man^  eine  Fläche  F  i%i  in  einem 
Punkte  P  stetig  gekrümmt? 

Wenn  alle  durch  den  Punkt  P  (Fig.  128),  denkbaren  Be- 
rührungsebenen (1015)  nur  unendlich  kleine  Flächenwin- 
kel mit  jeder  einzelnen   dieser  Berührungsebenen  einschliessen. 

Li  den  Punkten  der  Linie  abcdef  ist  die  Gesammtfläche 
in  Fig.  128  unstetig  gekrümmt. 

1018.  Welche  durch  einen  Punkt  P  einer  stetig 
gekrümmten  Fläche  F  gelegte  Ebene  wird  eine  tan- 
gierende Ebene  oder  Tangentenebene  des  Punktes 
P  genannt  ? 
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Jene  Ebene,  die  durch  den  Ponkt  P  geht  und  sich  allen 
Berührungsebenen  dieses  Punktes  (1015)  so  innig  als  möglich 
anschliesst. 

1019.  Um  eine  klare  Vorstellung  von  einer  Tangentenebene 
zu  bekommen,  denke  sich  der  Lernende  zuerst  einen  Kreis;  durch 
einen  Periferiepunkt  P  gehen  zwei  Linienelemente  ,  welchen  P 
gemeinsam  ist:  werden  beide  Linienelemente  zu  Geraden  erwei- 
tert, so  entstehen  zwei  unendlich  nahe  Berührungsgerade  des 
Kreises.  Jede  dieser  beiden  Geraden  steht  nahezu  auf  dem  Bereis- 
halbmesser  PO  senkrecht.  Die  in  der  Kreisebene  durch  P  zu 
PO  wirklich  senkrecht  gezogene  Gerade  ist  die  einzige  oon- 
struierbare  Gerade ,  die  man  sich  durch  P  so  denken  kann,  dass 
sie  beiden  Berührungsgeraden  am  innigsten  sich  anschliesst,  und 
diese  Gerade  ist  eine  eigentliche  Sjreistangente.  Die  durch  einen 
Periferiepunkt  P  gehende  Curventangente  schliesst  mit  den  beiden 
durch  denselben  Punkt  gehenden  Berührongsgeraden  unendlich 
kleine,  also  unmessbare  Winkel  ein  und  daher  kommt  es ,  dass 
gewöhnlich  die  Berührungsgeraden  eines  Curvenpunktes  und 
die  Tangente  dieses  Punktes  nicht  unterschieden  werden. 

Wie  das  erwähnte  Beispiel  mit  dem  Elreise  lehrt,  wird  die 
Lage  der  Tangente  eines  Curvenpunktes  aus  dem  Entstehungs- 
gesetze, aus  der  Natur  der  Curve  abgeleitet;  sie  kann  aber  bei 
allen  praktischen  Constructionen  als  mit  einer  Berührungslinie 
dieses  Punktes  zusammenfallend,  angenommen  werden. 

Nun  in  einer  ähnlichen  Weise  verhält  es  sich  mit  der  Tan« 
gentenebene  eines  Flächenpunktes.  Denken  wir  uns  z.  B.  P  sei 
ein  Flächenpunkt  einer  Kugel,  so  ist,  wie  leicht  zu  erkennen,  der 
Radius  PO  auf  allen  durch  P  gehenden  BerQhrungsebenen  fttst 
ganz  genau  senkrecht  und  ist  die  Abweichung  von  diesem  senk- 
rechten Stande  zu  den  Berfihrungsebenen  eine  unangebbar 
kleine  Grösse.  Legt  man  aber  durch  P  wirklich  eine  senkrechte 
Ebene  zu  POj  so  nähert  sich  diese  allen  Berührungsebenen  von 
P  so  innig  als  möglich  und  wir  vermögen  keine  andere  durch  P 
gehende  Ebene  zu  erkennen ,  welche  diese  Ännäherungseigen- 
schaft  in  einem  höheren  Grade  besässe,  als  die  zu  P  0  senkrechte 
Ebene.  Wir  müssen  diese  letztere  demnach  als  die  Tangenten- 
ebene des  Punktes  P  bezeichnen ,  und  erkennen  ebenfalls ,  dass 
die  Lage  der  Tangentenebene  eines  Punktes  nm*  aus  der  Natur 
einer  Fläche  (1005)  bestiomit  werden  kann. 
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1020.  Weil  der  Neigungswinkel  der  Tangentenebene  eines 
Punktes  P  mit  den  Berührungsebenen  desselben  Punktes  ein  un- 
messbar  kleiner  ist,  so  kann  man  för  alle  grafischen  Construc- 
tionen  annehmen,  alle  Berührungsebenen  im  Punkte  P  einer  stetig 
gekrümmten  Fläche  bilden  mit  der  Tangentenebene  desselben 
Punktes  nur  eine  Ebene. 

1021.  Sobald  der  Lernende  die  Eegelflächen  verstehen  ge- 
lernt haben  wird,  kann  er  sich  die  Tangentenebene  eines  Punktes 
P  einer  Fläche  F  auch  auf  folgende  Weise  vorstellen.  Es  wird 
der  Punkt  P  mit  allen  ihn  umgebenden  Punkten  der  Fläche  F 
durch  anbegrenzte  geradeLinien  verbunden,  welche  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  eine  vollständige  Eegelfläche  aus  zwei  einfachen  Kegel- 
mänteln bestehend  ausmachen,  die  P  zur  Spitze  haben.  Ist  die 
Fläche  im  Punkte  P  stetig  gekrümmt,  so  liegen  die  beiden  Kegel- 
mäntel so  unendlich  nahe  aneinander,  auf  dass  zwischen  ihnen 
nur  noch  eine  durch  P  gehende  Ebene  gedacht  werden  kann, 
welche  nun  die  Tangentenebene  des  Punktes  P  vorstellt. 

1022.  Eine  Flächentangente  ist  jene  Gerade ,  welche 
durch  den  Berührungspunkt  P  einer  Tangentenebene  in  dieser 
gezogen  werden  kann.  Für  alle  grafischen  Operationen 
kann  man  eine  Flächentangente  auch  als  eine  Berüh- 
rungsgerade ansehen,  welche  durch  die*geradlinige 
Verlängerung  eines  Linienelementes  einer  Fläche 
entsteht. 

'    1023.    Wie  construiert   man   in    einem    gegebenen 
Punkte  P  einer  Fläche  F  eine  Flächentangente? 

Man  legt  durch  den  Punkt  P  eine  Ebene  und  sucht  ihren 
Schnitt  mit  der  Fläche  F  (1007).  Im  Punkte  P  zieht  man  an 
diese  Schnittcurve  eine  Tangente  (748),  welche  sofort  eine  Flächen- 
tangente ist  (1022). 

1024.  Wenn  man  durch  einen  Punkt  P  einer  stetig 
gekrümmten  Fläche  alle  möglichen  Flächentangen* 
ten  construiert  (^1023),  was  bildet  die  Qesammtheit 
dieser  Tangenten? 

Eine  Ebene  (1020) ;  nämlich  die  Tangentenebene  im  Punkte  P. 

1025.  Wie  wird  man  die  Tangentenebene  durch 
einen  Punkt  P  einer  stetig  gekrümmten  Fläche  F  con- 
struieren  ? 

Man  construiert  irgend  zwei  durch  P  gehende  Flächentan- 
genten (1023),  80  ist  durch  sie  die  Tangentenebene  bestimmt  (1024). 


1026.  Wie  kann  man  von  einem  Punkte  S  (Fig.  128) 
ansserhalb  einer  Fläche  ^eine  Tangente  an  die  Fläche 
jP  legen? 

Man  legt  durch  den  Punkt  iS  irgend  eine  Gerade  {8  0)^  durch 
diese  eine  die  Fläche  F  schneidende  Ebene  und  sucht  ihr^i 
Schnitt  mit  F  (1007).  Kann  man  von  8  Tangenten  (SP)  an 
diesen  Schnitt  ziehen ,  so  sind  dieselben  die  gesuchten  Flächen- 
tangenten. 

1027.  Wie  kann  man  durch  einen  unendlich  fernen 
Punkt  S,  oder  was  dasselbe  ist,  parallel  zu  einer  ge- 
gebenen Geraden  8  eine  Tangente  an  eine  Fläche  F 
legen  ? 

Man  nimmt  irgend  eine  Gerade  s*  zu  s  parallel  an,  legt 
durch  8^  eine  die  Fläche  F  schneidende  Ebene  und  sucht  ihren 
Schnitt  mit  F  (1007).  Kann  man  parallel  zu  8^  Tangenten  an 
diesen  Schnitt  ziehen,  so  sind  dieselben  die  gesuchten  Flächentan- 
genten. 

Wie  man  sieht,  ist  dieses  Verfahren  ganz  dasselbe,  als  ob 
8  ein  endlich  gelegener  Punkt  wäre  (1026). 

1028.  Wenn  von  einem  Punkte  8  Tangenten  an  eine  Fläche 
F  gelegt  werden  können,  so  sagt  man,  der  Ponkt  8  liege  auf 
der  convexen  Seite  der  Fläche  F  (Fig.  128);  lassen  sich  aber 
von  /S  keine  Flächentangenten  ziehen,  so  liegt  S  auf  der  conca- 
ven  Fiächenseite. 

1029.  Wann  ist  eine  stetig  gekrümmte  Fläche  ge- 
schlossen ? 

Wenn  sie  durch  keine  Linie  begrenzt  wird.  Eine  Kugel- 
fläche ist  beispielweise  eine  geschlossene ,  ein  Teil  einer  Kugel- 
fläche aber  eine  offene  Fläche. 

Es  gibt  Flächen,  welche  durch  eine  unendlich  ferne  Linie 
begrenzt,  oder  durch  eine  unendlich  ferne  Linie  in  Teile  zerlegt 
werden;  diese  Flächen  gehören  zu  den  offenen. 

1030.  Wenn  8  auf  der  concaven  Seite  einer  stetig 
gekrümmten  Fläche  F  liegt,  wie  yiele  Tangenten 
kann  man  von  8  an  die  Fläche  F  ziehen  ? 

Unzählig  viele  Tangenten,  wovon  man  sich  am  einfachsten 
durch  Versinnlichung  der  Tangenten  an  irgend  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  überzeugt. 

Zieht  man  durch  8  alle  möglichen  Tangenten  an  eine 
Fliiohe  Fj  so  bilden  diese  Tangeuten  zusammengenommen  selbst 


t7l 

« 

wieder  eine  Fläche  F* ;  jede  Gerade  dieser  Fläche  F'  berührt  die 
Fläche  F  in  einem  Punkte ,  folglich  berührt  die  Fläche  F"  die 
gegebene  Fläche  F  längs  einer  Linie,  welche  wir  die  Umriss- 
linie oder  auch  kurzweg  den  Umriss  oder  die  Contour  der 
Fläche  F  für  den  Punkt  8  nennen  wollen. 

Wurden  z.  B.  in  Fig.  128  alle  durch  8  gehenden  Tangenten 
die  Fläche  in  Punkten  der  Linie  bPhe  berühren,  so  wäre  bPhe 
für  den  Punkt  8  die  Contour  der  Fläche. 

1031.  Wenn  man  an  Stelle  des  Punktes  iS  den  opti- 
schen Mittelpunkt  eines  sehenden  Auges  versetzti 
was  sind  jene  Sehstralen,  welche  mit  den  von  £>  an 
die  Fläche  2^  gezogenen  Tangenten  zusammenfallen? 

Sie  sind  Sehstralen,  welche  durch  die  scheinbare  Grenze 
der  Fläche  F  gehen.  Ihre  Berührungsorte  mit  der  Fläche  sind 
Punkte,  in  welchen  der  von  8  aus  sichtbare  Teil  der  Fläche 
endet  und  der  unsichtbare  beginnt;  also  ist  es  ganz  richtig,  die 
Beruhrungslinie  der  Fläche  F'  mit  F  als  (1030)  Umnas  oder 
Contour  von  F  für  den  Punkt  8y  die  Fläche  F'  aber  als  Umriss- 
fläche aus  8  für  die  Fläche  F  zu  bezeichnen. 

1032.  Wie  construiert  man  an  einer  gegebenen 
stetig  gekrümmten  Fläche  F  für  einen  Punkt  8  den 
Umriss? 

Wenn  die  Fläche  vermöge  ihrer  Natur  nicht  specielle  Me- 
thoden zur  Construction  eines  Umrisses  zulässt,  dann  zieht  man 
durch  den  Punkt  /S  eine  beliebige  Menge  von  geraden  Linien 
Pf  j,  9*, .  •  «9  legt  durch  jede  derselben  eine  die  Fläche  F  schnei- 
dende Ebene,  construiert  nach  (1026)  die  möglichen  Flächentan- 
genten und  ermittelt  ihre  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  F. 
Die  der  Natur  der  Fläche  entsprechende  Verbindung  der  erhal* 
tenen  Berührungspunkte  durch  eine  Linie  gibt  die  gesuchte  Con- 
tour der  Fläche  F  für  den  Punkt  8. 

Bei  einer  Kugel  beispielsweise,  ist  für  jeden  auf  der  oon- 
vexen  Seite  liegenden  Punkt  8  die  Umrisslinie  ein  Kreis. 

1033.  Wie  construiert  man  den  Umriss  einer  ge- 
gebenen Fläche  Fy  wenn  der  unendlich  ferne  Punkt  8 
durch  eine  Richtung«  gegeben  ist? 

Man  wählt  mehrere  gerade  Linien  parallel  zur  Richtung  «, 
legt  durch  jede  eine  die  Fläche  F  schneidende  Uilfsebene»  con- 
struiert ihren  Schnitt  mit  der  Fläche  (1007)  und  zieht  an  den 
Schnitt  Tangenten  parallel  zur  gegebenen  Richtung  (749).    Die 


BeruhrangBpu&kte  dieser  Tangenten,  durch  eine  der  Nator  der 
Fläche  entsprechende  Linie  yerbunden  ,  geben  den  Umriss  der 
Fläche  F  für  den  unendlich  fernen  Punkt  S. 

Bei  einer  Kugel  geht  die  Ebene  des  Berührungskreiees 
durch  den  Kugelmittelpunkt,  wenn  S  im  Unendlichen  liegt  (154). 

1034.  Wie  construiert  man  an  eine  Fläche  F  eine 
TangentenebenCi  wenn  diese  durch  einen  gegebenen 
Punkt  8  ausserhalb  der  Fläche  F  gehen  soll  ? 

Man  zieht  (Fig.  128)  von  B  eine  Tangente  p  an  die  Fläche  F 
(1026)  und  findet  einen  Berührungspunkt  P*  Durch  P  construiert 
man  noch  eine  Tangente  j  an  die  Fläche  F  (1023),  alsdann  gebt 
durch  p  und  q^  die  gesuchte  Tangentenebene  (1025).  Die  Aufgabe 
lässt  im  Allgemeinen  viele  Auflösungen  eu. 

1035.  Wie  construiert  man  an  eine  Fläche  ^  eine 
Tangentenebene,  welche  durch  eine  gegebene  Gerade 
p  geht,  wenn  p  die  Fläche  J^  nicht  berührt? 

Man  wählt  in  der  Geraden  zwei  Punkte  8  und  &\  welche 
auf  der  convexen  Seite  von  F  liegen,  und  construiert  für  beide 
Punkte  die  Umrisse  auf  der  Fläche  F  (1032).  Ist  P  ein  Schnitt- 
punkt der  beiden  Umrisslinien ,  so  tangiert  die  durch  P  und  p 
gelegte  Ebene  u  die  Fläche  F  im  Punkte  P,  weil  8P  und  &'P 
zwei  durch  P  gehende  Flächentangenten  sind  (1025).  Schneiden 
sich  die  Umrisslinien  nicht,  so  ist  durch  p  keine  Tangentenebene 
an  die  Fläche  F  möglich. 

1036.  Wie  construiert  man  an  eine  Fläche  R  eine 
Tangenten  ebene  parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  k^? 

Man  zieht  in  der  Ebene  to  zwei  beliebige,  am  besten  nahezu 
anter  einem  rechten  Winkel  sich  schneidende  Gerade  p,  {,  con- 
struiert für  beide  Richtungen  die  Umrisslinien  auf  der  Fläche 
(1033)  und  legt,  wenn  P  ein  Schnittpunkt  derselben  ist,  durch  P 
eine  Ebene  v>*  parallel  zu  tr,  so  muss  w*  die  gesuchte  Tangenten* 
ebene  sein,  weil  durch  P  zwei  Flächentangenten  gehen,  von 
welchen  eine  zu  p,  die  andere  zu  ^  parallel  ist.  * 

1037.  Wie  construiert  man  die  einer  Ebene  f0  näch- 
sten oder  fernsten  Punkte  einer  Fläche  JF^? 

Man  legt  nach  (1036)  alle  zu  w  parallelen  Tangentenebenen 
an  die  Fläche  F\  ihre  Berührungspunkte  entsprechen  der  Aufgabe. 

1038.  Wie  construiert  man  in  einem  gegebenen 
Punkte  P  einer  ebenen  Ourve  .t9,  die  auf  einer  gege- 
benen Fläche  i' liegt,  an  die  Ourve  eine  Tangente? 


Man  legt  durch  den  Punkt  P  eine  Tangentenebene  an  die 
Fläche;  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  w  ist  die  gesuchte  Tangente. 

1039.  Wann  ist  eine  Fläche  in  einem  Punkte  S  an- 
stetig gekrümmt? 

Wenn  nicht  alle  durch  diesen  Punkt  8  gehenden  Berüh- 
rungsebenen (1015)  mit  jeder  derselben  einen  verschwindend 
kleinen  Winkel  einschliessen ,  sondern  wenn  die  Flächenwinkel 
von  einigen  dieser  Berührungsebenen  eine  messbare  Grösse  an- 
nehmen. 

1040.  Besitzt  eine  Fläche  F  nur  einen  einzigen  Punkt, 
in  welchem  sie  unstetig  gekrümmt  ist ,  dann  nennt  man  diesen 
Punkt  eine  Spitze  der  gekrümmten  Fläche. 

1041.  Enthält  aber  eine  Fläche  F  eine  Linie,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  die  Fläche  in  jedem  Punkte  dieser  Linie  un- 
stetig gekrümmt  ist,  dann  nennt  man  dieselbe  eine  Kante  der 
gekrümmten  Fläche. 

1042.  Wenn  in  einer  Kante  einer  krummen  Fläche  F  ein 
Eck  yorhanden  ist  (530),  so  bildet  dasselbe  auch  ein  Eck  der 
krummen  Fläche. 

Eine  Kugel  besitzt  weder  Spitzen,  noch  Kanten,  noch  Ecken, 
weil  sie  sich  in  allen  Punkten  stetig  krümmt. 

.  1043.  Was  versteht  man  unter  Flächen-Normalen? 

Gerade  Linien,  welche  in  einem  ihrer  Durchschnittspnnkte 
mit  der  Fläche  I""  auf  der  Tangentenebene  dieses  Schnittpunktes 
senkrecht  stehen.  Man  construiert  in  einem  gegebenen  Punkte  P 
einer  Fläche  F  eine  Flächen  -  Normale  Ny  wenn  man  in  P  auf 
die  Tangentenebene  des  Punktes  P  (1025)  ein  Perpendikel  er- 
richtet (705). 

1044.  Wie  construiert  man  parallel  zu  einer  ge- 
gebenen Geraden  p   eine  Normale  an   eine  Fläche  F? 

Man  legt  irgend  eine  Ebene  w  senkrecht  auf  die  Gerade  p 
(705)  und  construiert  parallel  zur  Ebene  fo  eine  Tangenten- 
ebene an  die  Fläche  JF^  (1036).  Wird  im  Berührungspunkte  P 
eine  Gerade  N  parallel  zu  p  gezogen ,  so  ist  N  die  gesuchte 
Normale. 
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A,  Eegelfläohan. 

a)    Stralenflächen. 

Begriff,  EnMchangawcise,  Elntellaiii  and  einlsd  allgemelBC  Eigen- 

8eh«nen  von  StraleaSAeheB.    Die  wkhllgeten  Canstracllona-EtseB- 

scfaftflcD  der  ecnkreebten  KreliLegelflürhe. 

§.  52. 
1045.    Was  versteht    man    unter    einem   Straleo- 
bündel ? 

Den  Inbegriff  aller  Geraden  (Stralen),  die  man  durch  einen 
Punkt  S  im  Kaume  zieheo  kann.  S  wird  der  Scheitel  des 
StralenbiindeU  genannt  Liegt  S  im  Uneodlichen,  ao  werden 
alle  Stralen  paFBlIel ,  wodurch  ein  Parallel-Stralenbfindel 
entsteht 

Jede  durch  den  Scheitel  eines 
Stralenbündele  gehende  Ebene 
enthält  einen  Stralen  b  ü  s  c  h  e  1 
(283)  des  Stralenbandela ;  liegt 
der  Scheitel  im  Unendlichen,  so 
ist  die  Ebene  zu  den  Stralen  des 
Bündels  parallel  and  enthält  einen 
Parallel  -  StralenbQschel  des  Pa- 
rallel-Stralenbaadels. 

In  jedem  Stralenbündel  liegen 
unzählig  viele  Slralenbüschel. 

1046.  Was  verstehen  wir 
anter  einer  Stralenfläohe? 

Eine  aus  Stralen  eines  Stra- 
lenbündels  gebildete  Fläche. 

1047.  Wie  kann  man  eine 
Stralenfläche  erzeugen? 

Eine  unbegrenzte  gerade  Linie  p  bewegt  sich  so  weiter, 
dass  sie  stets  durch  einen  festen  Pankt  S,  den  Scheitel  der 
Stralenfläche  geht,  und  dabei  entweder  eine  gegebene  Linie, 
die  sogenannte  Leitlinie,  schneidet,  oder  eine  gegebene  Flache 
F,  die  LeitfUche,  tangiert 

Wie  später  gezeigt  werden  wird,  können  Stralenflächen  auch 
dnrch  andere  Bedingungen  erzeugt  werden»  bei  welchen  eine 
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Leitlinie  oder  eine  Leitfläche  nicht  yorhandeu  zu  sein 
braucht. 

1048.  Welche  Eigentümlichkeit  müssen  wir  an  der 
Flächenform  einer  Stralenfläche  bemerken? 

Die  Eigentümlichkeit;  dass  sie  aus  zwei  Flächenteilen 
(Flächenmäntel  genannt)  bestehen,  die  im  Scheitel /S  eine  ge- 
meinsame Grenze  besitzen  (Fig.  129).  Die  andere  Grenze  eines 
jeden  Flächenmantels  liegt  im  Unendlichen,  x 

1049.  Unter  einer  einfachen  Stralenfläche  soll  immer 
eine  Mantelfläche  einer  vollständigen  Stralenfläche 
(Fig.  129 9  die  also  aus  zwei  einfSeichen  Stralenflächen  besteht) 
verstanden  werden. 

1060.  Die  Stralenflächen  zerfallen  in  Central-  und  in  Pa- 
rallel-Stralenflächen,  je  nachdem  der  Scheitel  «S  im  End- 
lichen (Fig.  129)  oder  Unendlichen  (Fig.  9,  17)  liegt.  Die  Pa- 
rallel-Stralenflächen  bestehen  nur  aus  einer  Mantelfläche. 

1061.  Wie  werden  die  Stralenflächen  noch  weiter 
eingeteilt  ? 

Die  Central-Stralenflächen  zerfallen  in  Kegel-  und  Pyrami- 
denflächen ,  die  Parallel  -  Stralenflächen  in  Cylinder-  (die  innere 
Fläche  in  Fig.  9)  und  Prismenflächen.  Kegel-  und  Cylinderflächen 
sind  gekrümmte  Stralenflächen^  während  Pyramiden,-  und 
Prismenflächen  ungekrümmte  Stralenflächen  sind,  welche 
ans  einzelnen  Teilen  in  Gestalt  von  ebenen  Winkeln,  oder  in 
Gestalt  von  Parallelstreifen  zusammengesetzt  sind.  Diese 
Teile  nennt  man  Seitenflächen  und  den  zwei  aufeinander- 
folgenden Seitenflächen  gemeinsamen  Stral,  eine  Kante  der 
ungekrümmten Stralenfläche.  Der  Flächenwinkel  von  zwei 
in  einer  Kante  zusammentreffenden  Seitenebenen  ist  als  Kanten- 
winkel zu  bezeichnen. 

1062.  Ebenen,  welche  durch  den  Scheitel  einer  Stralenfläche 
gehen,  sind  als  Scheitelebenen  (vxmäw  Fig.  129),  alle  übri- 
gen Ebenen  als  Schnittebenen  (u,  Fig.  129)   zu   bezeichnen. 

1063.  Die  Schnitte  von  Schnittebenen  mit  Kegel-  und  Cylin- 
derflächen sind  Curven  (Fig.  130),  mit  Pyramiden-  und  Pris- 
menflächen Polygone  (Fig.  129);  die  Ecken  der  Polygone 
liegen  in  den  Kanten  der  ungekrümmten  Stralenflächen. 

1064.  Was  verstehen  wir  unter  einem  Seiten- 
elemente einer  Stralenfläche? 

18* 
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Einen  von  zwei  aneinanderliegend  en  Straten  gebildeten,  also 
einen  unendlich  langen  aber  unendlich  schmalen  Teil  einer  Stra- 
lenfläche  {8a,  Sb,  Fig.  130).  Im  Scheitel  der  Stralenfläche  liegt 
der  Scheitel  des  Seitenelementes  und  ist  die  Breite  des- 
selben auf  einen  Punkt  reduciert 

1055.  Bei  den  gekrümmten  Stralenflächen  liegen  je  zwei 
aufeinanderfolgende  Seitenelemente  {Sab  und  Sac)  in  verschie- 
denen Ebenen  ,  bei  den  ungekrümmten  Stralenflächen  hingegen 
liegt  immer  eine  ganze  Gruppe  von  aufeinanderfolgenden  Seiten- 
elementen in  einer  Ebene.  Jede  dieser  Gruppen  bildet  eine  Seiten. 
fläche  der  ungekrümmten  Stralenfläche  (Sab^  Sbc,  .  .  .  Fig.  129). 

1056.  Ein  jedes  Seitenelement  einer  Stralenfläche  besteht 
aus  unendlich  vielen  Eleroentardreiecken  (1014).  Legt  man  daher 

durch  ein  einziges  dieser  Elemen- 
tardreiecke  (z.  B.  bei  Pin  Fig.  130) 
eine  Ebene,  so  liegen  auch  alle  an- 
deren Elementardreiecke  des  Seiten- 
elementes in  dieser  Ebene. 

1057.  Berührt  eine  Ebene  V 
eine  Stralenfläche  in  einem  Elemen- 
tar-Dreiecke  P,  so  berührt  diese 
Ebene  die  Stralenfläche  nach  der 
ganzen  Länge  jenes  Seitenelementes 
{Sab,  Fig.  130),  dem  das  Elemen- 
tardreieck  P  angehört.  Die  Rich- 
tigkeit folgt  aus  (1056). 

1058.  Da  zwei  unendlich  nahe 
Stralen  einer  Stralenfläche  sinnlich 

nicht  von  einander  unterschieden  werden  können  (in  Fig.  130 
wurden  blos  wegen  der  leichteren  Erklärung  die  Stralen  Sa  und 
Sb  von  einander  unterschieden),  so  wird  das  Seitenelement ,  in 
welchem  eine  Ebene  eine  Stralenfläche  berührt,  gewöhnlich  als 
der  Berührungsstral  der  Berührungsebene  F  betrachtet  {Sa, 
Fig.  130),  und  man  sagt:  Jede  Berührungsebene  einer  gekrümmten 
Stralenfläche  berührt  die  letztere  nach  der  ganzen  Länge  eines 
Flächenstrales. 

1059.  Ist  der  Schnitt  einer  gekrümmten  Stralenfläche  mit 
einer  Schnittebene  (1052)  eine  stetig  (rekrümmte  Curvo ,  so  ist 
auch  die  Stralenfläche  (Fig.  130)  stetig  gekrümmt  (1017).  Wenn 
demnach    eine   Ebene   eine    Stralenfläche    in    einem    Punkte    P 
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tangiert  (1018);  so  muss  sie  die  Stralenfläcbe  auch  in  jedem 
Punkte  des  durch  P  gehenden  Flächenstrales  (Sa)  tangieren,  wo- 
durch für  die  grafischen  Constructionen  die  Tangentenebene  mit 
der  Berübruogsebene  identisch  wird  (1057). 

1060.  Der  durch  einen  Punkt  F  einer  Stralenfläcbe  gehende 
Flächenstral  ist  ab  eine  Flächen tangente  für  den  Punkt  P  anzu 
sehen,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  auch  in  allen  seinen 
übrigen  Pnnktea  die  Stralenfläcbe  zu  tangieren.  Wenn  es  sich 
bei  manchen  Aufgaben  darum  handelt,  durch  einen  Punkt  P  einer 
Stralenfläcbe  zwei  Flächentangenten  zu  legen  ,  so  kann  immer 
der  durch  P  gehende  Flächenstral  als  eine  dieser  Tangenten  an- 
genommen werden. 

1061.  Wie  construiert  man  in  einem  Punkte  P 
einer  un  gekrümmten  Stralenfläcbe  eine  tangierende 
Ebene? 

Liegt  der  Punkt  P  in  keiner  Kante  (lOöl),  so  ist  die  Sei- 
tenebene,  in  welcher  P  liegt,  selbst  die  gesuchten  Tan- 
gentenebene. 

Liegt  aber  P  in  einer  Kante  (Fig.  129),  so  ist  jede  durch 
diese  Kante  gelegte  unbegrenzte  Ebene  F,  welche  nicht  in  den 
von  den  Seitenebonen  gebildeten  einfachen  Flächenwinkel  (73) 
eindringt  (wie  dies  Ton  der  Ebepe  w  geschiebt),  eine  Tangenten- 
ebene an  die  ungekrümmte  Stralenfläcbe.  Demzufolge  kann 
man  durch  eine  Ejante  einer  ungekrümmten  Stralenfläcbe  unzählig 
viele  Taogentenebenen  legen. 

1062.  Fuhrt  man  durch  eine  solche  Kante  auch  noch  alle  mög- 
lichen unbegrenzten  Ebenen,  weichein  den  einfachen  Flächen- 
winkel der  Seitenebenen  eindringen  (wie  w)j  so  ergänzt  die  Ge- 
sammtheit  dieser  Ebenen  die  Gesammtheit  der  Tangentenebenen 
zu  dem  ganzen  unendlichen  Kaum. 

1063.  Wenn  ein  Punkt  (ilf  oder  iV  Fig.  129  und  130)  ausser- 
halb einer  ungekrümmten  Stralenfläcbe  eine  solche  Lage  besitzt, 
dass  durch  ihn  eine  Tangentenebene  V  an  die  Stralenfläcbe  ge- 
legt werden  kann  (1061) ,  dann  sagt  man  der  Punkt  liege  auf 
der  convexen  Seite  der  Stralenfläcbe. 

1064.  Aus  diesen  Erklärungen  geht  hervor ,  dass  man  die 
Begriffe  von  Tangentenebenen  und  Tangenten  auch  auf  die  eben- 
flächig begrenzten  Bäume  ausdehnen  kann^  und  dass  man  dem- 
zufolge auch  jede  unbegrenzte  Gerade  (die  durch  Ma  Fig«  129), 
die  man  in  einer  Polygonsebeno  u  durch  einen  Eckpunkt  a   so 


»78 

zielien  kaon,  d&as  eie  Dicht  in  den  von  den  PolygODseiten  gebil- 
deten WiDkel,  welcher  kleiner  &ls  2R  ist,  eindringt,  auch  als  eine 
Tangente  an  das  ebene  Polygon  bezeichnen  musB. 

1065.  Welche  specielle  Methode  gibt  es  bei  den 
Stralenflächen,  um  an  sie  Tangeatenebenen  za  legen? 
Wenn  irgend  eine  Tangeatenebene  an  eine  Stralenflftche  ge- 
legt werden  soll,  so  ermittelt  man  den  Stral  der  Fläche ,  längs 
welchem  die  Beräbrnng  erfolgen  wird.  Dieser  Stral  trifft  die 
Basisebene  in  einem  Punkte;  durch  diesen  zieht  man  eine  Tan- 
.  gente  an  die  BaBislinie  und 

legt  durch  sie  und  den  Be- 
rOhrungsstral  eine  Ebene, 
so  ist  diese  die  gesuchte 
Tangentenebene. 

1066.SolldieTaogen- 
tenebene  durch  einen 
gegebenen  Punkt  L  ge- 
hen, weicherausserbalb 
der  Stralenflftche  liegt, 
BO  musB  die  durch  L  zum 
Scheitel  jS  gesogene  Gterade 
in  der  Tangentenebene  lie- 
gen. Sucht  manibren  Schnitt 
mit  der  Basisebene  und  siebt 
durch  ihn  Tangenten  an  die 
Basislinie ,  bo  gebt  durch 
jede  dieser  Tangenten  und 
dorch  LS  eine  Tangenten- 
ebene. 

1067.       Liegt      der 
Punkt    L   im    Unendli- 
chen,  so    ist    L   durch 
die  Richtung  einer  Ge-raden  l  gegeben: 

o)  Bei  Oentral-Stralenfiächen  zieht  man  durch  den  Scheitel 
S  eine  Parallele  /'  zu  l  und  legt  durch  l'  eine  Tangentenebene 
wie  in  (1066). 

b)  Bei  Parallel-Stralendächen  wählt  man  sich  in  der  Basis- 
ebene u  einen  Punkt  Q,  zieht  durch  Q  eine  Gerade  l'  parallel 
zu  l  und  durch  irgend  einen  Punkt  JS'  der  Geraden  /'  eine  Pa- 
ralle  zu  den  Stralen  der  Fläche.     Diese  Parallele    erzengt    einen 
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Schnittpunkt  R  in  der  Ebene  n,  mithin  ist  QR  der  Schnitt  einer 
Hilfsebene  to  mit  der  Basisebene  u.  Zieht  man  an  die  Basis  der 
Parallel- Stralenfläcbe  Tangenten  parallel  zu  Qi2,  so  wird  jede 
Ebene,  die  durch  eine  solche  Tangente  an  die  Stralenfläcbe  tan- 
gierend gOilegt  wird,  auch  zur  geg^fneneu  Richtung  parallel  sein. 

1068.  Welche  Beziehung  beBteht  zwischen  den 
Figuren,  welche  durch  die  Schnitte  zweier  beliebi- 
gen Schnittebenen  u  und  w  auf  einer  Stralenfläcbe 
entstehen  ? 

Werden  die  Schnittpunkte  {aa^  Fig.  131)  eines  Flächen- 
strales  mit  den  beiden  Ebenen  t«  und  to  als  verwandte  Punkte 
bezeichnet,  so  sieht  man  ein,  dass  von  je  zwei  verwandten  Punkten 
der  ebenen  Schnitte  u  und  to  jeder  eine  Projection  des  andern  ist. 

Ist  8  die  Durchschnittsgerade  der  Ebenen  u  und  to,  und  denkt 
man  sich  durch  den  Scheitel  der  Stralenfläcbe  irgend  eine  mit 
der  Stralenfiftche  in  Verbindung  stehende  Ebene  (/Sa  6),  so  sieht 
man  ein,  dass  die  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  u  und  w  {ab 
and  a'b')  zwei  verwandte  Gerade  sein  müssen,  die  sich  in  s 
begegnen.     Aus  diesen  Wahrnehmungen  zieht  man  den  Schluss : 

Wird  eine  Stralenfläcbe  von  zwei  Ebenen  u  und 
to  geschnitten,  so  liegen  beide  Schnitte  perspecti- 
visch-collinear ;  der  Scheitel  der  Stralenfläcbe  ist 
dasCentrumund  die  Durchschnittslinie  9  der  Schnitt' 
ebenen  u  und  to  die  Begegnungsgerade  der  perspec- 
tivischen  Lage« 

1069.  Bei  Cylinder-  und  Prismenflächen  liegen  die  ebenen 
Schnitte  perspectivisch  affin,  weil  das  Centrum  S  im  Un- 
endlichen liegt 

1070.  Sind  die  Schnittebenen  u  und  to  parallel,  so  werden 
die  Schnitte  bei  Kegel-  und  Pyramidenflächen  perspectivisch 
ähnlieh,  bei  Cylinder-  und  Prismenflächen  perspectivisch^ 
congruent 

1071.  Wenn  man  zwei  ebene  Schnitte  u  und  tt;  einer 
Stralenfläcbe  abbildet,  in  welcher  Beziehung  müssen 
in  jeder  Bildebene  die  Projectionen  der  Schnittfigu- 
ren zu  einander  stehen? 

Sie  liegen  im  Allgemeinen  perspectivisch  -  colli  near 
(§.  12).  Das  Bild  des  Scheitels  der  Stralenfläcbe  ist  das  Centrum, 
und  das  Bild  der  Durchschnittsgeraden  s  der  Schnittebenen  u 
und  10  die  Begegnungsgerade  der  perspectivischen  Lage. 


Um  dies  einzusehen,  denken  wir  uns  (Fig.  131)  zwei  Seiten 
üb  und  a^b'  der  Schnitte,  welche  von  den  Ebenen  u  und  lo  auf 
der  Stralenfläohe ,  deren  Scheitel  S  ist,  erzeugt  werden,  so  ist 
jede  der  beiden  Geraden  ab  und  a^b'  eine  directe  Projection  der 
andern  (1068)  aus  dem  Scheitel  S  und  ihr  Schnittpunkt  C  liegt 
in  der  Scbnittgeraden  s  der  Ebenen  u  und  w.  Wird  nun  die 
Stralenfläche  8  sammt  den  ebenen  Schnitten  u  und  w,  z.  B.  or- 
thogonal auf  der  Bildebene  I  abgebildet,  so  werden  von  Sj  8,  ab 
und  a^b^  die  Bilder  6',,  9^,  a^b^^  ^\^\  entstehen,  und  nun  ist 
klar,  dass  die  drei  Bilder  S^,  a^f  a\  in  einer  geraden  Linie  liegen 
müssen,  weil  im  Räume  die  drei  Punkte  S,  a  und  a'  ja  auch  in 
einer  geraden  Linie  liegen.  Es  liegen  also  die  Bilder  von  je  zwei 
verwandten  Schnittpunkten  aa"  mit  dem  Bilde  vom  Scheitel  S 
perspectivisch. 

Die  Bilder  a^fr,,  a\b\  verlängert,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  C|'der  Geraden  «,,  weil  im  Räume  die  Geraden^  ab  und 
a'b^  sich  im  Punkte  C  der  Geraden  8  begegnen;  mithin  ist  das 
Bild  der  Schnittgeraden  s  der  Ebenen  u  und  w  die  Begeg- 
nungsgerade für  die  Bilder  der  Schnitte,  welche  die  Ebenen  u 
und  w  auf  der  Stralenfläche  S  erzeugen. 

(Die  Fig.  131,  welche  selbst  eine  Projection  der  gedachte  n 
Stralenfläche  und  ihrer  ebenen  Schnitte  t^  und  w  ist,  bestätigt 
gleichfalls  die  ausgesprochene  Behauptung  der  perspectivischen 
Lage  der  Schnittbilder.) 

1072.  Fällt  das  Bild  von  S  in  unendliche  Entfernung,  so 
liegen  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  u  und  toperspectivisch- 
affin  (Fig.  17);  fällt  nur  das  Bild  der  Durchschnittsgeraden  u 
und  w  in's  Unendliche,  so  werden  die  Bilder  der  Schnitte  u  und 
iv  perspectivisch  ähnlich  (Fig.  10);  und  fallen  sowol  vom 
Scheitel  S  als  auch  von  der  Schnittgeraden  s  die  Bilder  ins  Un« 
endliche,  so  liegen  die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  n  und  ti^  per- 
spectivisch congruent  (Fig.  9). 

1073.  Wie  entsteht  eine  senkrechte  Kr  eiskegel- 
fläche? 

Ist  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  (Fig.  130),  die  Leitlinie 
einer  Stralenfläche  mit  dem  Scheitel  S  und  steht  8  0  auf  der  Kreis- 
ebene  senkrecht  (94),  so  ist  die  Stralenfläche  eine  senkrechte 
Elreiskegelfläche  und  /SO  die  Axe  derselben;  ist  aber  80  zur 
Kreisebene  geneigt,  so  wird  die  Kreiskegelfläche  eine  schiefe  ge- 
nannt (SO  ist  dann  keine  Axe). 
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1074.  Eine  senkrechte  Kreiskegelfläcbe  entsteht  ai|ch  durch 
die  Drehung  eines  Winkelschenkels  um  den  zweiten  Schenkel  (802). 
Alle  zur  Eegelaxe  senkrechten  Ebenen  durchschneiden  die  senk- 
rechte Ereiskegelfläche  in  Parallelkreisen.  Wird  eine  der- 
artige Kegelfläche  durch  die  Spitze  und  einen  Parallelkreis  be- 
grenzt, so  entsteht  ein  begrenzter  Baum,  der  senkrechte 
Kreiskegel. 

1075.  Wird  ein  Ejreis  zur  Leitlinie  einer  Parallel -Straten- 
fläche  gewählt,  so  entsteht  ein  Kreis  -  Cylinder.  Jenachdem  die 
Stralen  zur  Kreisebene  schief  oder  senkrecht  stehen ,  ist  er  ein 
schiefer  oder  senkrechter  Kreis-Cylinder. 

1076.  Welches  sind  die  wichtigsten  Constructions- 
Eigenschaften  eines  senkrechten  Kreiskegels? 

1.  Alle  Flächenstralen  haben  einerlei  Neigung  zur  Kegel- 
axe {%  aSO  =  -^  e  SO  =  . .  .)  (Fig.  130). 

2.  Alle  Flächenstralen  haben  gegen  sämmtliche  Kreisebenen 
des  Kegels  gleiche  Neigung  {"^Sa 0  =  "^^SeO  =  ...),  welche  die 
Neigung  der  Flächenstralen  zu  einem  rechten  Winkel  ergänzt. 
{%^'eO  +  XÖSe  =  R). 

3.  Alle  Tangentenebenen  haben  zur  Kegelaxe  dieselbe  Nei- 
gung, wie  die  Flächenstralen  (-^  [w,  S  0]  =  ^[eS 0]). 

4.  Alle  Tangentenebenen  haben  zu  den  Kreisebenen  des 
Kegels  ebenfalls  dieselbe  Neigung  wie  die  Flächenstralen  ("^^^^  [w^  u]  = 

t  [S«  0]). 

5.  Alle  Periferiepunkte  desselben  ParaUelkreises  der  senk- 
rechten Kegelfläche  besitzen  einerlei  Entfernung  vom  Scheitel 
derselben  {Sa  =  ÄJ  =  5«  =  . .  .) 

6.  Jede  Gerade,  welche  in  irgend  einem  Punkte  eine  Nor- 
male (1043)  zur  Kegelfläche  ist,  schneidet  die  Kegelaxe. 

7.  Zieht  man  durch  alle  Punkte  eines  Parallelkreises  Nor- 
malen zur  Kegelfläche,  so  schneiden  sich  diese  in  demselben 
Punkte  der  Kegelaxe  und  bilden  einen  neuen  senkrechten  Kreis- 
kegel. Jeder  dieser  beiden  Kegel  ist  ein  Normalenkegel  des 
andern. 

8.  Jede  Kugel,  deren  Centrum  irgendwo  in  der  Axe  einesi 
senkrechten  Kreiskegels  liegt ,  schneidet  letzteren  in  zwei 
Kreisen.  Wird  der  Kugelradius  zu  klein,  so  schneidet  die  Kugel 
den  Kegel  nicht  (man  sagt,  die  Kreisschnitte  seien  imaginär). 
Fallen  aber  die  beiden  Kreise  unendlich  nahe  aneinander,  dann 
ist  die  zwischen  beiden  Kreisen  liegende  unendlich  schmale  Zone 
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der  Kugelfläche  und  der  Kegelfläche  gemeinsaai,  d.  h.  Kugel-  und 
Eegelääche  berühren  sich  in  einem  Ereiae. 

9.  Dreht  sich  ein  Kreis  mit  einer  Tangente  um  einen  Durch - 
meBserj  so  erzeugt  der  Kreis  eine  Kugel,  die  Tangente  eine  sie 
umhüllende  (bertLhrende)  senkrechte  Kreiskegelfläche. 

10.  Ist  die  Tangente  zum  Durchmesser  (Drehungsaxe)  pa- 
rallel, so  entsteht  ein  die  Kugel  umhüllender  senkrechter  Kreis- 
Cylinder. 

Abbildung  von  Stralenflttchen  and  ihrer  ebenen  Schnitte.  Constroc- 
tion  von  Deelclinien.    Schnitte  von  Linien  mit  StralenflAclien 

abzubilden. 

§.  53. 

1077.  Um  eine  Stralenfläche  abzubilden  (1001)  wird  man 
gewöhnlich  von  einem  ebenen  Schnitte  {adef)  und  vom  Scheitel 
S  der  Stralenfläche  (Fig.  130),  oder  von  zwei  ebenen  Schnitten 
der  Stralenfläche  (Fig.  9)  die  Bilder  suchen,  und  mehrere  Punkte 
des  Schnittbildes  mit  dem  Bilde  des  Scheitels  S  durch  gerade 
Linien  verbinden,  welche  offenbar  die  Projectionen  von  einigen 
Stralen  der  Stralenfläche  sein  müssen. 

1078.  Zieht  man  die  Bilder  dieser  Stralen  nur  vom  Bilde  S 
des  Scheitels  S  bis  an  die  Projection  des  ebenen  ScbnitteS|  oder 
wenn  zwei  ebene  Schnitte  der  Stralenfläche  abgebildet  sind,  vom 
Bilde  des.  einen  Schnittes  bis  zum  verwandten  Punkte  im  Bilde 
des  zweiten  Schnittes  (Fig.  9),960  erhält  man  eine  Abbildung  von 
einem  begrenzten  Stücke  der  Stralenfläche,  also  eine  Abbil- 
dung'von  einem  Kegel,  einer  Pyramide,  einem  Cylinder 
oder  einem  Prisma. 

In  Fig.  129  ist  eine  Pyramidenfläche  so  dargestellt,  dass 
wir  uns  dieselbe  nach  beiden  Seiten  in 's  Unendliche  verlängert 
denken  sollen;  die  Zeichnung  stellt  daher  das  Bild  einer  unbe- 
grenzten Stralenfläche  vor. 

1079.  Welches  ist  der  Weg,  den  man  bei  der  Ab- 
bildung einer  begrenzten  Stralenfläche  einschlagen 
wird  ? 

1.  Man  wird  eine  Ebene  u  annehmen  (Fig.  131)^  in  welcher 
die  Basislinie  der  Stralenfläche  liegen  soll; 

2.  die  Basislinie  abbilden  (a(c.«  Ata) ; 

3.  das  Bild  (oder  wenn  man  mehrere  Bilder  der  Stralen- 
fläche zeichnet^  die  Bilder)  des  Scheitels  ^  aufsuchen ; 


4.  beurteilen ,  ob  der  begrenzte  Teil  der  Basisebene  dem 
projizierenden  Auge  sichtbar  oder  unsichtbar  idt;  endlich 

5.  die  Bilder  der  Projection8-Contour(l03l)  und  einiger 
sichtbarer,  sowie  unsichtbarer  Stralen  der  Fläche  darstellen. 

1080.  Welche  Bestimmungsstücke  einer  Basis- 
ebene wird  man  abbilden,  um  die  Basislinie  orthogo- 
nal möglichst  leicht  construieren  zu  können? 

Es  ist  zwar  recht  bequem  zu  arbeiten,  wenn  man  von  der 
Basisebene  u  beide  Spuren  zur  Verfügung  haben  kann,  aber  ge- 
wöhnlich noch  besser  ist  es,  von  der  Ebene  u  eine  Spur 
(z.  B.  ü^)  und  eine  mit  ihr  gleichlaufende  Spurparallele  p 
abzubilden  (Fig.  66). 

Sind  beide  Spuren  gegeben ,  so  kann  man  trotzdem  noch 
eine  Spurparallele  abbilden  (Fig.  68) ;  sind  aber  keine  Spuren 
der  Ebene  u  gegeben,  so  sucht  man  entweder  eine  Spur  und  eine 
ihr  gleichlaufende  Spurparallele,  oder  wenn  es  zu  umständlich 
wird,  die  Spur  zu  construieren^  so  ermittelt  man  zwei  gleich- 
laufende Spurparallele. 

1081.  Wie  verfährt  man,  um  die  Basislinie  abzu- 
bilden? 

Man  zeichnet  in  einer  Bildebene  die  Basislinie  in  wahrer 
Gestalt  (Fig.  91)  und  projiciert  sie  congruent  auf  die  Basis- 
ebene u  (739). 

1082.  Wie  findet  man  den  Scheitel  S  der  Stralen- 
fläche? 

Wenn  die  Stralenfläche  eine  willkiirliche  ist,  so  kann  man 
8  ganz  beliebig  annehmen,  nur  darf  >S  nicht  in  der  Basis- 
ebene  u  Hingen. 

Wenn  man  daher  bei  orthogonalen  Projectionen  von  *S  zwei 
zugeordnete  Bilder  beliebig  annimmt,  so  muss  man  noch  vor 
der  Abbildtmg  der  Flächenstralen  untersuchen,  ob  auch  der  Punkt 
S  ausserhalb  der  Basisebene  u  liegt  (680,  682). 

Ist  aber  8  nicht  beliebig ,  so  muss  S  den  gegebenen  Be- 
dingungen gemäss  abgebildet  werden. 

1083.  Wie  wird  man  beurteilen,  ob  der  begrenzte 
Teil  der  Basisebene  dem  projicierenden  Auge  sicht- 
bar oder  unsichtbar  ist? 

Wenn  das  projicierende  Auge  und  der  Scheitel  der  be- 
grenzten Stralenfläche  auf  einerlei  Seite  der  Basisebene  liegen, 
so  kann  das  projicierende  Auge  die  begrenzte  Basisebene  nicht 
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sehen,  weil  sie  von  der  Stralenfläche  verdeckt  wird;  wenn  hin* 
gegen  der  Scheitel  und  das  projicierende  Auge  auf  verschiedenen 
Seiten  der  begrenzten  Basisebene  liegen,  so  sieht  das  Auge 
die  begrenzte  Basisebene« 

Bei  der  Abbildung  in  Fig.  131  liegen  das  projicierende 
Auge  und  der  Baumpunkt  S  auf  derselben  Seite  der  Basisebene  u, 
folglich  ist  von  der  begrenzten  Basisebene  die  Fläche  nicht  zu 
sehen,  mithin  muss  die  Linie  von  h  über  t  bis  a,  so  wie  von  B 
über  d  bis  e  gestrichelt  werden. 

Bei  der  in  Fig.  130  abgebildeten  Kegelfläche  liegen  das 
projicierende  Auge  und  der  Scheitel  8  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Basisebene.  Der  begrenzte  Teil  der  letzteren  ist  daher 
dem  projicierenden  Auge  sichtbar,  abo  muss  auch  das  Bild  dem 
entsprechend  gezeichnet  werden.  Denkt  man  sich  die  Basisebene 
durchsichtig,  so  werden  die  Stralen  der  dem  Auge  abgewen- 
deten Fläche  dennoch  teilweise  sichtbar,  wie  dies  an  dem 
Strale  Se  bemerkbar  gemacht  wurde. 

1084.  Jeder  Raum,  der  von  einem  ausser  ihm  liegenden 
Auge  proJKciert  wird,  zeigt  diesem  Auge  nur  einen  Teil  seiner 
Oberfläche  (1031),  die  Grenze  dieses  sichtbaren  Teiles  wird  nun 
P  r  oj  ec  t  io  n  s- C  on  to  ur  genannt,  wenn  dasselbe  Auge 
diese  Grenzen  des  Raumes  auf  die  Bildebene  projiciert.  Bei 
den  orthogonalen  Projectionen  müssen  wir  demnach  an  jedem  der 
Abbildung  unterzogenen  Gegenstande  ebensoviele  Projections-Con- 
touren  unterscheiden,  als  Projections-Centra  vorhanden  sind.  Dess- 
halb  können  wir  von  einer  ersten,  zweiten,  dritten  Projections- 
Contour  (kurzweg  ersten,  zweiten,  dritten  Oontour, . .  ,)  sprechen, 
jenachdem  sie  sich  auf  das  projicierende  Auge  I, II, III,...  bezieht 

1085.  Die  Projections-Contour  auf  die  Bildebene 
aus  jenem  Afige  projiciert,  für  welches  sie  Contour 
ist,  gibt  die  Bi  ld-Gontour>  d.  i.  den  Umriss  des  Bildes 
vom  abgebildeten  Objccte,  In  Fig.  131  ist  SabeJiefghSB 
daa  Bild  der  Projections-Contour  einer  nur  teilweise  gekrümmten 
Stralenfläche,  denn  alle  die  TeUe  der  genannten  Linie  sind  Bil- 
der von  solchen  Linienstucken  der  Stralenfläche,  welche  dem  auf 
die  Bildebene  projicierenden  Auge  die  sichtbare  Fläche  von  der 
unsichtbaren  trennen. 

Unter  dem  Umriss  eines  Bildes  ist  demnach  nicht  bloss  der 
äi^sserste  Umfang  zu  verstehen,  wie  z.  B.  SdefS  in  Fig.  130, 
sondern  überhaupt  das  Bild  aller  Linien  eines  Gebildes, 
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welche  die  dem  Auge  sichtbaren  Teile  Yon  den  un- 
sichtbaren trennen.  Also  gehört  in  Fig.  131  die  Strecke  SB 
auch  zum  Umriss  des  dargestellten  Stralengebildes. 

1086.  Wie  erhält  man  die  Contour  des  Bildes  einer 
begrenzten  Stralenfläche  ? 

Zieht  man  (Fig.  130)  vom  Bilde  S  des  Scheitels  S  Tan- 
genten Sd,  8f)  an  das  Bild  der  Basislinie,  so  sind  diese  Tan- 
genten die  geradlinige  Contour  des  Bildes  der  Stralenfläche. 
Die  krummlinige  Contour  {def)  ist  ein  Teil  vom  Bilde  der 
Basislinie;  und  reicht  von  der  einen  geradlinigen  Contour  bis  zur 
anderen. 

In  Fig.  131  ist  das  Bild  der  Basislinie  zum  Teil  eine  Curve 
zum  Teil  ein  Polygon.  Nach  dem  erweiterten  Begriffe  einer  Tan- 
gente (1064),  kann  man  von  8  ans  vier  Tangenten  an  die  Basis- 
linie ziehen,  von  welchen  8h  die  Curve  berahrt,  während  8ay 
Sd,  Se,  die  Basislinie  blos  in  Ecken  a,  d  und  e  tangiren.  Von 
diesen  vier  Tangenten  hat  Sd  eine  besondere  Bedeutung,  sie  ist 
nämlich  das  Bild  eines  unsichtbaren  Umrisses  der  Stralen- 
fläche. Denn  denken  wir  uns  im  Räume  den  Teil  Sef  der  Stra- 
lenfläche weg,  so  wird  augenblicklich  die  Ebene  Sed  sichtbar 
und  bildet  Sd  im  Räume  sofort  einen  sichtbaren  Umriss.  Da 
sonach  Sd  ein  wirklicher  Umriss  der  Stralenfläche  ist,  welcher 
nur  in  Folge  der  weiteren  Gestaltung  der  Fläche  dem  Auge  ent- 
zogen wird,  so  liegt  in  der  Bezeichnung  unsichtbarer  Um- 
riss kein  Widerspruch. 

1087.  Liegt  das  Bild  des  Scheitels  einer  Stralenfläche  im 
Innern  des  Bildes  einer  geschlossenen  ebenen  Basislinie  einer  Stra- 
lenfläche oder  auch  im  Bilde  der  Basislinie  selbst,  dann  ist  blos 
das  Bild  der  Basislinie  der  Umriss  vom  Bilde  der  Stralenfläche. 

1088.  Wenn  eine  Seitenebene  einer  Stralenfläche  bei  ihrer 
Erweiterung  durch  das  projicierende  Auge  gehen  würde,  dann  ist 
das  Bild  dieser  Seitenebene  eine  gerade  Linie  (Nullseite),  die  dem 
Umrisse  vom  Bilde  der  Stralenfläche  angehört 

1089.  Wie  wird  man  den  Schnitt'einer  Ebene  to 
mit  einer  Stralenfläche  abbilden? 

a)  Geht  die  Ebene  to  durch  den  Scheitel  /9,  wie  in  Fig.  129, 
so  muss  man  ihre  Schnittlinie  hi  mit  der  Basisebene  u  suchen 
(§.38).  Diese  Schnittlinie  trifft  die  Basis li nie  entweder  gar 
nicht  oder  in  einigen  Punkten,  z.  B.  in  a  und  k,  folglich  sind 
Sa,  Sk  die  Schnitte  von  w  mit  der  Stralenfläche. 


b)  Ist  die  Ebene  to  keine  Scheitelebene  (Fig.  131),  so  sucht 
man  die  Bilder  der  Schnitte  von  hinreichend  vielen 
Stralcn(Äa,  Ä6,iSc,  ...Ät,..  .)  der  Flache  mit  der  Ebene 
u'y.und  verbindet  sie  nach  ihrer  natürlichen  Reihen- 
folge. Dabei  ist  stets  zu  beachten ,  daas  das  Bild  des  ebenen 
Schnittes  to  mit  dem  Bilde  der  Basislinie  n  perspectivisch  liegt 
(1068).  Kann  man  daher  das  Bild  8  der  Schnittgeraden  von  u 
mit  w  auf  der  Zeichnung  noch  erhalten,  so  wird  man  viele  Punkte 
des  Schnittes  von  w  mit  der  Stralenfiäche  mit  Hilfe  der  per* 
spectivischen  Collineation  abbilden  können,  wodurch  oft  eine  be- 
deutende Vereinfachung  der  Construction  entstehen  wird. 

Der  Lernende  zeichne  sich  zugeordnete  Abbildungen  von 
Stralenflächen  und  eine  schneidende  Ebene  w  durch  ihre  Spuren, 
oder  sonstwie  gegeben  auf,  und  construiere  die  Schnittbilder,  wo- 
bei (692)  zur  Anwendung  kommen  wird. 

1090.  Wie  construiert  man  den  Schnitt  einer  Ge- 
raden q  mit  einer  Stralenfiäche. 

Man  legt  durch  die  Gerade  q  (Fig.  131)  eine  Ebene  w  und 
sucht  deren  Schnittlinie  mit  der  Stralenfiäche.  In  den  Punkten, 
in  welchen  diese  Schnittlinie  von  der  Gerade  q  getroffen  wird, 
durchschneidet  die  Gerade  q  die  Stralenfiäche. 

1091.  Am  ein£Etchsten  ist  es  in  vielen  Fällen,  die  Ebene  w 
durch  die  Gerade  q  und  den  Scheitel  S  der  Stralenfiäche  zu  legen 
(Fig.  129),  weil  die  Schnitte  von  to  mit  der  Stralenfiäche  Flächen- 
stralen  werden. 

1092.  Bei  orthogonalen  Abbildungen,  wenn  zwei  zugeord- 
nete Bilder  der  Stralenfiäche  und  der  Geraden  q  gegeben  sind, 
betrachte  man  das  Bild  von  q  als  Nullseite  von  w  (609) ;  alsdann 
ist  die  Schnittlinie  von  to  mit  der  Stralenfiäche  ebenfalls  sehr 
leicht  zu  construieren  (Fig.  82). 

1093.  Es  ist  von  einem  Punkte  einer  Stralenfiäche 
sein  Bild  (E  Fig.  130)  gegeben.  Es  soll  der  Stral  abge- 
bildet werden,  auf  welchem  E  liegt. 

Verbindet  nuLn  das  Bild  E  des  Raumpunktes  E  mit  dem 
Bilde  S  des  Scheitels  S,  so  wird  SE  das  Bild  der  Basislinie  in 
einem  Punkte  e  schneiden)  mithin  ist  Se  jener  Stral,  auf  welchem 
der  gegebene  Punkt  E  liegt 

Schneidet  8E  die  Basislinie  noch  in  einem  Punkte,  z.  B.  g^ 
so  kann  E  auch  auf  dem  Strale  JSg  liegen.  Setzt  man  bei  der 
Annahme  des  Punktes  E  die  Bedingung  hinzu,  E  soll  auf  der 
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dem  Auge   abgewendeten  Seite    der  Stralenfl&ohe   Hegen ,    dann 
gibt  es  keinen  Zweifel  mehr,  daas  E  auf  dem  Strale  Se  liegt  * 

1094.  Was  verstehen  v^ir  unter  Deckstralon  einer 
Stralenfläche  ? 

Jene  Stralen  der  Stralenfläche^  welche  mit  dem  projicieren- 
den  Auge  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  In  F^g.  130  sind 
Se  und  Sg  zwei  Deckstralen  {Sg  wurde  nicht  gezeichnet,  weil 
sonst  die  Strecke  Sg  auch  voll  zu  ziehen  gewesen  wäre).  In 
Fig.  131  liegen  in  der  durch  Se  gehenden  Sehebene  drei  Deck- 
stralen,  nämlich  Se,  SB  (in  der  Ebene  Scd)  und  noch  ein  Stral 
Sl  auf  der  gekrümmten  Fläche. 

1095.  Wenn  man  eine  Stralenfläche  auf  mehreren  zugeord- 
neten Bildebenen  abbildet,  dann  werden  die  Deckstralen  noch  mit 
der  Nummer  des  projicierenden  Auges  näher  bezeichnet.  Es  ist 
eine  selbstverstäudliche  Sache,  dass  Flächenstralen,  welche  für 
ein  projicierendes  Auge  Deckstralen  sind,  ftlr  das  zugeordnete 
Auge  nicht  mehr  Deckstralen  sein  können.  Wenn  daher  die  Zeich- 
nung der  Fig.  131^  z.  B»  die  zweite  Projection  einer  Stralenfläche 
wäre,  und  man  würde  eine  Bildebene  III  der  Bildebene  II  zu- 
ordnen, so  könnten  die  dritten  Bilder  von  Se^  SB  und  Sl  nicht 
mehr  in  einer  geraden  Linie  liegen  (den  Fall.ausgenomn^en,  wenn 
die  Ebene  der  Deckstralen  eine  Ordinatenebene  wird).  Ebenso 
würden  die  zu  Se  und  Sg  zugeordneten  Bilder  in  Fig.  130  zwei 
getrennte  Linien  sein  und  würde  das  zugeordnete  Bild  zu  E  in 
dem  zugeordneten  Bilde  zu  Se  liegen. 

1096.  Was  verstehen  wir  unter  Deckpunkten  einer 
Stralenfläche? 

Jene  Punkte  der  Stralenfläche,  welche  ein  gemeinsames  Bild 
besitzen.  Wenn  z.  B.  in  Fiia^.  130  E  ein  Punkt  im  Flächenstrale 
Se  und  O  ein  Punkt  im  Flächenstrale  Sg  ist,  so  sind  die  Baum- 
punkte E  und  O  Deckpunkte  der  Stralenfläche,  weil  ihre  Bilder 
E  und  G  in  einem  Punkte  vereinigt  sind.  Constmiert  man  zu 
Fig.  130  das  zugeordnete  Bild,  so  werden  die  zugeordneten  Bilder 
zu  E  und  O  offenbar  getrennt  liegen ,  weil  die  Raumpunkte  E 
und  G  für  das  neue  projicierende  Auge  nicht  mehr  in  einerlei 
Sehstral  liegen. 

Man  kann  nun  auch  untersuchen,  ob  ein  gegebener  Ponkt 
auf  einer  Stralenfläche  liegt,  indem  man  jenen  Flächenpnnkt  con- 
stmiert, welcher  zu  dem  gegebenen  Punkte  ein  Deckpunkt 
ist  Fallen  in  der  eugeordneten  Bildebene  die  Bilder  des  Deck- 
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und  des  gegebenen  Punktes  nicht  zusammen,  so  liegt  auch  der 
gegebene  Punkt  nicht  auf  der  Stralenfläche. 

1097.  Wie  wird  man  den  Schnitt  einer  gegebenen 
krummen  Linie  L  mit  einer  Stralenfläche  Saboa  er- 
mitteln ? 

Man  kann  zwei  Methoden  zur  Anwendung  bringen. 

q)  Man  wählt  sich  in  der  Linie 
Ly  Pig.  132,  eine  hinreichende  An- 
zahl von  Punkten  AB  CD  .  .  .  (die 
übrigen  Punkte,  die  in  Fig.  132 
noch  gewählt  wurden,  blieben  der 
Deutlichkeit  der  Zeichnung  wegen 
weg)  und  projiciert  sie  aus  dem 
Scheit  2l  S  der  Stralenfläche  auf  die 
Basisebene  n  nach  A'B'OD'  ... 
Verbindet  man  alle  Projectionen  in 
ihrer  natürlichen  Aufeinanderfolge 
zu  einer  stetigen  Linie ,  so  kann 
man  diese  als  den  Schnitt  einer 
durch  die  gegebene  Linie  L  und 
den  Scheitel  S  gelegten  Hilfsstra- 
len fläche  mit  der  Basisebene  u 
ansehen.  (Wie  dieser  Schnitt  con- 
struiert  werden  kann ,  wird  später  gelehrt.)  Beide  Basislinien 
schneiden  sich  in  E\  F'  und  G\  folglich  sind  SE*,  SP  und  8G' 
die  Schnittstralcn  beider  Stralenflächen;  woraus  folgt,  dass  £,  F 
und  O  die  Schnitte  der  gegebenen  Linie  L  mit  der  gegebenen 
Stralenfläche  Sabea  sind. 

Es  zeigt  sich  in  Fig.  132  die  weitere  Eigentümlichkeit,  dass 
die  Basislinie  ab  cd  von  der  centralen  Projection  A'B'  CD'  der  ge- 
gebenen Linie  L  im  Punkte  P  berührt  wird,  woraus  folgt,  dass  sich 
beide  Stralenflächen  Sabca  und  SA'B'OO'D'  längs  des  Strales 
SP  berühren.  Da  die  Linie  L  auf  der  Stralenfläche  SA'B'O  G'D, 
liegt,  80  mnss  auch  L  die  Stralenfläche  Sabea  in  F  berühren. 

Von  der  Linie  L  liegt  ein  Teil  BAL  DG  auf  der  convexen 
Seite  der  Stralenfläche  dem  projicierenden  Auge  zugewendet  und 
ist  demnach  voll  zu  ziehen,  während  EBFCG  zu  stricheln  ist. 
Anmerkung.  Bei  dem  Entwnrfe  der  Zeichnung  Fig.  132 
wurde  die  Basislinie  abch  beliebig  angenommen,  ebenso  auch  8 
beliebig  gewählt  Die  Linie  L  wurde  als  das  Bild  einer  ebenen 
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Curre  voraasgesetzt.  In  L  wurden  dann  drei  Pankte  A^  B  and  C 
beliebig  gewählt,  die  Straten  ;S^,  SB^  SC  gezogen  und  in  ihnen 
die  Punkte  A'^  B%  O  wieder  beliebig  angenommen.  Setzt  man 
▼oraus^  dass  A'  B'O  die  centralen  Projectionen  der  Punkte  A,  By  C 
auf  der  Basisebene  u^=^  abca  sind,  so  kann  man  ABC  und  A'B'  C 
als  zwei  perspectivisch-colliniear  liegende  Dreiecke  ansehen  und 
die  Begegnungsgerade  ß  suchen  (sie  wurde  in  der  Zeichnung  weg- 
gelassen). Ist  /3  gefunden,  dann  kann  man  nach  den  Gesetzen  der 
perspectiyischen  Collineation  noch  eine  beliebige  Menge  von 
Punkten  der  Curve  A*B'Oiy  suchen  und  diese  zeichnen.  Das 
Uebrige  versteht  sich  nun  von  selbst. 

Bei  der  Construction  zeigte  sich  femer,  dass  die  Linie  L 
von  der  ihrem  Systeme  angehörenden  Verschwindungsgeraden 
(328)  im  Punkte  L  berührt  wurde,  woraus  wir  schliessen ,  dass 
die  Curve  A'B*OD*  einen  unendlich  fernen  Punkt  besitzt,  sich 
also  nicht  schliessen  kann. 

Wenn  femer  die  Linie  L  nicht  ganz  beliebig,  sondern  als  eine 
Ellipse  angenommen  wird,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Curve 
A'B'CD*  eine  Parabel  sein  muss,  deren  Axe  mit  SL  parallel 
läuft. 

Denkt  man  sich  die  Ellipse  L  sei  das  Bild  eines  im  Räume 
liegenden  Kreises,  welcher  aus  dem  Scheitel  S  auf  die  ßasisebene 
u  projiciert  wird,  so  sieht  man  ein,  dass  sich  der  Kreis  als  Pa- 
rabel projiciert,  dass  daher  die  durch  den  Scheitel  S  zur  ßasis- 
ebene tf  parallel  gelegte  Ebene  den  Kreis  in  einem  Punkte  tan- 
giert, dessen  Bild  im  Punkte  L  liegt. 

b)  Die  zweite  Methode,  den  Schnitt  einer  Linie  L  mit  einer 
Stralenfläche  zu  bestimmen^  besteht  darin,  zu  einem  Bilde  der 
Linie  alle  Deckpunkte  auf  der  Stralenfläche  aufzusuchen  und  diese 
in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  zu  einem  Bilde  der  Decklinie  zu 
verbinden.  Die  Schnitte  der  Decklinie  mit  der  gegebenen  Linie, 
sind  gleichzeitig  auch  die  Schnitte  der  gegebenen  Linie  mit  der 
Stralenfläche. 

In  Fig.  133  sind  A^  B^  C^,  A2  B^  C^  die  zugeordneten  Bilder 
einer  beliebigen  Linie  L.  Ein  Cylinder  ist  ebenfalls  durch  zwei 
zugeordnete  Projectionen  gegeben.  Man  soll  die  Schnittpunkte 
Mj  N,  . .  .  der  Linie  L  mit  der  Cylinderfläche  abbilden. 

Des  Verständnisses  der  Zeichnung  wegen  soll  ihr  allmäliges 
Znstandekommen  gleichzeitig  mitbeschrieben  werden.  Es  wurde 
i?i  und  P1P2    ft^B   eine  mit  ü^   gleichlaufende  Spurparallele  der 

SehlMiiiftr,  0«oB«tri«.  19 


Ebene  u  aogenominen.  In  p,Pi  warde  o,0]  als  Kreismittelpunkt 

o  gewählt  und  das  Verlungen  geateltt,   einen  Benbrecbten  Kreia- 

cylinder  abzubilden,  dessen  eine  Basis  in  der  Ebene  u  liegt  und 

dessen  zweite  Basis  zur  ersten  in  einem  gegebenen  Abstände  oo' 

parallel  sein  soll.  Aus  diesem  Verlangen  gebt  bervor,   dass    die 

Stralen  der  Cylinderfläcbe  mit  einer  dritten  Bildebene  III  werden 

parallel  sein  mQssen,  die  man  senkrecht  auf  u,  stellt.   Es  wurden 

p.      aa  daher    1X3    senkrecht   zu   ü, 

—  gezogen  and  die    Sehpfeile  I 

und   m  gezeichnet 

Da  0,  Og  gegeben,  so  konnte 
man  o,  suchen,  die  Nullseite  ü^ 
darstellen,  ron  o,  rechts  und 
links  die  wahre  Länge  des 
Kreisbalbmessers  r  auftragen 
.  und  hiedurcb  die  kleine  Axe 
vom  ersten  Kreisbilde  dar- 
,X  stellen,  wie  dies  die  zu  ,X,  ge- 

zogenen   Ordinalen     angeben. 
Der  mit  ü,    parallele  Durch- 
messer projiciert  sich  im  ersten 
Bilde  in  unveränderter  Länge, 
d.  i.  in  2.0,  a^  ^2r,  womit  mau 
von    der    in    der   Bildebene  I 
entstehenden  Ellipse  die  beiden 
Axen  besitzt,  und  daher  auch 
die  Ellipse  als  erstes  Bild  der 
unteren  Basis   zeichnen  kann. 
Mit  Hilfe  der  drittes  Bilder 
findet  man  die  den  ersten  Bil- 
dern  der    besprochenen    zwei 
aufeinander  senkiechlcn  DurchmcEser  zugeordneten  zweiten  Bilder, 
welche  zwei  conjugierte  Durcfameeser  des  zweiten  Bildes  der  unte- 
ren Kreisbasia  geben,  wie  dies  die  Figur  zeigt.    (Will  der  Con- 
stniierende  seine  Zeichnung  nicht  mit  zu  vielen  Bleilinien  über- 
laden ,    so    zeichnet    er   auf  einem  Nebenblatte  die    conjugierten 
Durchmesser  in  ihrer  genauen  gegenseitigen  Lage  auf,  constroiert 
mit  aller  Sorg&lt  die  Ellipsen  nach  den  bekannten  Metboden  der 
Figuren  37,  38,  schneidet  sie  mit  einer  scharfen  Schere  genau 
ans  dem  steifen  Papiere  heraus ,  legt  die  so  erhaltenen  Modelle 
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mit  den  conjugierten  Durchmessern  auf  die  conj  agierten  Durch- 
messer der  Zeichnung  und  umfährt  mit  einem  gut  gespitzten  Blei- 
stifte die  Schablone). 

Nachdem  die  untere  Kreisbasis  abgebildet,  zieht  man  in 
der  zweiten  und  dritten  Bildebene  die  Bilder  der  Cylinderaxe 
(705)  und  trägt  (707)  in  der  Bildebene  III  die  gegebene  Länge 
der  Axe  oo'  von  03  nach  o\  auf  (o'a  wurde  in  Fig.  133  wegen 
Raumersparnis  wieder  weggelassen) ,  bestimmt  o\  aus  o\  durch 
eine  Ordinale  zu   ^X^  und  ermittelt  auch  0*2  (562). 

Bedenkt  man,  dass  in  jeder  Bildebene  die  Bilder  der  beiden 
Basislinien  perspectivisch  congruent  liegen  müssen  (1070), 
(ipdem  sowol  vom  Scheitel  der  Stralenfläche  als  auch  von  der 
Durchschnittsgeraden  der  beiden  Basisebenen  die  Bilder  in's  Un- 
endliche fallen),  so  kann  man  durch  o\  und  o\  conjugierte  Durch- 
messer parallel  zu  den  durch  o^  o,  gehenden  ziehen,  die  Schablone 
anlegen  und  die  Bilder  der  oberen  Basis  durch  reine  Bleilinien 
darstellen;  oder  man  verfährt  nach  (195). 

Bei  einer  Probe  müssen  die  Ordinalen,  welche  das  erste 
Bild  der  Basislinie  berühren ,  auch  das  zweite  Bild  tangieren. 
Diese  Probe  wolle  der  Lernende  niemals  unterlassen,  weil,  wenn 
sie  nicht  zutrifft,  bei  den  folgenden  -Constructionen  die  Zeichnung 
sicher  verdorben  wird. 

Kun  wurde  die  Linie  L^L^  angenommen.  Man  hätte  L^ 
allerdings  gaDz  beliebig  zeichnen  können;  indessen  wurde  L^  so 
angenommen ,  dass  es  in  einem  Pankte  a,  im  Bilde  der  unteren 
Basislinie  beginnt,  die  Contour  des  Cylindergebildes  links  be- 
rührt, und  in  einem  Punkte  des  Bildes  der  oberen  Basislinie  bei 
(7i  schliesst.  Das  zweite  Bild  L^  wurde  ganz  willkürlich  gewählt, 
nur  mussten  die  Ordinaltangenten  sowie  auch  berücksichtigt  wer- 
den, dass  AiA^y  ^1  Cj  in  Ordinalen  liegen. 

Um  jetzt  zu  dem  ersten  Bilde  L,  auf  der  Cylinderfläche 
die  Decklinien  zu  erhalten ,  wähle  man  in  L^  einen  beliebigen 
Punkt  6',,  den  man  als  das  Bild  eines  Punktes  der  Cylinder- 
fläche  betrachtet  und  bildet  nach  (1093)  den  durch  sie  gehenden 
Flächcnstral,  welcher  die  untere  Basislinie  in  />,  (^  schneidet,  in 
beiden  Bildebenen  ab,  so  ergibt  sich  in  einer  Ordinale  durch  b\ 
der  Punkt  b'^. 

Das  Bild  b\  liegt  noch  innerhalb  des  ersten  Bildes  der 
unteren  Basis,  mithin  muss  auch  zu  b\  ein  Deckpunkt  in  der 
unteren  Basisebene  liegen,    wessbalb  durch   b^   das  zweite  Bild 
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einer  Deckgeraden  gezeichnet  wird,  deren  erstes  Bild  in  dem  durch 
b\  gehenden  Bilde  eines  Cylinderstrales  liegt;  in  jenem  Bilde 
befindet  sich  vom  zweiten  Deckpunkt  b^'  das  Bild  b*\. 

Um  eine  Ordnung  in  das  Aufsuchen  der  Deckpunkte  zu 
bringen,  wurde  die  (punktierte)  erste  Congruenz  -  Projection  der 
unteren  Basis  gezeichnet,  von  a'  aus  die  Periferie  in  zwölf  gleiche 
Teile  geteilt  und  die  Bilder  der  Cylinderstralen  durch  diese  Punkte 

Fig.  134. 


soweit  gezogen,  bis  sie  L,  trafen.  Gleichzeitig  wuiden  auch  in  der 
oberen  Basisebene  Deckgerade  (im  ersten  Bilde  voll,  im  zweiten 
Bilde  gestrichelt)  gezogen  und  in  ihnen  die  Deckpunkte  bestimmt. 
Nach  ganz  genauer  Beachtung  aller  möglichen  Deckpunkte 
wurde  zu  i,  folgende  Decklinie  gefanden: 

1.  Von  Qiü^  aus  über  die  obere  Seite  der  Mantelfläche  fort, 
um  die  Projections  -  Contouren  herum  bis  zur  oberen  Basislinie 

(ciib\  . .  .  Cj ,  a,  h'2  ^2  ^2)  5 

2.  von  Ti  Ca    in    der   oberen  Basisebene   über  B^  £"2  b« 

3.  von  7>i  Dj  an  der  Mantelfläche  des  Cylinders  herab  bis 
zur  unteren  Basislinie  nach  £,  £,  {E\  wurde  wegen  Mangel  an 
Raum  weggelassen);  und 


4.  Toa  El  E^  in  der  unteren  Basisebene  bis  zum  Ausgangs- 
punkte a,a2  xurück. 

Verfolgt  man  die  Linie  L^  und  die  zugehörigen  Decklinien- 
bilder,  so  findet  man,  dass  die  Raumlinie  L  ihre  Decklinie,  also 
auch  die  Cylinderfläche  nur  in  zwei  Punkten  M  und  N  schneidet» 
deren  Bilder  M^N^  sich  in  der  Bildebene  II  ergeben.  Obwol 
das  zweite  Bild  L^  die  zweiten  Bilder  der  Decklinien  viermal 
schneidet,  so  sind  doch  nur  M^  und  ^2  die  richtigen  Punkte, 
weil  sie  durch  die  Schnitte  der  einander  entsprechenden  Teile 
der  Linien  entstehen. 

Der  Lernende  versinnliche  sich  die  gegebene  Linie  L 
und  die  gefundenen  Decklinien. 

1098.  Man  soll  die  wahre  Gestalt  eines  ebenen 
Schnittes  einer  Stralenfläche  aufsuchen. 

Um  den  Schnitt  einer  Ebene  w  mit  einer  Stralenfläche 
(1089,  h)  in  orthogonalen  Abbildungen  zu  construieren ,  wird  es 
vorteilhaft  sein,  eine  Bildebene  III  senkrecht  zu  einer  Spur  der 
Ebene  w  einzuführen ,  das  dritte  Bild  der  Basislinie ,    sowie    des 
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Scheitels  8  zu  suchen  und  mittels  der  Nullseite  w^  nach  (701)  die 
Schnitte  der  Fläch  enstralen  mit  der  Ebene  w  zu  bestimmen.  Der 
so  gefundene  Schnitt  wird  nun  congruent  auf  eine  Bildebene 
(auf  jene ,  zu  welcher  Bildebene  III  senkrecht  geführt  wurde) 
projiciert. 

In  Fig.  134  liegt  die  Basisebene  u  in  der  Bildebene  I;  die 
Basislinie  ist  ein  Kreis;  die  Ebene  w  ist  durch  u;,  und  ihre  erste 
Neigung  (671)  gegeben.  Legt  man  die  Bildebene  III  durch  S^ 
senkrecht  auf  w^,  so  ist  der  gegebene  erste  Neigungswinkel  nur 
an  die  Axe  ^X^  anzusetzen,  um  %c^  zu  erhalten. 

Der  Schnitt  der  Stralenfläche  mit  der  Ebene  lo  lässt  sich 
einfach  construieren;  indessen  kann  man  im  vorliegenden  Falle 
seine  wahre  Gestalt  direct  aus  der  Basislinie  ableiten.  Denken 
wir  uns  nämlich  den  StraliSa^  im  Räume,  bezeichnen  den  Schnitt 
von  Sa^  mit  w  durch  a'  und  projicieren  parallel  mit  der  ersten 
Congruenz- Sichtung  der  Ebene  w  (733)  die  ganze  Stralenfläche 
sammt  dem  ebenen  Schnitt  w  auf  die  Bildebene  I,  so  ist  ersicht- 
lich, dass  die  Congruenz-Projection  von  a*  in  der  Geraden  a,  S'* 
wird  liegen  müssen,  wenn  8**  die  Projection  vom  Scheitelpunkte 

_  O 

8  ist  (Die  Gerade  8^8*'  muss  mit  x^z  ^uid  w^  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  bilden.) 
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Fig.  135. 


A. 
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Dieselbe  Wahrnehmung  macht  man  auch  bei  anderen  Schnitt- 
punkten von  Straten  mit  der  Ebene  w  und  man  erkennt  sofort, 
dasfl  die  erste  Congruenz-Projection  des  ebenen  Schnittes  mit  der 
Basisliuie  perspectivisch  -  coliinear  liegt,  wobei  S'*  das 
Centrum  und  t^,  die  Begegnungsgerade  ist. 

Um  die  wahre  Gestalt  der  Schnittcuryo  nun  zu  erhalten, 
projiciert  man   entweder  hinreichend  viele  Punkte  des  Schnittes 

genau  so  wie  a\a\  nach  a"; 
oder  man  projiciert  nur  einen 
^3*  Punkt  a\af^  nach  a"  und  er- 

mittelt nach  den  Lehren  der 
^  perspectivischen  CoUineation 
JDI3  alle  Qbrigen  Punkte,  wie  dies 
Fig.  134  zeigt.  Daselbst  wurde 
durch  S"  eine  Centrale  (253) 
gezogen  und  zwei  verwandte 
Punkte  k^  kf'  aus  a^  a**  abge- 
leitet, welche  Punkte  k^  k"  zur 
weiteren  Construction  verwen- 
det wurden ,  da  sie  sehr  ver- 
wendbar liegen. 

Die  Punkte  b^b"  zeigen, 
in  welcher  Weise  sie  mit  k^  k^ 
in  Verbindung  stehen. 

1099.    Der  Lernende  be- 
mühe sieb  nun  auch  die  Stra- 
'ST^  lenfläclien  mit  Ebenen  von  be- 

sonderer Lage  zu  schneiden. 
Sind  die  Schnittebenen  zu  einigen  Stralen  der  Fläche  parallel, 
so  besitzt  die  Schnittcurve  unendlich  ferne  Punkte.  Um  zu 
untersuchen,  ob  eine  Ebene  to  zu  Fläch  enstralon  pa- 
rallel läuft,  legt  man  durch  den  Scheitel  S  der  Stralenfläche 
zu  w  eine  parallele  Ebene  w?'(772)  und  sucht  ihre  Schnitte  mit 
der  Stralenfläche  (1089,  a).  Sind  solche  vorhanden,  so  sind  sie 
zugleich  die  mit  der  Ebene  w  parallelen  Flächenstralen. 

Es  ist  der  senkrechte  Kreiskegel  nach  Hyperbeln  oder  Pa- 
rabeln zu  schneiden  imd  sind  die  wahren  Gestalten  dieser  Schnitte 
zu  ermitteln. 

Auch  sollen  in  gegebenen  Punkten  eines  ebenen  Schnittes 
Tangenten  an  die  Schnittcurve  construiert  werden  (1038). 
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Das  Wttlzen  oder  Rolleo  der  Stralenflächen.    Construction  ihrer 

Netze.    Rollflttehea. 

§.  54. 

1100.  Was  versteht  man  unter  dem  Wälzen  oder 
Rollen  einer  Stralenfläche  auf  einer  Ebene? 

Legt  man  eine  Stralenfläche  (Sabcde,  Fig.  135)  mit  einer 
Seitenebene  (oder  wenn  sie  gekrümmt  ist,  mit  einem  Seiten- 
elemente y  d.  i.  mit  einer  unendlich  schmalen  Seitenebene)  Sab 
auf  eine  ebene  Tafel ,  so  kann  man  die  Stralenfläche  durch  mehrere 
Drehungen  um  die  in  die  Tafel  gekommenen  Seitenkanten  so 
weiter  bewegen,  dass  nach  und  nach  alle  Seitenflächen  der  Stra- 
lenfläche mit  der  Tafelebene  zusammengefallen  sind.  Der  Inbegriff 
aller  dieser  Drehungen,  bei  welchen  der  Scheitel  S  seinen  Ort 
unverändert  beibehält,  wird  eine  Wälzung  oder  ein  Rollen  der 
Sti'alenfläche  genannt. 

In  Fig.  135  wurde  die  Zeichnungsebene  I  als  Tafel  an- 
genommen und  eine  senkrechte  Pyramide  mit  regelmässigem 
Fünfeck  als  Basis  und  (weil  sie  senkrecht  ist)  mit  gleich  lan- 
gen Seitenkanten  Say  Sb,  Sc,  Sd,  Se  mit  der  Seitenebene  Sab 
in  die  Tafel  gelegt.  Um  die  orthogonale  Projection  der  Pyramide 
in  dieser  Stellung  zeichnen  zu  können,  bezeichne  man  die  Seite 
ab  als  ü,  der  Funfecksebene  u.  Um  sodann  zu  der  Fünfecks- 
seite ab  das  Fünfeck  in  wahrer  Gestalt  abc.d.e.  ermitteln  zu 
können,  construiere  man  seitwärts  ein  reguläres  Fünfeck  (n-eck) 
in  irgend  einen  Kreis,  dessen  Radius  r  sein  soll.  Ist  die  gefun- 
dene Funfecksseite  nicht  gleich  ab,  so  darf  man  nur  den  Radius 
r  in  demselben  Verhältnisse  verändern,  in  welchem  die  gefundene 
Fünfecksseite  zur  gegebenen  a  b  steht,  dann  ist  der  veränderte  Ra- 
dius jener,  welcher  der  Fünfecksseite  ab  entspricht.  Nun  kann 
c,d.e.  ermittelt  werden. 

Durch  S  legt  man  eine  Ebene  UI  senkrecht  auf  ü^  und 
sucht  dg.  Denkt  man  sich  den  Punkt  d  im  Räume,  so  liegt  er 
in  der  Ebene  III  derart,  dass  Sd  =  Sa  und  Dd  =  Dd.  ist.  Mit 
diesen  Radien  8a  und  Dd,  ergibt  sich  d,,  somit  auch  u,.  Eine 
Ordinale  durch  d^  gibt  d^. 

Wird  Ee.  nach  De^  aufgetragen  und  durch  63  eine  Ordi- 
nale gezogen,  bis  die  zu  u^  senkrechte  Gerade  e.E  getroffen 
wird,  so  ergibt  sich  6^  und  symmetrisch  zu  1 X3  liegend  C|,  wor- 


aus  das  erste  Bild  a&C|  dj  6t  der  Basis  und  schliesslich  der  Pyra- 
mide Sabede  gefunden  wird. 

Bei  dieser  Stellang  der  Pyramide  nehme  man  Sb  zur  Dre- 
hungsaxe  und  drehe  die  Pyramide  so  lange,  bis  die  Kante  Sc  in 
die  Tafel  nach  S&  kommt  (dabei  wird  frc'  =:  frc),  wodurch  die 
Pyramide  in  die  erste  Zwischenstellung  gelangt  ist.  Bei  dieser 
Stellung  wird  S&  Drehungsaxe  und  wird  die  Drehung  fortgesetzt, 
bis  Sd  in  der  Tafel  in  Sd*'  eingetroffen  ist  (e^d*'  =e,d.^.  Die 
Pyramide  hat  die  zweite  Zwischenstellung  eingenommen  und  ist 
nun  Sd*^  zur  Drehungsaxe  zu  nehmen.  Die  Drehung  wird  fort- 
gesetzt, bis  S«  in  die  Tafel  nach  Sc'"  gelangt  (d"e'"  =  d.^.). 
In  dieser  dritten  Zwischenstellung  wurde  die  Pyramide  (Fig.  135) 
wieder  in  orthogonaler  Projection  dargestellt  und  die  Ecken  der 
Basis  entsprechend  bezeichnet. 

1101.  Wird  endlich  die  Pyramide  noch  einmal  um  die  Kante 
8e*'^  gedreht,  wodurch  Sa  nach  8a^'^  kommt,  so  sind  der  Reihe 
nach  sämmtliche  Seitenebenen  der  Pyramide  mit  der  Tafel 
zusammengefallen,  wobei  die  Pyramide  eine  volle  Wäl- 
zung erlitt. 

1102.  Was  versteht  man  unter  dem  Netze  einer 
Stralenf  lache  ? 

Wenn  eine  Stralenfläche  eine  volle  Wälzung  (1101)  auf 
einer  Ebene  durchmacht  und  dabei  auf  der  Ebene  den  Raum 
bezeichnet,  den  die  Seitenflächen  (oder  bei  gekrümmten  Stralen- 
flächen  die  Seiteuelemente)  bei  dem  Rollen  berührt  haben,  so  ist 
der  ganze  in  der  Tafel  liegende  Berührungsraum  das  Netz  der 
Stralenfläche. 

1103.  Was  verstehen  wir  unter  Netzlinien? 

Liegt  auf  der  Oberfläche  einer  Stralenfläche  irgend  eine 
Linie  Z,  so  wird  diese  Linie  bei  dem  Rollen  der  Stralenfläche 
auf  einer  Tafel,  in  der  Tafel  eben&lls  eine  Linie  L^  bezeichnen, 
welche  die  Netzlinie  der  gegebenen  Linie  L  genannt  werden  soll. 
Die  gegebene  Linie  ist  die  der  Netzlinie  verwandte  Flächen- 
linie. 

1104.  In  welcher  Beziehung  steht  eine  jede  Linie 
einer  Stralenfläche  mit  ihrer  Netzlinie? 

Sie  ist  ihrer  Netzlinie  an  Länge  gleich,  weil  jedes  Element 
der  Fl&chenlinie  ein  gleich  langes  Element  im  Netze  gibt 

1105.  Ist  die  Form  der  Netzlinie  der  Form  ihrer 
verwandten  Flächenlinie  gleich? 
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Nor  dann,  wenn  die  Flächenlinie  in  ihrer  ganzen  Ausdeh- 
nung in  derBelben  Seitenebene  liegt.  Erstreckt  sich  aber  eine 
Linie  über  mehrere  Seitenebenen  (oder  Seitenelemente),  so  ändert 
sich  ihre  Form  im  Netze.  So  hat  sich  in  Fig.  135  das  geschlos- 
sene Polygon  abede  der  Pyramide  in  den  offenen  Linienzug 
a  b  c'd*' «'"  a""  verwandelt. 

1106.  Man  soll  zu  einem  gegebenen  Flächenstrale 
(/S/(  in  Fig.  136  sei  sein  erstes  Bild)  seinen  Netzstral  con- 
struieren. 

Die  Netzlinie  der  Seite  ed ^  ,in  welcher/  liegt,  ist  &d". 
Wird  nun  die  Netzlinie  &d"  von  &  aus  in  dem  Verhältnisse  von 
C]/i  :  c,  d,  geteilt,  so  ist/'  der  mit / verwandte  Netzpunkt,  mit- 
hin ist  Sf  die  Netzlinie  von  8f. 

1107.  In  welcher  Lage  befindet  sich  jeder  Flächen- 
stral  zu  seinem  Netzstral? 

Beide  Stralen  liegen  perspectivisoh,  weil  alle  geraden 
Linien,  welche  verschiedene  Punkte  des  Flächenstrales  mit  ihren 
Netzpunkten  verbinden,  untereinander  parallel  sind. 

1108.  Weil  der  Punkt  S  der  Netzlinie  und  dem  Flächen- 
strale gemeinsam  ist,  so  liegt  das  orthogonale  Bild  des  Flächen- 
strales auch  perspectivisoh  mit  der  Netzlinie  desselben  Strales. 

Ist  nun  \  das  Bild  irgend  eines  Punktes  h  im  Strale  aS/, 
so  liegt  der  Netzpunkt  h'^  in  der  durch  h^  ^^  fif'  parallel  ge- 
zogenen Qeraden  in  der  Netzlinie  8f',  Man  kann  sonach  jeden 
Punkt  eines  Flächenstrales  leicht  in  seine  Netzlinie,  sowie  um- 
gekehrt, jeden  Punkt  des  Netzstrales  in  seinen  Flächen- 
stral  übertragen,  wenn  beide  Stralen  schon  gezeichnet  sind. 

1109.  Vermöge  (1106  und  1108)  kann  man  zu  jeder  auf 
der  Stralenfläche  liegenden  beliebigen  Linie  die  Netzlinie  con- 
struieren. 

1110.  Welche  Linien  einer  Stralenfläche  verwan- 
deln sich  im  Netze  in  Kreislinien  mit  dem  Centrum /S? 

Jene  Linien,  deren  Punkte  vom  Scheitel  der  Stralenfläche 
einerlei  Entfernung  besitzen.  In  Fig.  135  ist  die  Entfernung  aller 
Basisecken  von  8  dieselbe,  mithin  liegen  ihre  Netzpunkte  in  einem 
aus  8  als  Centrum  beschriebenen  Kreise. 

1111.  In  was  für  eine  Figur  verwandelt  sich  im 
Netze  die  Mantelfläche  eines  senkrechten  Kreis- 
kegels ? 
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Nach  (1110)  wird  die  Netzlinie  der  Basislinie  ein  Ejreis- 
bogen,  dessen  Radius  gleich  der  Entfernung  des  Scheitels  der 
Eegelfläche  von  irgend  einem  Periferiepunkte  der  Basis  ist  Die 
Länge  dieses  Kreisbogens  ist  gleich  der  Länge  der  Basislinie; 
also  ist  die  Netzfigur  der  Mantelfläche  ein  Ereissector. 

1112.  Aendern  sich  die  Winkel,  welche  ein  Linien- 
element einer  Stralenfläche  mit  den  Flächenstralen 
einschliessty  zwischen  welchen  eb  liegt,  im  Netze  der 
Stralenfläche  ? 


Diese  Winkel  bleiben  unverändert,  weil  bei  der  Wälzung 
das  Linienelement  und  die  beiden  Flächenstralen  gleichzeitig  in 
die  Tafel  zu  liegen  kommen. 

1113.  Was  folgt  hieraus? 

Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  P  einer  Curve, 
welche  auf  einer  gekrümmten  Stralenfläche  liegt,  eine  Tangente 
an  die  Curve  und  einen  Flächenstral,  sowie  auch  durch  den  Netz- 
punkt P'  eine  Tangente  an  die  Netzcurve  und  einen  Netzstral, 
so  ist  in  beiden  Fällen  der  von  der  Tangente  mit  dem  Strale 
gebildete  Winkel  derselbe. 


1114.  Gibt  es  auf  Parallel-Stralenflächen  Linien^ 
von  welchen  im  Vorhinein  ihre  Netzliniengestalt  be- 
kannt ist  ? 

Wenn  der  Winkel  von  allen  Linienelementen  der  Flächen- 
linien mit  den  zugehörigen  Flächenstralen  dieselbe  Grosse  be- 
sitzt, so  muss  die  Netzlinie  der  zugegebenen  Flächenlinie  eine 
Gerade'  werden ,  weil  alle  Netzstralen  unter  sich  parallel  sind. 
Hieraus  folgt^  dass  alle  Schnittlinien  von  Parallel -Stra- 
ienflächen  mit  Ebenen,  welche  zu  ihren  Straten  senk- 
recht geführt  werden,  sich  imNetze  in  geradoLinicn 
verwandeln. 

1115.  Es  soll  das  Netz  einer  gegebenen  Gylinder- 
fläche  bestimmt  werden. 

Ist  die  Cylinderfläche  durch  zwei  zugeordnete  Bilder  ge- 
geben und  zeigt  sie  in  keiner  Bildebene  eine  Null  seit e  (d.  h. 
steht  sie  auf  keiner  Bildebene  senkrecht),  so  muss  ihre  Nullseite 
construiert  werden,  weil  sich  diese  nach  (1114)  im  Netze  in  eine 
Gerade  verwandelt. 

In  Fig.  136  war  das  erste  und  zweite  Bild  eines  Cylinders 
gegeben,  dessen  Straten  gegen  beide  Bildebenen  I  und  II  geneigt 
sind,  deren  Basisebenen  jedoch  auf  I  senkrecht  stehen.  Legt  man 
eine  Bildebene  III  parallel  zu  Oi  o^ ,  so  kann  man  aus  dem  ersten 
und  zweiten  Bilde  jeder  Basislinie  ihr  drittes  Bild  und  hiedurch 
auch  das  dritte  Bild  des  Cylinders  finden.  (In  Fig.  136  wurde 
das  zweite  Bild  weggelassen,  sobald  das  dritte   dargestellt  war.) 

Wird  nun  eine  Bildebene  IV  senkrecht  auf  die  dritten  Bilder 
der  Cylinderstralen  eingeführt,  so  liegt  in  der  Bildaxe  ^X^  schon 
das  dritte  Bild  des  Schnittes  der  Ebene  IV  mit  der  Cylinder- 
fläche; das  vierte  Bild  dieses  Schnittes  ist  zugleich  eine  Null- 
seite des  Cylinders,  folglich  wird  man  nur  zu  mehreren  Punkten 
^i ozi  ^1  ^s*  ^1  ^89 «  *  *  ^^  vierten  Bilder  a^b^c^  .  .  •  nach  (562)  con- 
stroieren,  und  sie  durch  eine  stetige  Linie  der  Reihenfolge  ent- 
sprechend verbinden.  Weil  das  vierte  Bild  in  die  Zeichnung  IQ 
fällt,  so  wurde  es  um  Verirrungen  zu  vermeiden,  gestrichelt. 

Um  das  Netz  des  Cylinders  aus  Fig.  136  zu  erhalten,  denke 
man  sich  denselben  in  Fig.  137  so  in  die  Tafel  gelegt,  dass  der 
Stral  aA  die  Lage  a.A*  einnimmt.  Dabei  ist  a.A»  =^  a^^z  (^^^^ 
die  ersten  Bilder  der  Cylinderstralen  zur  Bildaxe  ^X^  parallel 
sind),  folglich  fconmit  a^af  nach  a.a*  aufzutragen.  Die  Netzlinie 
des  Schnittes  von  der  Bildebene  IV  mit  dem  Cylinder  verwan- 
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delt  sich  in  die  zu  a.Ä.  senkrechte  Gerade  afa'\  Nun  wird  ein 
kleines  Stückchen  des  Bogens  a^b^^  welches  noch  als  geradlinig 
angesehen  werden  kann ,  mit  dem  Handzirkel  (nicht  mit  dem 
Eniezirkel)  erfasst  und  möglichst  genau  untersucht,  wie  oft  es 
sich  auf  dem  Bogen  a^  b^  auftragen  lässt;  der  Rest ,  welcher  bei 
diesem  Auftragen  wahrscheinlich  übrig  bleiben  wird,  lässt  sich 
durch  den  letzten  Teilpunkt  bemerkbar  machen.  Mit  der  grössten 
Sorgfalt  wird  das  im  Zirkel  gefasste  Bogenstückchen  von  a'  aus 
auf  a^a^^  ebenso  oft  aufgetragen,  als  es  im  Bogen  a^b^  enthalten 
war  und  der  auf  dem  Bogen  a«  b^  gebliebene  Best  hinzugef  ägt, 
wodurch  b^  als  jener  Punkt  gefunden  wird  ^  durch  welchen  bei 
der  Wälzung  der  Stral  bB  hindurch  gehen  muss.  Durch  6'  wird 
eine  Senkrechte  zu  a^a"  errichtet 

Fig.  137. 


In  gleicher  Weise,  wie  die  Strecke  a*b*  dem  Bogen  a^b^ 
an  Länge  gleich  gemacht  wurde,  werden  auch  die  Bogen  b^e^ 
c^d^j  d^a^  in  die  Gerade  a'a^'  nach  o^d^a^'  übertragen. 

Die  Ebene  IV  teilt  den  Cylinderstral  a^  in  zwei  Teile, 
von  welchen  der  eine  die  Länge  os  a\  der  andere  die  Länge  a*  A^ 
besitzt,  welche  Längen  nach  a'a.,  aM.  und  af^e.f  a**  E.y  übertragen 
werden;  ebenso  wird  b^V  nach  b'i.,  V B^  nach  b* B.^ . .  .  über- 
tragen. Die  Bemerkung,  dass  a.A.  =  i.J3.  =  c. C.  =  •  •  •  gleich 
der  wahren  Länge  der  Cylinderstralen  sein  muss,  vereinfacht  die 
Construction  der  oberen  Netzlinie,  sobald  man  die  untere  kennt 
(Wie  ?) 
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Werden  von  einer  hinreichenden  Menge  von  Stralen  (jeden* 
falle  mehr  ala  in  Fig.  137),  die  Netzstralen  gesucht  und  ihre 
Endpunkte  in  entsprechender  Reihenfolge  verbunden ,  so  ergibt 
sich  das  Netz  des  Cylinders,  wie  es  Fig.  137  zeigt. 

Schneidet  man  dieses  Netz  aus  steifem  Papier  (wobei  man 
wegen  des  Zusammenklebens  das  Netz  etwas  grösser  werden 
lässt)  und  legt  dasselbe  so  zusammen,  dass  die  Curve  a.b. cd. 
eine  geschlossene  ebene  Curve  wird  ^  so  gibt  uns  die  papterne 
Stralenfläche  die  Qestalt  jener  StralenflächC;  die  in  Fig.  136  dar- 
gestellt ist. 

Es  gibt  in  Fig.  136  in  jeder  Basislinie  zwei  Punkte  a,  c,  A^  C 
von  der  Lage,  dass  die  Winkel,  welche  die  durch  sie  gehenden 
Flächenstralen  mit  den  durch  sie  gehenden  Tangenten  der  Basis- 
linie einschliessen,  im  dritten  Bilde  in  wahrer  Grösse  erscheinen. 
Mithin  kann  man  nach  (1113)  sehr  einfach  in  den  Netzpunkten, 
welche  den  erwähnten  Basispunkten  entsprechen,  die  Tangenten 
an  die  Netzlinien  der  beiden  Basislinien  construieren. 

1116.  Wie  wird  das  Netz  einer  durch  zwei  ortho- 
gonale Abbildungen  gegebenen  ungleichseitigen 
Pyramide  dargestellt? 

Man  sucht  nach  (738)  die  wahre  Gestalt  der  einzelnen 
Seitendreiecke  und  reihet  diese  Dreiecke  in  ihrer  gegebenen  Auf- 
einanderfolge so  aneinander  an,  dass  sie  stets  den  angenomme- 
nen Netzpunkt  S'  gemeinsam  haben. 

1117.  Ist  das  Netz  einer  abgestutzten  Pyramide  zu  zeichnen, 
deren  Spitze  sich  nicht  finden  lässt,  so  sind  die  einzelnen  Seiten- 
flächen Trapeze,  deren  wahre  Gestalt  man  aus  der  wahren  Länge 
der  vier  Seiten  (581)  und  einer  Diagonale  findet. 

1118.  Das  Netz  einer  beliebigen  Kegelfläche  findet  man 
nach  dem  bei  der  Netzbestimmung  einer  Pyramide  anzuwenden- 
den Verfahren  (1116),  weil  man  sich  eine  Eegelfläche  nahezu  als 
eine  Pyramide  mit  kleinen  Seitenflächen  darstellen  kann.  Die 
Genauigkeit  leidet  hiedurch  jedenfalls,  aber  nmsoweniger,  je  sorg- 
fältiger die  wahren  Gestalten  der  Dreiecke  construiert  werden, 
die  man  annäherungsweise  den  krummen  Flachenteilen  substi* 
tuieren  kann. 

1119.  Bei  begrenzten  Stralenflächen  wird  noch  häufig  zum 
Netze  der  Mantelfläche  die  Basisfigur  hinzugefügt.  Bei  dem  Netze 
in  Fig.  137  wäre  daher  noch   die   wahre  Gestalt   der  Cylinder- 

(Fig«  136);  d,  i.  eine  Ellipse ,   deren  grosse  Axe  =s  OiC^ 
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Fig.  138. 


and  deren  kleine  Axe  s=:  2  «  O3  a,  ist^  auf  beiden  Seiten  an  die  in 
a.  und  A.  oder  in  c.  und  (7.  construierten  Netztangenten  so  anzu- 
setzen, auf  dass  bei  der  Zusamnienwickelang  des  Netzes  zur  Stra- 
^enfläche,  diese  Figuren  als  Basisebenen  den  Cylinder  begrenzen. 

1120.  Wie  wird  die  wahre  Länge  einer  durch  zu- 
geordnete Projectionen  gegebenen  unebenen  Curve 
bestimmt  ? 

Man  denkt  sich  durch  die  Curve  eine  Gylinderfläche  gelegt^ 
deren  Basis  eine  Projection  der  Curve  ist.  Sucht  man  das  Netz 
der  Gylinderfläche  und  überträgt  eine  hinreichende  Menge  von 
Curvonpunkten  in  das  Netz,  so  erh&lt  man  die  Netzlinie  der 
unebenen  Curve.  Die  wahre  Länge  der  Netzlinie  wird  aus 
kleinen  Bogenteilchen  gemessen ,  die  man  als  geradlinig  ansieht 
und  auf  einer  Geraden  der  Reihenfolge  entsprechend  genau  an* 
einander  reiht;  die  so  gefundene  Strecke  gibt  die  wahre  Länge 
der  unebenen  Curve  an. 

1121.  Wie  kann  man  auf  einer  gegebenen  Stralen- 
fläche  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  die  kürzeste 
Linie  ziehen  ? 

Man  zeichnet  das  Netz  der  Stralenfläche 
und  die  Netzpunkte  M'N'  der  gegebenen  Flä- 
chenpunkte M  und  N.  Jedes  Linienelement 
der  Stralenfläche  geht  in  unveränderter  Länge 
in  das  Netz  über,  also  muss  die  kürzeste 
Linie  zwischen  jlf  und  ^  im  Netze  eine 
gerade  Linie  sein.  Zieht  man  demnach  die 
Gerade  M'N'j  so  sind  nur  hinreichend  viele 
Punkte  derselben  in  die  Fläche  zurückzuver- 
setzen (1108)  und  durch  eine  Linie  in  ihrer  na- 
türlichen Reibenfolge  entsprechend  zu  verbinden. 

1122.  Die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  beliebi- 
gen Punkten  einer  senkrechten  Kreiscylinderfläche 
wird  eine  Schraubenlinie  genannt. 

Befinden  sich  zwei  Punkte  M  und  N  in  demselben  Stral 
einer  senkrechten  Kreiscylinderfläche ,  so  ist  die  kürzeste  Linie 
von  M  zu  ^allerdings  die  Gerade  MN.  Wenn  man  aber  die  Be- 
dingung hinzuf&gt;  die  kürzeste  Linie  soll  einmal  (77-mal)  um  den 
Cylinder  herumgehen ,  dann  wird  sie  eine  Schraubenlinie,  deren 
Länge  von  M  bis  N  eine  Windung  oder  ein  Gang  nnd  die 
geradlinige  Entfernung  MN  =  h  die  Ganghöhe  genannt  wird. 


1123.  Wie  wird  eine  Schraubenlinie  construiert, 
ohne  das  Netz  der  Ereiscylinderfläche  darzustellen? 

Man  teilt  die  Basis  des  Gylinders  (Fig.  133)  in  n-gleiche 
Teile  (z.  B.  in  12;  in  Fig.  133  wurde  diese  Teilung  in  der  punk- 
tierten Congruenz-Projection  des  Ereises  ausgeführt)^  zieht  durch 
alle  Teilpunkte  Flächenstralen,  teilt  die  Ganghöhe  h  in  n*gleiche 
Teile  und  trägt  auf  den  Flächenstralen  von  der  Basis  aus  ge- 
messen beziehungsweise  1,  2;  3, . . .  Teile  von  h  auf,  so  bestim- 
men diese  Punkte  der  Cylinderfläche  eine  Schraubenlinie.  Selbst- 
verstandlich  muss  man  bei  der  Oonstruction  der  Teile  die  Stralen 
ihrer  Ordnung    entsprechend   nehmen  und   auf  jeden   folgenden 

Stral  -  mehr  als  auf  den  vorhergehenden  (oder  bei  umgekehrter 

Reihenfolge  weniger)  auftragen. 

In  Fig.  133,  woselbst  der  senkrechte  Ereiscylinder  eine  ge- 
neigte Lage  gegen  beide  Bildebenen  besitzt,  projiciert  sich  ein 
Schraubengang  in  der  Bildebene  I  als  die  Linie  a^  h\  N^  B^  C|, 
in  der  Bildebene  II  als  a^M^B^C\.  Dabei  ist  a^  i\  die  erste 
a^O^  die  zweite  Projection   der  Ganghohe  h.    Ist  b   der   vierte 

Teilpunkt  in  der  Basis,  so  wird  h^b\  =  4  •  ^tö^S  ^^^  h^b\'=ii. 

~*i2~*  ^^  «etzen  sein. 

1124.  Für  die  Verwandlung  einer  halben  Ereisperiferie  in 
eine  gerade  Linie  gibt  es  eine  sehr  brauchbare  und  genaue  Oon- 
struction. In  Fig.  138  werden  in  den  Punkten  aob  eines  Ereis- 
durchmessers  Senkrechte  darauf  errichtet,  vom  Punkte  c  aus  der 
Radius  als  Sehne  nach  cd  aufgetragen,  od  gezogen  bis  die  erste 
Senkrechte  durch  a  in  e  getroffen  wird,  hf  gleich  drei  Radien 
gemacht,  so  ist  ef  constructiv  genau  genug  gleich  der  Länge  des 
Halbkreises  acb.  Denn  berechnet  man  a/,  so  findet  man  ef  = 
3'14153.ao,  während  der  Halbkreis  acb  =  314159.ao  ist.  Die 
Differenz  acb  —  6/=  0*00006. ao  ist  für  alle  geometrischen  Oon- 
structionen,  bei  weichen  der  Ereisradius  1  Fuss  nicht  überschreitet, 
eine  unmessbar  kleine  Grösse. 

1125.  Was  versteht  man  unter  einer  Roll-  oder 
Wälzungsfläche  ? 

Wird  eine  Stralenfläche  auf  einer  Ebene  oder  auf  einer  an- 
deren Stralenfläche  gerollt,  so  durchläuft  jeder  Stral  der  rollen- 
den Stralenfläche  einen  Flächenraum ,  der  wieder  eine  Stralen- 
fläche ist,  und  mit  Bezug  auf  seine  Entstehung  eine  Wälzungs- 
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fläche  oder  Rollfläche  genannt  wird.  Bei  dem  Rollen  oder 
Wälzen  von  Central  -  Stralenflächen  entstehen  Kegelflächen  als 
Rollflächen,  bei  dem  Rollen  von  Parallel-Stralenflächen  aber  Cylin* 
derflächen. 

1126.  Rollt  eine  Pyramide  auf  einer  Ebene,  so  erzeugt  der 
die  Rollfläche  beschreibende  Stral  senkrechte  Kreiskegel- 
flächen, deren  Axe  die  jeweilige  Drehungskante  ist.  So  oft  beim 
Rollen  eine  Seitenebene  in  die  Tafel  fällt,  begrenzt  der  beschrei- 
bende Stral  einen  Teil  einer  senkrechten  Kreiskegelfläche  und 
beginnt  eine  neue  Kreiskegelfläche  zu  beschreiben.  Also  ist  die 
Rollfläche  eine  Zusammensetzung  aus  einzelnen  senkrechten  Kreis- 
kegelfläcben  ,  die  unstetig  gekriimmt  (1041)  in  einander 
übergehen. 

1127.  Rollt  aber  eine  Kegelfläche  auf  der  Tafel  fort,  so  sind 
die  einzelnen  senkrechten  Kreiskegelflächen,  aus  welchen  die 
Rollfläche  zusammengesetzt  wird,  unendlich  klein  und  bilden  in 
ihrer  Qesammtheit  eine  stetig  gekrümmte  Kegelfläche,  die  sich 
in  eine  Cylinderfläche  verwandelt,  sobald  der  Scheitel  der  rollen- 
den Kegelfläche  im  Unendlichen  liegt. 

1128.  Soll  eine  Stralenfläche  auf  einer  anderen  Stralenfläche 
(Grundfläche)  rollen,  so  kann  dies  nur  dann  möglich  werden, 
wenn  von  der  rollenden  Stralenfläche  und  von  der  Grundfläche 
stets  die  Scheitelpunkte  zusammenfallen. 

1129.  Wenn  zwei  Stralenflächen  mit  gemeinsamem  Scheitel 
aufeinander  rollen,  dabei  aber  sich  jede  Stralenfläche  um  eine 
eigene  Axe  dreht,  dann  wollen  wir  diese  Art  Wälzung  als  stehen- 
de s  Rollen  bezeichnen  (z.B.  bei  Frictionsrollen,  konischen  und 
cylindrischen  Zahnrädern  mit  festen  Axen). 

Ueber  die  Construction  der  Rollflächen  soll  erst  nach  der 
Kenntnis  der  Evoluten-  und  Evolventenflächen  gebandelt  werden. 

Cyiindrische  Evolaten-  and  Cvolventenflüchen.    Krttnimangskreise 

and  Krttmmangseyllnder,  Krefsevolvente. 

§.66. 

1130.  Denken  wir  uns  es  seien  a,  a,  as  . .  •  o«  On  ^  i  aufein- 
ander  folgende  Flächenstralen  einer  gekrümmten,  oder  aufein* 
anderfolgende  Kanten  einer  ungekrümmten  Stralenfläche,  dann 
liegt  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Stralen  ä^  und  On  -^  i 
nur  ein   unendlich  schmales   ebenes  Seitenelement   der  Stralen- 


fläche  (wie  dies  bei  Eegel-  und  Cjlinderflächen  der  Fall  ist) ; 
sind  aber  o»  und  an  +  i  zvrei  aufeinanderfolgende  Kanten  einer 
ungekrümmten  Stralenfläche^  (Pyramiden-  oder  Prismenfläche),  dann 
liegt  zwischen  On  und  On  + 1  ^^^^  Seitenebene  dieser  Fläche. 

Nun  kann  man  sich  die  gegebene  Stralenfläche  feststehend 
denken  und  den  Flächenstral  a^  um  c^  so  lange  drehen ,  bis  er 
in  die  Ebene  zu  liegen  kommt ,  in  welcher  sich  o,  und  03  be- 
finden. •  Dabei  denkt  man  sich  aber  die  Drehung  so  ausgeführt, 
dass  von  der  zwischen  a^  und  a^  liegenden  begrenzten  Ebene, 
nichts  auf  die  von  a,  und  a^  begrenzte  Ebene  zu  liegen  kommt. 

Durch  die  Drehung  ändert  sich  die  Neigung  der  Geraden 
a,  gegen  a,  nicht,  denn  o,  beschreibt  ein  Stück  einer  senk- 
rechten Ereiskegelfläche,  oder  wenn  c^  mit  a^  parallel 
läuft,  ein  Stück  einer  senkrechten  Ereiscjlinderfläche, 
deren  Axe  a^  ist. 

Diese  Kegel-  oder  Cylinderfläche,  welche  a^  beschreibt,  ist 
nun  ein  Teil  einer  Evol  ventenfläche. 

Sobald  Ol  in  die  Ebene  a^a^  gelangt  ist,  dreht  man  a|  und 
Og  um  den  Stral  a,  in  die  Ebene  a^a^.  Dabei  beschreibt  »]  den 
nächsten  Teil  der  Evolventenfläche,  nämlich  eine  senkrechte 
Kreiskegel  fläche  mit  der  Axe  03,  wenn  die  gegebene  Stra- 
lenfläche  eine  Pyramiden-  oder  Kegelfiäche  ist;  oder  eine  senk- 
rechte Cylinderfläche,  wenn  die  Stralen  der  gegebenen 
Stralenfläohe  unter  sich  parallel  sind. 

Ist  nun  a|  mit  a,  und  03  in  die  Ebene  a^a^  gelangt,  so 
wird  Ol  mit  a,,  a^  und  a^  in  die  nächste  Ebene  a^a^  gedreht, 
wodurch  a^  wieder  einen  neuen  Teil  der  Evolventenfläche  be- 
schreibt. 

Dieses  Verfahren  wird  so  lange  wiederholt,  als  es  der  Zweck 
erheischt,  oder  so  lange,  bis  alle  Seitenebenen  der  gegebenen 
Stralenfläohe  in  die  letzte  Seitenebene,  oder  in  die  Ebene  des 
letzten  Seitenelementes  gelangt  sind. 

1131.  Die  Stralenfläohe,  welche  zu  Grunde  gelegt  wird,  um 
aus  ihr  eine  Evolventenfläche  abzuleiten,  bezeichnet  man  als  die 
Evolutenfläche  der  Evolventenfläche.  Es  besitzt  sonach 
jede  Stralen  -  Evolutenfläche  eine  Stralen  -  Evolventenfläche,  und 
umgekehrt. 

1132.  Man  soll  zu  einer  Prismenfläche  die  Evol- 
ventenfläche construieren. 

SehlMlnger,  Qeoni«trJe«  ^ 
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In  Fig.  139  ist  a^biC^d^e^f^  das  orthogonale  Bild  eines 
zur  Bildebene  I  senkrechten  Prismas,  also  wird  auch  dessen  Evol- 
ventenfläche eine  zur  Bildebene  I  senkrechte  Stralenfläche  werden. 

Die  Vertical-Projection  auf  II  wurde  weggelassen,  da  sie 
der  Lernende  leicht  selbst  entwerfen  kann. 

Fig.  139. 


Nehmen  wir  nun  an,  a ,  sei  der  die  Evolventenfläche  beschrei- 
bende Stral|  oder  für  das  Bild  in  der  Bildebene  I  der  beschrei- 
bende Punkt,  so  beschreibt  a|  eine  senkrechte  Ereiscylinder- 
fläche,  deren  Basis  der  Kreisbogen  a^a\  mit  dem  Centrum  b^ 
sein  muss. 

Die  bewegliche  Ebene  b^a^  steht  während  ihrer 
ganzen  Drehung  auf  der  Evolentenfläche  a^a\  senk- 
recht 

Sowie  der  bewegliche  Stral  a^  in  die  Ebene  b^  Cj  gekom- 
men, ist  c,  a\  die  neue  bewegliche  Ebene,  die  um  C|  sich  drehend, 
mit  a^ ,  einen  neuen  Teil  a\  Qf\  der  Evolventenfiäche  beschreibt, 
deren  Basis    der   aus  e;,    als   Centrum  beschriebene   Kreisbogen 


a\a*\  ist 


Auch  hier,  sowie  jederzeit,  steht  die  bewegliche  Ebene, 
welche  den  beschreibenden  Stral  der  Evolventenfläche  enthält, 
auf  der  Evolventenfläche  normal. 

In  Fig.  139  wird  Oj  a'^a'^a'",  a*'ia%  die  Basis  jener  Evol- 
ventenfläche, deren  Evolutenfläche  das  Prisma  (^ibiCgd^e^f^  ist. 
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1133.  Dreht  man  alle  Zwischenstralen  i,  C|  ...  in  die  letzte 
Ebene  a,/|  mit,  so  erhält  man  in  ihr  das  Netz  der  Prismen- 
flache.  (Wurde  in  Fig.  139  nicht  gezeichnet) 

1134.  Wodurch  unterscheidet  sich  eine  durch  ein 
Prisma  erzeugte  Rollfläche,  von  einer  aus  einem 
Prisma  abgeleiteten  Evolventenfläche  ? 

Die  Rollfläche  besteht  aus  einzelnen  cylindrischen  Teilen, 
welche  im  gemeinsamen  Strale,  wo  die  eine  endigt ,  die  andere 
beginnt,  keine  gemeinsame  Tangentenebene  besitzen. 
Dieser  Umstand  ist  aber  bei  der  Evolventenfläche  nicht  vorhan- 
den, mithin  erscheint  die  letztere  als  eine  stetig  gekrümmte 
Stralenfläche. 

1135.  Schneidet  man  eine  aus  parallelen  Stralen  gebildete 
Evolventenfläche  und  Evolutenfläcbe  mit  einer  zu  den  Stralen 
senkrechten  Ebene,  so  ist  der  erstere  Schnitt  die  Evolvente 
des  zweiten  Schnittes;  dieser  daher  die  Evolute  zur  Evolvente. 

1136.  Da  man  aus  den  Beziehungen  einer  Evolvente  zu 
ihrer  Evolate  auch  auf  die  Beziehungen  der  ihnen  entsprechen- 
den Parallel-Stralenflächen  schliessen  kann,  so  genügt  es,  die  Evo- 
luten und  Evolventen  der  Betrachtung  zu  unterziehen. 

1137.  Die  Construction  einer  Evolvente  aia\a'\  .  .  .  aus 
einer  Evolute  a,  6|  Ci  ...  fuhrt  Fig.  139  vor  Augen. 

Eine  Evolvente  ist  aus  einzelnen  Kreisbogen  zusammen- 
gesetzt, deren  Mittelpunkte  b^c^d^  ...  durchwegs  in  der  Evolute 
liegen. 

1138.  Zieht  man  durch  alle  Punkte  einer  Evolvente  Nor- 
malen zu  ihr,  so  ist  der  Schnittpunkt  von  je  zwei  aufein- 
anderfolgenden Normalen  der  Mittelpunkt  des  zwi- 
schen diesen  Normalen  liegenden  Kreisbogens  der 
Evolvente. 

1139.  Die  Schnittpunkte,  welche  durch  je  zwei  nächst- 
liegende Normalen  einer  Evolvente  entstehen,  bilden  die  Mittel- 
punkte fnr  die  zwischen  den  Normalen  liegenden  Kreisbogen,  oder 
die  sogenannten  Krümmungsmittelpunkte  der  Evolvente. 

Die  Radien  der  einzelnen  Kreisbogen  einer  Evolute  werden 
Krümmungsradien  oder  Krümmungshalbmesser  genannt. 

1140.  Wie  gross  ist  für  irgend  einen  Punkt  if  einer 
Evolvente  der  Krümmungshalbmesser? 

Die  Länge  des  Krümmungshalbmessers  für  irgend  einen 
Punkt  M  der  Evolvente  ist  gleich   der  Länge  der  Evolute  vom 
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Anfangspankt  der  Evolvente  bis  zum  Kriimmungsmitielpankt  des 
Punktes  M. 

Fig.  139  tiberzeugt  uns  hievon.  Es  is  a,  der  AnSeingspunkt 
der  Evolvente;  h^a\  =  ft^ai;  Cja",  =C|6i  +  ^\<^'\  =^i*i  + 
b^a^j  und  d^M=^d^Ci  +  Cia"i  =  «Ji  ^i  +  <^\^\  +  *i  «i  >  o^®^ 
djM  =a, 61  +  61  Ci  -^c^d^y  wie  es  behauptet  wurde. 

1141.  Wie  gross  ist  der  Unterschied  der  Krüm- 
mungsradien für   irgend   zwei  Punkte  ikf  und  JV  einer 

Evolvente? 

Er  ist  gleich  der  Länge  der  Evolute  zwischen  den  Erüm- 
mungs-Mittelpunkten  der  Punkte  M  und  N. 

In  Fig.  139  ist  f^N  =a^h^  +  ^  <J|  +  Cj  d,  +  ci,  e,  +  e,  f, 
(1140)undci4lf=ai6,  +fti<5i  4-<5,<ii,  folglich/^-V  — d,  M= 
d|«,  4-  ^/i7  ^6  behauptet  wurde. 

1142.  Gibt  es  ausser 
den  Krümmungsmittel- 
punkten  einer  Evolvente 
noch  andere  Mittel- 
punkte, von  wo  aus 
Kreise  beschrieben  wer- 
den können,  deren  Bogen 
zum  Teil  in  der  Evol- 
vente liegen  ? 

Um  diese  Frage  zu  beant- 
worten, nehmen  wir  an,  es  soll 
durch  einen  Punkt  M  der  Evol- 
vente (Fig.  139)  noch  ein  ande- 
rer Kreisbogen  yA'M   gehen, 
welcher  sich  in  M  an  die  Evol- 
vente anschmiegt;  es  ist  dann 
klar,    dass  die  Tangente  MM*  an  die  Evolvente,  auch  Tangente 
an  den  neuen  Kreis  sein  mues,  mithin  wird  das  Centrum  A  des 
neuen  Kreises  in  der  Normale  des  Punktes  M  liegen. 

Wählen  wir  in  der  Normale  Md^  zwei  beliebige  Mittel- 
punkte A  und  B  und  beschreiben  aus  ihnen  zwei  durch  M  ge- 
hende Kreise  MA*  und  MB*^  so  schmiegen  sich  diese  Kreise  in 
M  an  die  Evolvente  an,  und  es  ist  einleuchtend,  dass  sich  keiner 
dieser  Kreise  der  Evolvente  so  genau  anschliessen  kann,  wie  der 
,  Krümmungskreis  MK  des  Punktes  ilf,  weil  letzterer  Kreis 
selbst  einen  Teil  znr  Entstehung  der  Evolvente  liefert. 


I  /  / 
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1143.  Man  erkennt  nun  auch,  dass  es  bei  Cy linderflächen 
nur  einen  senkrechten  Eoreiscylinder  geben  kann,  welcher  sich 
der  gegebenen  Cylinderfläche  längs  eines  gegebenen  Flächen - 
strales  am  innigsten  anschmiegt;  er  wird  der  Krümmungs- 
cy  lind  er  für  jenen  Flächenstral  genannt 

1144.  Aus  den  Kreisen  A*A*  und  B*B*  findet  man  femer 
heraus,  dass.^'jB'  sich  dem  Krümmungskreise  inniger  anschliesst, 
als  A*A*y  folglich  kann  man  sagen: 

Liegen   die  Mittelpunkte  A   imd  B  zweier   die  Evolvente 
berührenden  Kreise   in   einem  Krümmungsradius   der  Evolvente 
gleichweit  vom  Krümmungsmittelpunkt  A^  entfernt,  so  schmiegt 
sich  der  Kreis  mit  dem  grösseren  Radius  inniger  an  die  Evolvente 
an,  als  jener  mit  dem  kleineren  Halbmesser. 

1145,  Wie  wird  eine  Evolvente  beschaffen  sein, 
wenn  die  Evolute  ein  Polygon  mit  unendlich  kurzen 
Seiten,  also  eine  Curve  ist? 

Die  einzelnen  Kreisbogen  (Fig.  140),  aus  welchen  die  Evol- 
vente zusammengesetsst  ist,  werden  unendlich  kurz;  in  Folge  hie- 
ven wird  die  Evolvente  (a&cd .  .  r»  .  . .  u;)  die  Gestalt  einer  be- 
liebigen Curve  annehmen. 

1146.  Fig.  140  belehrt  uns  auch,  dass  die  Evolute  0123... 
einer  beliebigen  ebenen  Curve  ahcA  . . .  r b  .  .  .  v>  xxel  allgemeinen 
ebenfalls  eine  Curve  ist. 

1147.  Wieviele  Evolventen  kann  man  zu  einer 
gegebenen  ebenen  Evolute  construieren  ? 

Unendlich  viele.  Denken  wir  uns  in  Fig.  140  sei  0,1,2  .. . 
8, .  • .  17,  18, . . .  eine  Curve  mit  einer  Spitze  in  8.  Die  Gerade 
oa  sei  eine  Tangente  an  diese  Curve,  welche  als  eine  Evolute 
angesehen  werden  soll,  und  a  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  er- 
wähnten Tangente.  Soll  nun  durch  a  eine  der  Evolute  entspre- 
chende Evolvente  ahc  . .  .w  construiert  werden ,  so  denke  man 
sich  in  a  treffe  ein  sehr  kurzer  Kreisbogen  ein,  dessen  Mittel- 
punkt 0  ist.  In  a  schliesst  sich  der  folgende  unendlich  kurze 
Kreisbogen  a&  an,  dessen  Mittelpunkt  ebenfalls  in  der  Tangente 
üO  aber  am  anderen  Ende  des  Linienelementes  0,  1  liegt.  Dieser 
Kreisbogen  ah  reicht  bis  an  die  Verlängerung  des  nächsten  Linien- 
elementes 1,  2  der  Evolute.  Der  nächste  Kreisbogen  hc  erhält 
sein  Centrum  an  dem  auf  1  folgenden  Ende  2  des  Linienelementes 
1,  2  und  reicht  bis  an  die  Verlängerung  des  Linienelementes  2,  3 
der  Evolute, 
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Aus  diesem  Vorgänge  sieht  man  ein,  dass  zu  der  gegebe* 
nen  Evolute  stets  eine  andere  Evolvente  gefunden  wird  y  wenn 
man  in  der  Tangente  des  Punktes  o  den  Punkt  a  in'  anderer 
Entfernung  von  o  wählt. 

1148.  Die  Entstehung  einer  Evolvente  in  Fig.  139  lehrt, 
dass  die  Evolvente  eine  stetig  gekrümmte  Linie ,  selbst  in  dem 
Falle  ist^  wenn  die  Evolute  die  Gestalt  eines  Polygons  besitzt. 
In  Fig.  140  wird  demnach  die  Evolvente  ebenfalls  stetig  ge- 
krümmt sein^  wiewol  die  Evolute  in  8  ein  Eck  besitzt. 

1149.  Wie  wird  man  zu  einer  gegebenen  ebenen 
C  urve  a&c...m...t£7  eine  Evolute  construieren  ? 

Man  wird  die  Curve  in  kleine  Bogen  ab^  bc, .  .  .ik^  kl^ .  . 
zerlegen^  jeden  derselben  als  einen  Kreisbogen  betrachten,  in 
allen  Punkten  abc  , .  .hik  ,  .  .  rs  .  .  .  tv  Senkrechte  auf  die  Bogen- 
elcmente  errichten,  alsdann  müssen  diese  Senkrechten  Tangenten 
an  die  zu  suchende  Evolute  sein.  (Der  Beweis  folgt  aus  der  Evol- 
venten-Construction  zu  gegebener  Evolute  (1147.) 

Zieht  man  an  alle  Tangenten  eine  sie  berührende  Curve, 
so  ist  die  Evolute  gefunden. 

1150.  Wie  pflegt  man  die  Krümmung  für  irgend 
einen  Punkt  m  einer  ebenen  Curve  auszudrücken? 

Durch  einen  Bruch.  Der  Zähler  ist  die  Einheit,  der  Nenner 
aber  der  Krümmungshalbmesser  (m,  12  Ifig.  140)  des  Curven- 
Punktes  9».  Wäre  nun  beispielsweise  in  ab  der  Radius  l,a  als 
Einheit  angenommen  worden,  so  wäre  auch  die  Krümmung  des 
Bogenelementes  ab  als  Einheit  für  die  Krümmungsmasse  an- 
zusehen. Fände  sich  etwa,  dass  der  Radius  in  m  gleich  1*8.  (a,l) 

ist,  so  ist  die  Krümmung  in  m  =  r^  =  0*55  der  Krümmung  in  a. 

Wird  ein  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross,  so  ist  die  Kreis- 

periferie  geradlinig,  folglich  die  Krümmung  =  —  =  Null,    wie 

es  sein  soll. 

1151.  Was  geschieht  mit  der  Evolute,  wenn  die 
Krümmung  der  Evolvente  bis  zu  einem  Punkte  h 
(Fig.  140)  ab-  und  von  da  an  wieder  zunimmt? 

Die  Evolute  erhält  ein  Eck,  wie  dies  Fig.  140  in   8  zeigt. 

Sind  die  in  einem  Ecke  8  der  Evolute  zusammentreffenden 
Teile  mit  ihren  convexen  Seiten  der  concaven  Seite  der  Evol- 
vente zugewendet,    so  hat  die  Evolvente   in    dem  Elemente   At, 


811 

welches  dem  Evoluteneck  8  entspricht  ein  Minimum  der  Krüm- 
mung erreicht,  indem  beiderseits  von  hi  die  Grösse  der  KrQm- 
mung  wieder  zunimmt.  Sind  aber  die  in  einem  Evoluteneck  zu- 
sammentreffenden Teile  mit  iliren  concaven  Seiten  der  concaven 
Evolventenseite  zugewendet^  so  hat  die  Evolvente  in  der  der 
Evolutenecke  entsprechenden  Periferiestelle  ein  Maximum  der 
Krümmung  erreicht.  (Dieser  Fall  kommt  in  Fig.  140  nicht  vor.) 

1152.  Geht  aber  die  concave  Seite  einer  Evolvente  in  die 
convexe  Seite  über  (Fig.  140  in  s)^  so  besteht  die  Evolute  aus 
getrennten  Stucken  (8,  9^  10,  . .  •  18  und  19,  20, .  . .)  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Tangente,  welche  die  Evolvente  im  Wende- 
punkt 8  durchschneidet. 

1153.  Wie  kann  auf  eine  mechanische  Art  zu  einer 
Evolute  eine  Evolvente  gezeichnet  werden? 

Man  denkt  sich  über  die  Curve  0, 1,  2,  ...  7,  8  in  Fig.  140 
einen  feinen  biegsamen  aber  uudehnbaren  Faden  gespannt,  welcher 
bis  a  reicht.  Befindet  sich  in  a  ein  zeichnender  Stift,  den  man 
mit  dem  Faden  in  der  Curvonebene  so  weiter  bewegt,  dass  der 
Faden  stets  Tangente  an  die  Evolute  bleibt,  so  beschreibt  a  die 
Evolvente  abcd  .  .  .  Gelangt  a  nach  hi,  so  wird  von  da  an,  sich 
der  Faden  auf  der  Curve  8,  9,  10,  so  lange  aufwickeln,  bis  a 
nach  8  gelangt.  Soll  von  hier  an  der  Stift  a  die  Curve  bis  to 
weiter  beschreiben,  so  muss  der  Faden  von  der  Curve  8,  9,  ...  18 
losgelassen,  über  19,  20,  21  ...  gespannt,  und  von  da  abge- 
wickelt werden. 

Es  bietet  uns  somit  die  Curve  0, 1^ . .  •  bis  22  das  Beispiel 
einer  unstetigen  Curve. 

1154.  Denken  wir  uns  in  Fig.  140  seien  die  Evolvente  und  die 
Evolute  die  Basislinien  von  senkrechten  Cylinderflächen,  so  sehen 
wir  ein,  dass  eine  jede  Tangentenebene  der  Evolutenfläche  die  Evol- 
ventenflache senkrecht  durchschneidet;  auch  sehen  wir  ein,  dass 
eineCylinderfläche  in  einem  gegebenen  Strale/ nur  von  einer  einzigen 
Ereiscylinderfläche  am  innigsten  berührt  werden  kann,  und  dass 
der  Radius  von  der  Basis  dieses  Ereiscylinders  gleich  dem  Krüm- 
mungshalbmesser/6  der  Evolvente  abcd  .  ,  .)  für  den  Punkt  / 
ist.  Der  erwähnte  senkrechte  Eroiscylinder  ist  desshalb  auch  als 
ein  Krümmungscylinder  der  gegebenen  Cylinderfläche  zu 
bezeichnen. 
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1155.  Wird  ein  Kreis  als  Evolute  gewählt,  so  entsteht  eine 
Kreisevolvente,  welche  der  Lernende  mit  Zuhilfe- 
nahme von  (1124)  eonstruieren  wolle. 

1156.  Die  Evolute  eines  Kreises  ist  ein  Punkt.  Die  Evolute 
einer  Ellipse  besitzt  vier  Spitzen  und  zeigt  an,  dass  in  den  End- 
punkten der  grossen  Axe  Maxima,  in  den  Endpunkten  der  klei- 
nen Axe  Minima  der  Krümmung  der  Ellipse  vorhanden  sind. 

1157.  Kann  man  eine  cylindrische  Evolventen- 
fläche aus  der  Evolutenfläche  durch  Rollen  ableiten  ? 

Denken  wir  uns  in  Fig.  139  eine  unbegrenzte  Ebene  E 
an  die  Seitenebene  a^b^  angelegt;  betrachten  wir  die  Gerade  a, 
als  beschreibenden  Stral  und  lassen  wir  die  Ebene  E  an  dem 
Prisma  a,&iC|(2j  ...  rollen ,  so  beschreibt  der  Stral  a^  genau 
dieselbe  Rollflächc;  welche  a,  vorhin  als  Evolventenfläche  be- 
schrieb. 

Es  ist  sonach  eine  Kreisevolventenfläche  eine  Stralenfläche, 
welche  bei  dem  Rollen  einer  Ebene  um  einen  senkrechten  Kreis- 
cylinder  durch  eine  zu  den  Cylinderstralen  parallele  Gerade  be- 
schrieben wird.  (Wie  lautet  dieser  Satz  allgemein  ?) 


CoDstraetlon  der  Rollfläehen,  welehe  dareh  Rollen  eines  Cylinders 
auf  einer  Ebene  entstehen.  Gemeine  and  sfärisebe  Kreis-Cylilolde. 

§.  56. 

1158»  Wie  construiert  man  die  von  einem  Strale 
einer  auf  einer  Ebene  rollenden  Cylinderfläche  be- 
schriebene Rollfläche? 

Flg.  141. 


In  Fig.  141  liege  die  Tafel,  auf  welcher  der  Cylinder  rollt, 
horizontal.  Eine  Bildebene  11  werde  senkrecht  zu   den  Cylinder- 
stralen gestellt,  folglich  zeigt  der  -rollende  Cylinder    und  sonach 
auch  die  Rollfläche  im  zweiten  Bilde  die  Nullseite ,  wesshalb  es 
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genügend  ist,  blos  die  zweiten  Bilder  beider  Stralenflächen  zu 
zeichnen.  Der  Ein£Eu^hheit  wegen  sollen  auch  die  Projections- 
Indices  2  weggelassen  werden. 

In  Fig.  141  sei  der  im  Rollen  von  rechts  gegen  links  be- 
griffene  Uylinder  zuerst  in  jener  Stellung  I  gezeichnet,  bei  welcher 
eben  der  beschreibende  Stral  a  in  der  Tafel  I  liegt.  Voraussicht- 
lich wird  beim  Weiterrollen  der  von  der  Tafel  I  entfernte  Stral 
h  in  die  Ebene  I  zu  liegen  kommen  und  wird  es  sich  nun  darum 
handeln  zu  bestimmen,  welche  Lage  dann  der  Stral  a  einnehmen 
wird,   wenn  der  rollende  Cylinder  mit  b  in  die  Tafel  I  gelangt. 

Um  diese  Lage  auszumitteln,  denken  wir  uns  den  beschreib 
b enden  Stral  a  mit  h  durch  eine  Ebene  ab  verbunden ,  und 
denken  uns  auch  die  Tangentenebene  bc  längs  des  Strales  b  ge- 
legt^ so  ist  klar,  dass,  sobald  der  Stral  b  in  die  Ebene  I  kommen 
wird,  auch  die  Tangentenebene  b  c  mit  der  Tafel  I  zusammen- 
fallen muss.  Nun  ändert  sich  aber  während  des  Rollens  die  Ent- 
fernung des  Strales  a  von  der  Tangentenebene  bc  nicht ^  woraus 
sofort  folgt  I  dass  der  Stral  a  in  einer  zur  Tafel  I  parallelen 
Ebene  liegen  muss^  die  von  der  Tafel  I  ebensoweit  entfernt  ist, 
wie  der  Stral  a  von  der  Tangentenebene  be.  Zieht  man  sonach 
im  Abstände  '=z  ac  eine  Parallele  or  zu  ,^2,  so  muss  der  Stral 
a  in  seiner  Neulage  a*  in  der  durch  x  gebenden  Horizontalebene 
liegen. 

Wird  nun  ein  kleines  Bogenstück  der  Curve  I,  welches  man 
als  eine  gerade  Strecke  ansehen  kann,  von  b  aus  auf  der  Curve 
bis  zu  a  hin  so  oft  als  möglich  aufgetragen,  so  bleibt  ein  kleiner 
Rest  vor  a  übrig ,  den  man  als  in  ^X^  liegend  ansehen  darf;  an 
diesen  Rest  reibt  man  das  erwähnte  Bogenstuckchen  längs  der 
Geraden  ^X^  ebenso  oft  aneinander,  als  es  im  Bogen  von  b  bis 
a  enthalten  war,  wodurch  sich  die  Strecke  ab*  ergibt,  welche 
dem  Bogen  ab  grafisch  genau  an  Länge  gleich  ist;  mithin  kann 
man  auch  b*  als  den  Ort  ansehen,  wohin  beim  Rollen  des  Cylin- 
ders  der  Stral  b  gelangen  wird. 

Wenn  nun  mit  der  Sehne  ba  von  b'  aus,  die  zu  ^X^  pa- 
rallele Gerade  x  durchschnitten  imd  von  den  beiden  Schnittpunkten 
der  richtige  benützt  wurde,  so  ist  auch  die  Lage  a*  des  beschrei- 
benden Strales  a  gefunden. 

In  Fig.  141  wurden  mehrere  Stellungen  des  beschreibenden 
Strales  a  gezeichnet,  woraus  sich  ab  Nullseite  derßollfläche  die 
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Linie  aa*a**  ergab.  Auch  wurde  gleichzeitig  der  rollende  Cylin- 
der  selbst  in  mehreren  Stellungen  gezeichnet,  die  er  während 
seines  Rollens  einnahm. 

1159.  Um  sich  eine  derartige  Zeichnung  ohne  grossen  Zeit- 
verlust anzufertigen,  wird  man  die  Form  der  Curve  I  aus  steifem 
Papiere  sehr  genau  ausschneiden,  mehrere  Punkte  in  der  Null- 
seite der  Rollfläche  auf  die  Art  construieren,  wie  es  für  den  Punkt 
a*  gelehrt  wurde,  sodann  die  Schablone  mit  den  auf  ihr  bestimmten 
Punkten  a  und  h  an  die  Punkte  a*  und  V  entsprechend  anlegen 
und  dieselbe  mit  einem  feingespitzten  Bleistifte  umfiEJiren« 

1160.  Was  versteht  man  unter  einer  gemeinen 
Cykloide  oder  Rollcurve? 

Wird  eine  durch  Rollen  eines  Cylinders  auf  einer  Ebene 
von  einem  Cylinderstrale  beschriebene  Roll-  oder  Cykloidenfiäche 

Fig.  142. 


mit  einer  Ebene  senkrecht  zu  den  Cylinderstralen  durchschnitten, 
so  wird  dieser  Schnitt  als  eine  gemeine  Rollcurve  oder  gemeine 
Cykloide  bezeichnet,  weil  man  sich  vorstellen  kann,  dass  sie 
durch  das  Rollen  des  senkrechten  Rollcylinderschnittes  auf  einer 
Geraden  (wie  dies  Fig.  141  zeigt)  von  einem  Punkte  a  der  rol- 
lenden Curve  beschrieben  wird.  Die  Construction  derselben  wurde 
in  Fig.  141  durchgeführt. 

1161.   Wovon  ist  die  Gestalt   einer  gemeinen  Cy- 
kloide abhängig? 

Von  der  Gestalt  der  rollenden  Curve. 

Gewöhnlich  wird  nur  die  von  einem  Punkte  eines  roUenden 
Kreises  beschriebene   Cykloide  betrachtet,  weil  sie  bei  der  Con- 
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struction  der  Zähne  für  Zahnstangen  Anwendung  findet.  Es  sollen 
demnach  im  Folgenden  ebenfalls  nur  Kreis-Cjkloiden  untersucht 
werden. 

1162.  Wie  construiert  m  an  eine  gemeine  Kreis- 
Cykloide? 

In  Fig.  142  sei  I  die  erste  Lage  des  rollenden  Kreises,  a 
der  beschreibende  Punkt,  o  der  Mittelpunkt,  welcher  sich  in  einer 
zu  X  parallelen  Geraden  oo'  bewegt  Man  trägt  kleine  gleiche 
Bogenteilchen  auf  dem  Kreise  I  von  a  aus  und  ebenso  auch  die 
Teilchen  von  derselben  Länge  auf  der  Geraden  x  auf.  Ist  6 
irgend  ein  solcher  Teilpunkt  im  Kreise  I  und  b'  der  ihm  corre- 
spondierende  Teilstrich  in  x ,  so  ist  klar,  dass  der  Punkt  a  von 
der  durch  b  gehenden  Tangente  ebensoweit  entfernt  sein  muss, 
wie  b  von  der  durch  a  gehenden  Tangente  x]  also  muss,  wenn 
der  Kreis  in  die  Lage  II  gelangt,  der  Punkt  a'  von  der  Geraden 
x  ebensoweit  entfernt  sein,  wie  vor  dem  Rollen  der  Punkt  b  von 
x  entfernt  war,  also  liegt  a'  in  der  durch  b  zu  x  parallel  gezo- 
genen Geraden. 

Durchschneidet  man  mit  der  Sehne  ab  aus  b\  oder  mit  dem 
Kreisradius  aus  o^  jene  Parallele,  so  ergibt  sich  die  Lage  a\  in 
welche  a  gekommen,  sobald  b  in-b*  oder  o  in  o'  eintrifft. 

Bestimmt  man  nach  diesem  Verfahren  mehrere  Zwischen- 
punkte und  setzt  auch  die  Punktbestimmung  Qber  a'  hinaus  fort, 
so  erhält  man  in  aa'a^'  die  Hälfte  einer  gemeinen  Kreis-Cykloide. 

1163.  Wie  construiert  man  in  einem  gegebenen 
Punkte  a'  (Fig.  141  und  142)  einer  gemeinen  Cykloide 
eine  Normale  und  eine  Tangente? 

Wie  aus  dem  Begriffe  des  Rollens  einer  Stralenfläohe  auf 
einer  Ebene  (1100),  und  dem  daraus  leicht  abzuleitenden  Begriffe 
des  Rollens  einer  Curve  auf  einer  Geraden  hervorgeht,  muss  eine 
Cykloide  aus  unendlich  vielen,  dafiir  aber  unendlich  kurzen  Ej*eis- 
bogen  zusammengesetzt  sein.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Stellung  III 
der  rollenden  Curve  in  Fig.  141,  so  ist  eben  der  Punkt  A'  der 
Mittelpunkt  eines  sehr  kleinen  Kreisbogens,  der  durch  den  be- 
schreibenden Punkt  a*  geht  und  der  Cykloide  angehört. 

Die  Normale  irgend  eines  Kreisperiferiepunktes  geht  be- 
kanntlich durch  das  Kreiscentrum ,  folglich  ist  a' &'  eine  Nor- 
male im  Punkte  af  an  die  Cykloide,  also  ist  die  Tangente  an 
die  Cykloide  im  Punkte  a'  senkrecht  auf  a'b\ 
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1164.  Wie  leicht  einzusehen,  läset  sich  allgemein  der  Satz 
aussprechen : 

Rollt  in  einer  Ebene  eine  Curve  auf  einer  belie« 
bigen  Linie,  so  ist  jederzeit  die  Gerade,  welche  den 
Berührungspunkt  der  rollenden  Curve  mit  der  zu- 
gehörigen Lage  des  beschreibenden  Punktes  ver- 
bindet, eine  Normale  an  die  Cykloide. 

Isl  a*  eine  Lage  des  beschreibenden  Punktes  einer  gemei- 
nen Kreis  -  Cykloide ,  h*  der  zugehörige  Berührungspunkt  des 
rollenden  Kreises  und  c*  der  ihm  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  so  ist  a*  c*  die  Tangente  an  die  Cykloide  im  Punkte  a\ 
weil  sie  auf  der  Normale  a*h*  (1163)  senkrecht  steht  (350). 

1165.  Die  £volute  einer  gemeinen  Kreis-Cykloide 
ist  eine  ihr  congruente  Curve. 

Beweis.  Lassen  wir  in  einer  Ebene  zwei  congruente  Elreise 
I  und  V  (Fig.  142)  auf  zwei  Geraden  x  und  JT,  deren  Abstand 
dem  Kreisdurchmesser  gleich  ist,  in  demselben  Sinne  rollen  und 
den  anfänglich  gemeinsamen  Punkt  a  zwei  Cykloiden  aa*a"  und 
aA'A*'  beschreiben,  so  stehen  beide  Cykloiden  in  dem  Verhält- 
nisse wie  Evolvente  und  Evolute  zueinander.  Denn  sind  II  und 
n^  zwei  correspondierende  Lagen  der  rollenden  Eüreise,  a'  und 
A'  die  correspondierenden  Lagen  der  beschreibenden  Punkte,  so 
fallt  die  Tangente  im  Punkte  A*  der  unteren  Cykloide  in  die 
Verlängerung  der  Normale  des  Punktes  a*  der  oberen  Cykloide, 
was  auf  folgende  Art  bewiesen  werden  kann : 

Verbindet  man  in  der  oberen  Cykloide  den  Punkt  a'  mit 
dem  Berührungspunkte  b'  des  rollenden  Kreises  U,  so  ist  nach 

(1163)  a'b'  eine  Normale  im  Punkte  a'  an  die  Cykloide  aa'a"; 
und  verbindet  man  A'  mit  demselben  Punkte  i',  so  ist  A*b^  nach 

(1164)  eine  Tangente  im  Punkte  A*  an  die  Cykloide  a*  A*A**. 
Berechnet  man  den  von  a*b*  mit  x  gebildeten  Winkel  a'&'a?, 

so  sieht  man  ein,  dass  nach  (349)  '^ofVx  den  h^ilben  Bogen 
a*V^  der  von  der  Stellung  I  bis  zur  Stellung  II  mit  x  in  Be- 
rührung kam,  zum  Masse  haben  muss.  Der  vom  Kreise  I'  auf  X 
durchlaufene  Weg  AB*  bis  zur  Stellung  IP  ist  ebenso  gross,  abo 
ibt  auch  der  Bogen  von  b*  bis  A*  der  Länge  des  abgerollten  Bogens 
gleich,  woraus  nun  folgt,  dass  b* A'  und  b*a'  gleichlange 
Sehnen  sein  werden  und  demnach  auch  gleiche  Winkel  mit 
der  gemeinsamen  Tangente  x  einschliessen  müssen ,  w.  z.  b.  w. 
Da   also   die  Tangente  b*  A'   wirklich   in   die  Verlängerung   der 
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Normale  afV  fällt,  so  ist  ersichtlich^  dass  nach  (1149)  die  untere 
Cykloide  die  Evolute  der  oberen  ist. 

1166.  Aus  (1165)  folgt  der  Satz: 

Verlängert  man  bei  einer  gemeinen  Ereis-Cykloide  die  Nor- 
male a*h'  irgend  eines  Punktes  a'  über  den  Berührungspunkt  h* 
des  rollenden  Elreises  um  die  Länge  a'b*  hinaus  nach  h'A*  y  so 
ist  A*  ein  Punkt  der  Evolute  der  gegebenen  Cykloide. 

1167.  Femer  folgt  ebenso  einfach: 

Verlängert  man  eine  Tangente  A'b*  (Fig.  142)  einer  gemei- 
nen Ereis-Cykloide  um  die  Sehne  A'b%  die  in  dem  zu  A*  ge- 
hörenden rollenden  Kreise  liegt,  über  b'  hinaus  nach  b^a'^  so  ist 
a'  ein  Punkt  jener  Evolvente  der  Cykloide  A**A'aj  welche  durch 
den  höchsten  Punkt  a  der  Cykloide  A**  A*a  geht. 

1168.  Da  nach  (1137)  eine  Evolvente  aus  Kreisbogen  zu- 
sammengesetzt werden  kann^  deren  Centra  in  der  Evolute  liegen, 
so  bietet  der  Satz  (1166)  das  Mittel,  für  jedes  Bogenstück  einer 
gemeinen  Kreis  -  Cykloide ,  den  Mittelpunkt  des  Krümmungs- 
kreises  zu  finden,  und  somit  die  Cykloide  durch  Kreisbögen  aus- 
zuziehen. 

1169.  Aus  (1140)  erkennt  man,  dass  die  Länge  des  Cykloi- 
denbogens  von  a  bis  A*  (Fig.  142)  gleich  der  Geraden  A*a*  oder 
=  2  .  A'b'  ist.  Bezeichnet  man  den  höchsten  Punkt  a  der  Cy- 
kloide A"A'a  als  Scheitel  der  Cykloide,  so  lautet  die  Gleichung 

a-4'  =  2  .  -4'6'  in  Worte  übersetzt: 

Die  Länge  einer  gemeinen  Kreis  -  Cykloide  zwi- 
schen dem  Scheitel  a  und  einem  anderen  Punkte  A' 
ist  gleich  der  doppelten  Länge  jener  Sehne  die  in  der 
Tangente  zu  A^  in  dem  zu  A'  gehörigen  rollenden 
Kreise  liegt 

Demzufolge  ist  der  halbe  Cykloidenbogen  äA^A*^  gleich 
dem  doppelten  Durchmesser  des  rollenden  Kreises ,  oder  jeder 
volle  Bogen  einer  gemeinen  Kreis  -  Cykloide  ist  dem  achtfachen 
Radius  des  rollenden  Kreises  an  Länge  gleich. 

Der  Lernende  wolle  den  Satz  in  (1168)  auf  die  Flächen- 
inhalte der  rollenden  senkrechten  Kreiscylinderflächen  und  auf  die 
von  einem  Strale  derselben  erzeugten  gemeinen  Kreis-Cykloiden- 
flächen  übertragen. 

1170.  Was  versteht  man  unter  Epicykloiden-  und 
Hypocykloidenflächen  ? 
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Rollt  eine  Stralenfläche  auf  einer  anderen  Stralenfläche  (1128), 
so  beschreibt  jeder  Stral  der  rollenden  Fläche  eine  Rollfläche. 
Diese  wird  znr  Epicykloiden fläche,  wenn  das  Rollen  auf 
der  conv exen  Seite  der  festen  Stralenfläche  geschieht;  hingegen 
entsteht  eine  Hypocy  kleiden  fläche,  wenn  die  Stralenfläche 
auf  der  concaven  Seite  der  Ghrund-Stralenfläche  rollt. 

1171.  Die  einfachsten  Flächen  dieser  Art  sind  wieder  jene, 
wenn  ein  senkrechter  Kreiscylinder  auf  einem  anderen  Cylinder 
dieser  Art  rollt.  Schneidet  man  die  hier  erwähnten  Stralenflächen 
mit  einer  Ebene  senkrecht  zu  den  Cylinderstralen,  so  entstehen 
als  Schnitte  die  Kreis- Epicykloiden  und  ^reis  -  Hypo- 
cykloiden. 

Die  Construction  dieser  Linien  wird  der  Lernende  leicht 
selbst  erfinden,  sobald  er  bedenkt,  dass  die  Construction  ganz  die- 
selbe ist,  wie  jene  der  Cykloide  aafa**  in  Fig.  142,  wenn  nur 
statt  der  unendlich  grossen  Kreise  x  und  oo*o**  (unendlich  grosse 
Kreise  sind  bekanntlich  gerade  Linien),  Kreise  mit  endlich  gelege. 
nem  gemeinschaftlichen  Centrum  gewählt  werden.  Ein  Unterschied 
wird  sich  in  den  auf  den  Bögen  liegenden  gleichen  Teilchen  da- 
durch bemerkbar  machen,  dass  die  auf  der  Linie  oo'o^^  liegenden 
Teile  nicht  mehr  jenen  des  Bogens  a?  und  des  Bogens  auf  dem 
rollenden  Kreise  gleich  sein  werden. 

Pl^  ]^  Statt  der  durch  h 

zu  X  parallelen  Gera- 
den b  a'  wird  ein  durch 
b  gehender  mit  x  con- 
centrischer  Bogen  ent- 
stehen. 

1172.  Auch  bei 
den  Kreis  -  Epicykloi- 
und  Hypocykloiden  bestehen  nicht  besonders  schwer  ableitbare 
Gesetze,  die  Evoluten  zu  construieren,  nur  sind  die  Formeln, 
welche  man  fär  den  Krümmungsradius  findet,  compliciert,  weil 
in  ihnen  mehrere  Radien  vorkommen.  Die  Evoluten  sind  gleich- 
falls Epi-  oder  Hypocykloiden. 

1173.  Was  versteht  man  unter  verlängerten  oder 
verkürzten  Hypocykloidenflächen  ? 

Verbindet  man  mit  einer  rollenden  Stralenfläche  /  einen 
durch  ihren  Scheitel  8  gehenden  Stral  t»,  so  erzengt  derselbe 
Ibeim  Rollen  von  /  auf  einer  anderen  Stralenfläche  F  (also  auch  bei 
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dem  Rollen  auf  einer  Ebene),  eine  verlängerte  Cykloiden- 
fläche,  wenn  er  auf  der  convexen  Seite  der  rollenden  Fläche 
liegt;  hingegen  «ine  verkürzte  Gykloidenfläche,  wenn  er  (m)  auf 
der  concaven  Seite  von  /  liegt* 

Demgemäss  unterscheidet  man  auch   verlängerte   und    ver- 
kürzte Kreis«  (gemeine,  Epi-  und  Hypo-)  Cykloiden. 

1174.  Wie  construiert  man  eine  verlängerte  oder 
verkürzte  Cykloide? 

In  Fig.  143  sei  x  eine  beliebige  Linie  (speciell  z.  B.  eine 
Gerade),  auf  welcher  eine  Curve.I  rollt,  mit  der  ein  beschrei- 
bender Punkt  a  fest  verbunden  ist.  Bei  dem  Rollen  wird  einmal 
der  Punkt  c  in  die  Grundlinie  x  nach  &  gelangen,  (dabei  ist  die 
Länge  von  b  bis  c,  in  kleinen  Bogenteilchen  gemessen,  gleich  der 
Länge  der  Linie  x  von  b  bis  &),  und  nun  fragt  es  sich,  welchen 
Ort  a'  nimmt  dann  der  beschreibende  Punkt  a  ein  ? 

Wenn  c  nach  &  kommt,  inuss  die  Tangente  cd  mit  der 
durch  c'  an  die  Linie  x  gezogenen  Tangente  zusammenfallen. 
Zieht  man  nun  im  Abstände  =  ac2  zu  der  durch  &  gehenden 
Tangente  an  x  eine  Parallele  a%  und  durchschneidet  mit  der 
Distanz  ca  von  c'  aus  diese  Parallele  x^,  so  ergibt  sich  hiedurch 
die  Lage  von  a^  Bestimmt  man  genügend  viele  Punkte  auf  diese 
Art,  so  kann  man  schliesslich  die  Cykloide  zeichnen.  In  f^ig.  143 
wurde  eine  gemeine  verlängerte  Cykloide  entstehen. 

1176.  Die  Tangente  in  a'  an  die  Cykloide  ist  wieder  auf 
der  Geraden  a^e^  senkrecht,  welche  a'  mit  dem  Berührungspunkte 
&  der  zugehörigen  Lage  der  rollenden  Curve  und  der  Linie  «, 
verbindet  (1164). 

1176.  Wie  entsteht  die  gemeine  sfärische  Kreis- 
Cykloide? 

Wenn  ein  senkrechter  Ereiskegel  auf  einer  Ebene  rollt,  so 
beschreibt  jeder  Flächenstral  eine  konische  Cykloidenfläche.  Be- 
trachtet man  aber  den  Weg,  welchen  irgend  ein  Punkt  eines 
solchen  Strales  während  des  Rollens  zurücklegt ,  so  gewinnt  man 
eine  richtige  Vorstellung  einer  Cykloide ,  die  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung nach  auf  einer  und  derselben  Eugelfläche  liegt ,  deren 
Centrum  im  Scheitel  8  der  Stralenfläche  sich  befindet. 

1177.  Die  Construction  derselben  ist  sehr  einfach.  In  Fig.  144 
wurde  S^  S2  und  die  Länge  S^  a^  der  Straten  des  begrenzten 
Kegels  angenommen.  Um  die  Lage  der  Nullseite  Ü2  der  Ba^is- 
ebene  u  in  der  Bildebene  II  zu  finden,  durchschneidet  man  mit 
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dem  Durchmesser  cai  aus  aj  den  Kreis,  welcher  aus  8^  mit  dem 
Radios  82^^  (^i^i  ^Ml  1-^2)  beschrieben  wird,  wodurch  sich 
e,  ergibt  Ermittelt  man  C|,  so  ist  a^  c,  die  halbe  grosse  Axe 
jener  Ellipse,  welche  das  erste  Bild  der  Ereisbasis  des  Kegels  ist. 
In  der  ümlegung  des  Basis-Kreises  werden  von  ai  aus  be- 
liebige aber  gleich  lange  und  kleine  Bogenteilchen,  ebenso  auch 
auf  dem  mit  dem  Radius  8^  a,  beschriebenen  Kreise  aufgetragen. 
Ist  z.B.  fr  der  siebente  Teilstrich,  und  rollte  der  Kegel  solange, 
bis  der  Stral  iS|&|,  /S^&a  ^^^b  8b'  kommt,   so   ist  leicht  einzu- 

Tig.  144. 


sehen,  dass  bei  dieser  Stellung  des  rollenden  Kegels  der  Stral  Sa 
links  (von  81  aus  gesehen)  von  der  durch  Sb'  gelegten  Verticalebene 
dieselbe  Lage  einnehmen  muss,  wie  sie  der  Stral  8b  in  der  ersten 
Stellung  des  Kegels  gegen  die  durch  /So,  gelegten  Verticalebene, 
auf  der  rechten  Seite  einnahm.  Wenn  man  demnach  im  Grundrisse 
durch  &|  einen  Kreis  dd'  aus  /S|  zwischen  Sg  a^,  8^  b*  beschreibt 
und  die  Sehne  db^  nach  d'a'^  überträgt,  so  ista^  ein  Punkt  im 
ersten  Bilde  der  gemeinen  s&rischen  Kreis-Cykloide.  a'  muss  in 
derselben  Höhe  über  der  Bildebene  I  liegen ,  wie  b  in  der  ersten 
Stellung  des  Kegels,  also  liegt  a\  in  einer  durch  62  zu  1^2  Pa- 
rallel gezogenen  Geraden. 

Auf  diese  Art  von  genügend  vielen  Punkten  der  Cjkloide 
die  Bilder  bestimmt,  erhält  man  schliesslich  das  Bild  der  Cykloide 
selbst.    (Wäre  der  Radius  des  Basiskreises  die  Hälfte   vom  Ra- 
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dius  des  Kreises  Oj  J.,^  so  hätte  die  Gerade  a^  Ai  durch  S^  gehen 
müssen.) 

1178.  Steht  ein  senkrechter  Kreiskegel  mit  seiner  Basis  auf 
irgend  einer  Ebene ,  z.  B.  der  Bildebene  I  und  rollt  ein  anderer 
senkrechter  Kreiskegel  auf  der  convexen  Seite  des  ersteren,  so 
beschreibt  jeder  Flächenstral  eine  konische  Epicykloidenfläche  und 
jeder  Punkt  eines  Strales  eine  sfärische  Kreis-Epicykloide. 
Die  Construction  ihrer  Bilder  ist  fast  ganz  genau  dieselbe  wie  jene 
der  gemeinen  sfärischen  Kreis-Cykloide^  weil  die  Ebene  des  rol- 
lenden Kreises  ebenfalls  eine  imveränderliche  Neigung  gegen  die 
Bildebene  I  beibehält 

Die  sfärischen  Kreis -Epicykloiden  finden  ihre  Anwendung 
bei  der  Construction  der  Zähne  fiir  Kegelräder. 

Die  dreiseitige  Körperecke. 

§.  57. 

1179.  An  die  Netze  der  Pyramidenflächun  knüpfen  sich  noch 
andere  Untersuchungen  an ,  nämlich  darilber ,  wie  und  unter 
welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  aus  dem  Netze  die  Pyra- 
mide selbst  wieder  herzustellen. 

Bei  einer  geschlossenen  einfachen  Pyramidenfläche,  welche 
häufig  auch  ein  Körper  eck  oder  ein  n-Kant  genannt  wird, 
wenn  n  -  Kanten  im  Scheitelpunkte  0  zusammentreffen ,  müssen 
wir  die  Seiten  winke  1^  das  sind  jene  ebenen  Winkel,  welche 
in  den  Seitenebenen  liegen  und  von  den  Elanten  eingeschlossen 
werden,  von  den  Kanten  wink  ein  unterscheiden,  welche  nichts 
anderes  als  die  Neigungswinkel  von  zwei  Seitenebenen  der  Pyra- 
midenflache Bind,  welche  sich  in  einer  Kante  derselben  schneiden. 

1180.  In  der  Kristallografie  *  werden  nur  die  Elantenwinkel 
eines  Körpereckes  in  Betracht  gezogen ;  in  der  sfärischen  Trigo- 
nometrie, in  welcher  der  Scheitel  0  einer  Körperecke  der  Mittel- 
punkt einer  Kugel  ist,  auf  deren  Oberfläche  die  Seitenebenen  der 
Körperecke  ein  sf arisches  Polygon  erzeugen,  kommen  beide 
Arten  von  Winkel  in  Betracht  Die  als  Seitenwinkei  bezeichneten 
Winkel  der  Körperecke  sind  die  Maße  der  Seiten  des  sfärischen 
Polygones,  während  die  Elantenwinkel  mit  den  eigentlichen  sfäri- 
schen Winkeln,  denen  sie  entsprechen,  von  gleicher  Grösse  sind. 

1181.  In  einem  Dreikante  bezeichnen  wir  die  drei  Kanten 
mit  If  II  und  III;  jeden  Seitenwinkel  mit  8   und  zwar  den  von 
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I  mit  II  gebildeten  mit  «''%  den  von  I  mit  III  eingeschlossenen 
durch  s'*  und  endlich  jenen,  der  zwischen  II  und  III  liegt;  mit  s\ 
Von  den  Eantenwinkeln ,  werde  jener,  dessen  Scheitel  in  der 
Kante  I  sich  befindet ,  mit  k\  der  zweite,  dessen  Scheitel  in  II 
liegt,  mit  kf'  und  der  dritte  endlich  mit  k"*  bezeichnet. 

1182.  Ist  das  Netz  einer  mehrseitigen  Pyramide  in  der  Art 
gegeben,  wie  es  bei  der  Wälzung  einer  Pyramidenfläche  auf  einer 
Ebene  entsteht,  und  man  will  aus  dem  Netze  wieder  die  Pyra- 
mide herstellen,  so  ist  es  erforderlich,  die  Eantenwinkel  der 
Pyramidenfläche  oder  Körperecke  zu  kennen.  Denn  man 
kann  dann  mit  der  ersten  Seitenebene  des  Netzes  eine  Drehung 

Fig.  146. 


um  die  mit  der  nächsten  Seitenebene  gemeinsame  Kante  ent« 
sprechend  dem  Kanten winkel  beginnen ,  alsdann  die  gedrehte 
Seitenebene  sammt  der  nächsten  Seitenebene  des  Netzes  wieder 
um  den  entsprechenden  Kantenwinkel  zurückrollen  und  so  fort- 
fahren, bis  aus  dem  Netze  die  rollende  Pyramide  dargestellt  ist 

In  die  dabei  durchzuführenden  allgemeinen  Constructionen 
kann  hier  nicht  eingegangen  werden  und  müssen  sich  die  Unter- 
suchungen lediglich  auf  das  Wesentliche  des  Dreikautes  be- 
schränken. 

1183.  Es  sind  drei  Seitenwinkel  a'«"«'"  eines  Drei- 
kautes gegeben ;   man  soll   das  Dreikant   herstellen. 
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d.  h.  man  soll  die  Lage  der  drei  KaDten  gegeneinander 
bestimmen. 

Denken  wir  ans  in  Fig.  145  aus  0  als  Centram  mit  irgend 
einem  Radias  eine  Kugel  beschrieben ,  so  wird  diese  auf  den 
Kanten  des  Körpereckes  gleiche  Längen  begrenzen ,  welche  in 
Fig.  145  im  Netze  mit  0(>,  OA,  OB,  OC"  angegeben  sind. 

Dreht  man  die  Gerade  OC^  um  OAy  %o  bewegt  sich  O  in 
einem  zu  OA  senkrechten  Kreise,  und  dreht  man  OO'  um  OB, 
so  beschreibt  wieder  O*  einen  auf  OB  senkrechten  Kreis. 

Beide  Ej*eise  liegen  aber  nothwendigerweise  auf  der  vor- 
erwähnten Kugel,  folglich  können  sie  sich  schneiden.  Ob  sie  aber 
wirklich  sich  schneiden,  ist  eine  andere  Frage;  denn  man  kann 
auf  einer  Kugel  ganz  gut  zwei  Kreise  ziehen ,  die  sich  nicht 
schneiden. 

Um  diese  Umstände  in  der  Fig.  145  zu  untersuchen,  be- 
merke man,  dass  jeder  der  beiden  Kreise  auf  der  Bildebene  I, 
in  welcher  AOB  liegt,  senkrecht  steht;  dass  sich  beide  als 
Sehnen  C'c*^  O* c**  in  dem  aus  0  durch  AB  beschriebenen 
Kreise  projicieren.  Schneiden  sich  die  Kreise  auf  der  Kugel,  so 
schneiden  sich  auch  ihre  orthogonalen  Projectionen  Oc',  0*c*'  in 
einem  Punkte  Q,  welcher  sofort  die  orthogonale  erste  Projection 
der  beiden  Elreisschnittpunkte  C  ist,  die  in  einer  zur  Ebene  OAB 
senkrechten  Kugelsehne  liegen.  Verbindet  man  C^  mit  8^  so  ist 
die  dritte  Kante  0  C  abgebildet  Wählt  man  C  über  der  Bild- 
ebene I,  so  wird  0(7|  gezogen,  im  anderen  Falle  punktiert. 

1184.  Würden  sich  Od  xoA  C**c**  nicht  schneiden,  so  können 
Bich  die  von  C  und  O*  beschriebenen  Kreise  auch  nicht  schnei- 
den, und  man  erkennt  ohneweiters,  dass  dieser  Fall  dann  ein- 
tritt, wenn  die  Winkel  -4  0  c'  und  BOcf*  sich  nicht  übergreifen, 
folglich  kann  man  sagen,  weil  '^A0&  =  '^A0O^  und  V  5  0&'= 
^BO  C  iBi: 

In  jedem  Dreikant  ist  die  Summe  von  je  zwei 
Seitenwinkeln  grösser  als  der  dritte  Seitenwinkel. 
Dieser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  aus  der  sf  arischen  Tri- 
gonometrie :  In  jedem  sf  arischen  Dreiecke  ist  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  als  die  dritte  Seite. 

Ist  die  Summe  zweier  Seitenwinkel  gleich  dem  dritten,  so 
fallen  alle  drei  Seitenebenen  in  ein^  einzige  Ebene  zusammen, 
d.  h.  das  Dreikant  verwandelt  sich  in  einen  ebenen  Dreistral. 

81* 
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1185.  Sucht  man  die  Projectionen  der  den  Winkeln  «'  und 
8^*  entsprechenden  Seiten  des  sf arischen  Dreiecks,  so  ist  auch 
dieses  orthogonal  abgebildet. 

Um  den  Bogen  A  C^  zu  construieren,  ist  nur  zu  bemerken^ 
das»  /\  OA  C  mit  /\  OAC^  perspectiyisch  affin  liegt,  filr  welche 
Lage  OA  die  Begegnungsgerade  ist.  O  ist  mit  C,  verwandt. 

Ebenso  ist  auch  /\OBC**  mit  OBC^  perspectivisch  affin. 

1186.  Wie  construiert  man  die  Kantenwinkel  der 
aus  drei  Seitenwinkeln  constr  uiert en  dreiseitigen 
Korperecke  ? 

Wir  wählen  in  Fig.  145  in  der  Kante  OC  den  Punkt  C 
und  führen  durch  C  drei  Ebenen.  Die  erste  Ebene  senkrecht  zu 
OA  geht  durch  C, ,  schneidet  0^4  in  JE,  und  OC^  in  C  Legt 
man   diese  Ebene   um  ihre  Spur  C{  O  in   die  Bildebene  I   um, 

pig  j4g^  so   muss    C  in   die   zu 

Cy^C  senkrechte  durch 
C,  gehende  Gerade  dort- 
hin kommen,  wo  der  aus 
E  mit  dem  Radius  E  ('/ 
beschriebene  Kreis  sie 
durchschneidet,  nämlich 
nach  d\  folglich  ist  Ed* 
die  Spur  der  Seitenebene 
CAO  m  der  durch  C^ 
zu  OA  senkrecht  ge- 
führten Ebene,  daher  ist 
'^d'EC^  ===  k*  das  Mass  der  Neigung  der  Ebene  CAO  gegen 
B  AO, 

Auf  gleiche  Weise  construiert  man  den  Winkel  d*'FC^  =  k". 

1187.  Fuhrt  man  aber  durch  C  eine  Ebene  senkrecht  auf 
OC,.  so  werden  die  Schnitte  mit  den  Seitenebenen  COA  und 
COB  gerade  Linien  C'Gy  O'H  sein,  die  im  Netze  beziehungsweise 
auf  0  C*  und  0  O*  senkrecht  stehen.  Verbindet  man  dann  (?  mit 
//,  so  muss  zur  Probe  G  H  auf  O  (\  senkrecht  sein  (705).  Con- 
struiert man  mit  den  Seiten  Q  O  und  HC*  über  QH  ein  Dreieck 
OT>H,  so  fallt  D  in  die  Gerade.  OC^  und  -^  GDH  ist  das 
Mass  des  Kantenwinkels  kf*\ 

'1188.  Man  soll  eine  dreiseitige  Körperecke  dar- 
stellen, wenn  zwei  Seitenwinkel  8**$''*  und  der  einge- 
schlossene  Kantenwinkel  k'  gegeben  sind. 
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Nehmen  wir  an,  in  Fig.  145  seien  AOO  ^^\  AOB  ^  «'" 
die  beiden  Seitenwinkel,  deren  Ebenen  so  gegeneinander  geneigt 
werden  sollen,  dass  sie  einen  gegebenen  Winkel  k*  zum  Maße 
haben.  Zu  diesem  Behufe  legt  man  eine  Bildebene  III  senkrecht 
auf  die  gemeinsame  Kante  OA^  dann  müssen  die  Ebenen  AOO 
und  A  OBf  sobald  sie  in  die  richtige  Lage  gelangen ,  im  dritten 
Bilde  die  Nullseiten  zeigen,  welche  offenbar  miteinander  den  Nei- 
gungswinkel k'  einschliessen.  In  der  Fig.  145  ist  "^c^Ed*  :=  k\ 
also  sind  Ed'  und  EC^  die  Nullseiten  der  Ebenen  AOC  und 
AOB,  von  welchen  letztere  in  der  Bildebene  I  liegt. 

Um  den  Punkt  T,  (erstes  Bild  des  in  die  richtige  Lage  C 
gedrehten  Punktes  C)  zu  finden,  wird  nur  C'E  nach  Ed^  auf- 
getragen und  durch  d^  eine  Ordinale  zu  C*  &  gezogen  ,  welche 
Od*  in  C|  schneidet.  Durch  OAy  OB,  OC^  ist  das  Bild  des 
Dreikantes  hergestellt 

Wird  (7,  O^  senkrecht  auf  £0  soweit  gezogen,  bis  der  durch 
O  gezogene  Ereis  OAB  in  C"  getroffen  wird,  so  ist  BOO* 
der  dritte  Seitenwinkel  s*. 

Die  Kantenwinkel  A"  und  Ä'"  werden  nun  wie  in  (1186) 
construiert. 

1189.  Man  soll  aus  zwei  Seitenwinkeln  s^'s'*'  und 
einem  nicht  eingeschlossenen  Kantenwinkel  k*'  die 
dreiseitige  Pyramidenfläche  Construieren. 

In  Fig.  146  sind  AOO  =  «",  AOB  =  «'"  die  gegebenen 
Seitenwinkel,  K^'  der  gegebene  Kantenwinkel  und  ist  OB  die  dem 
Seitenwinkel  s^'  gegenüberstehende  Kante  im  zu  suchenden  Drei- 
kante, mithin  muss  der  Scheitel  des  Winkels  k*'  in  die  Gerade 
0J3  zu  liegen  kommen. 

Man  lege  eine  Bildebene  III  senkrecht  auf  OB  und  zeichne 
an  I X,  in  D  den  Winkel  k*'  an ,  so  erhält  man  die  Nullseite  ö,  der 
Ebene  ti,  in  welcher  der  unbekannte  dritte  Seitenwinkel  s*  liegen 
wird,  um  die  Ebene  u  durch  zwei  parallele  Gerade  in  der  Bild- 
ebene I  abzubilden,  zieht  man  noch  das  erste  Bild  p,  einer  ersten 

o 

Spurparallelen  p,  deren  drittes  Bild  p,  ein  Punkt  in  ^3  sein  muss. 
Nun  dreht  man  den  Stral  OC  um  CA  bo  lange,  bis  er  in 
die  Ebene  u  gelangt  Um  die  Drehung  auszuführen,  lege  man 
durch  den  beliebig  in  0  O  gewählten  Punkt  c'  des  zu  drehenden 
Strales  eine  Bildebene  IV  senkrecht  auf  die  Drehungsaxe  Oü,  in 
welcher  der  mit  dem  Radius  H&  beschriebene  Drehungskreis  des 
Punktos  &  in  wahrer  Gestalt  erscheint 
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Der  bchnitt  der  Bildebene  IV  mit  der  ersten  Sparparallelen 
p  gibt  den  Punkt  F,  dessen  viertes  Bild  F^  aus  F^  jP,  bestimmt 
werden  kann,  und  G  ist  der  Schnitt  von  IV  mit  äj ,  mithin  ist 
GF^  die  vierte  Spur  der  Ebene  u. 

Die  Ü4  wird  vom  Drehungskreise  c^  in  zwei  Punkten  c^ 
und  d^  getroffen.  Verbindet  man  e ,  dessen  zugeordnete  Projec- 
tionen  c^Ci  sind,  mit  0,  so  ist  Oc^  ein  Bild  des  Strales  Oc  von 
der  Beschaffenheit,  dass  er  mit  OA  und  OB  die  gesuchte  Kör- 
perecke liefert.  Verbindet  man  H  mit  C4,  so  ist  das  Dreieck  GHC^ 
die  wahre  Gestalt  des  Schnittes  der  Bildebene  IV  mit  dem  Drei- 
kante und  ^  GHc^  ist  das  Mass  des  dem  unbekannten  Winkel 
8^  gegenüberliegenden  Eantenwinkels  k\  Die  übrigen  Stücke  des 
Dreieckes  sind  leicht  zu  bestimmen. 

1190.  Nun  haben  wir 
noch  den  zweiten  Punkt  dy 
dessen  viertes  Bild  d^  gefun- 
den wurde  ^  in  Betracht  zu 
ziehen. 

Denken    wir    uns    durch 


^4q,  ^^^  Punkt  (2|  d^  die  Kante  d  0 
gezogen,  so  bestimmen  die  drei 
Kanten  AO,  BOy  dO  aber- 
mals ein  Dreikant  von  der  ge- 
gebenen Eigenschaft,  dass  der 
dem  ^  8"  gegenüberliegende 
Kantenwinkel  k/  eine  gegebene  Grösse  besitzt ,  folglich  lässt  die 
Aufgabe  zwei  Auflösungen  zu. 

Würde  der  Radius  He*  so  gross  geworden  sein,  dass  der 
Punkt  d^  unter  die  Ebene  I  gekommen  wäre,  dann  würde  der 
dem  ^b"  gegenüberliegende  Kantenwinkel  nicht  =  k*\  sondern 
s=  180^  —  k**  sein;  die  Aufgabe  liesse  sonach  nur  eine  Auf- 
lösung zu. 

Tangiert  der  Kreis  die  ü^  so  ist  ebenfalls  nur  eine  Auf- 
lösung vorhanden. 

Schneidet  der  Kreis  mit  dem  Radius  H&  die  ü^  nicht,  so 
lässt  sich  aus  den  gegebenen  Stücken  kein  Dreikant  construieren. 
1191.  Denken  wir  ims  in  Fig.  146  den  Winkel  «"  gleich 
dem  Winkel  i"*^  so  sehen  wir  ein,  dass  der  Punkt  d^  mit  G  zu- 
sammenfallen musSy  dass  daher  in  diesem  Falle  auch  nur  eine 
Auflösung  vorhanden  ist;   wird  aber  der  Winkel  a'*'  grösser  als 
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der  Winkel  «",  dann  muss  ^4  zwischen  G  und  c^  fallen,  folglich 
kann  man  sagen: 

Sind  von  einem  Dreikante  zwei  Seitenwinkel  und 
der  dem  kleineren  gegenüberliegende  Kantenwinkel 
gegeben,  so  kann  man  aus  diesen  Bedingungen  zwei 
Dreikante  construieren. 

Liegt  aber  der  Kantenwinkel  dem  grösseren  Sei- 
tenwinkel  gegenüber,  so  gibt  es  nur  ein  der  Aufgabe 
genügendes  Dreikant. 

1192.  Bisher  waren  die  Fälle  gegeben,  in  welchen  min- 
destens zwei  Seitenwinkel  als  bekannt  vorkamen;  nun  sollen 
jene  drei  Fälle  besprochen  werden,  in  welchen  wenigstens  zwei 
Kantenwinkel  vorkommen. 

Man  soll  ein  Dreikant  construieren,  wenn  ein 
Seitenwinkel  und  die  ihm  anliegenden  zwei  Kanten- 
winkel gegeben  sind. 

Der  Lernende  wolle  sich  selbst  eine  Figur  hiezu  entwerfen. 
Ist  ilOjB  =  8**'  der  gegebene  Seiten winkel,  OA  die  Kante  I  für 
den  Winkel  k',  OB  =  II  für  den  Winkel  k'^,  so  lege  man  eine 
Bildebene  III  senkrecht  auf  OA,  eine  Bildebene  IV  senkrecht 
auf  OBf  betrachte  OA  als  die  erste  Spur  einer  Ebene  u,  OB  als 
die  erste  Spur  einer  Ebene  v,  welche  Ebenen  mit  AOB  respec- 

tive   die   Winkel  k'j  k"  einschliessen ,    suche   von  jeder   dieser 
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Ebenen  die  Nullseite,  also  Äa,  ^4,  und  schneide  beide  Ebenen 
mit  einer  zur  Bildebene  AOB  parallelen  Ebene  w,  so  muss  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  entstehenden  ersten  Spurparallelen 
die  gesuchte  dritte  Kante  gehen. 

1193.  Man  soll  aus  einem  Seitenwinkel  «',  einem 
anliegenden  k**  und  einem  gegenüberliegenden  Kan- 
tenwinkel k'  ein  Dreikant  construieren. 

Man  setze  voraus,  dass  eine  Seitenebene  des  Dreikantes  in 
die  Bildebene  I  zu  liegen  kommen  soll,  und  dass  Bildebene  I 
jene  Seitenebene  sei,  mit  welcher  die  beiden  anderen  Seitenebenen 
die  gegebenen  Elautenwinkel  k*  und  k*'  einschliessen. 

Zieht  man  in  Fig.  147  durch  den  Scheitel  0  eine  Gerade 
öj,  durch  welche  die  Ebene  u  des  gegebenen  Seitenwinkels  s* 
gehen  soll ,  so  muss  diese  Ebene  unter  dem  Winkel  k"  zur  Bild- 
ebene I  geneigt  sein.  Legt  man  jetzt  eine  Bildebene  III  senk- 
recht zur  Geraden  ü,,  so  erhält  man  durch  Ansetzen  des  Winkels 
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k"  an  die  Axe  ^X^  im  Funkte  i),  die  Nullseite  ä,  von  u. 
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Wird  der  gegebene  Seitenwinkel  s*  in  der  Bildebene  I  an 
ü^  in  BOG*  angesetzt  und  irgend  ein  Punkt  O  seines  zweiten 
Schenkels  in  die  Ebene  u  nach  C^C^  gedreht,  so  sind  OB  und 
OC  schoii  zwei  Kanten  des  gesuchten  Dreikantes. 

Nun  denke  man  sich  die  zur  Bildebene  I  senkrechte  Ge- 
rade (76*1  als  Axe  eines  senkrechten  Kreiskegels,  ziehe  (^£| 
unter  dem  Kantenwinkel  h*  zur  Axe  j  X^ ,  beschreibe  aus  (7,  mit 
C^E^  als  Radius  in  der  Ebene  I  die  Basislinie  des  Kegels  und 
ziehe  von  0  die  Tangenten  an  den  Kreis,  so  ist  OA  die  Spur 
einer  Ebene,  welche  mit  der  Bildebene  I  den  gegebenen  Kanten- 
winkel k'  einschliesst  (1076,  4),  mithin  ist  0^  die  dritte  Kante 
des  gesuchten  Dreikantes. 

1194.  Die  zweite  Tangente,  welche  man  in  Fig.  147  noch 
von  0  an  den  ELreis  ziehen  könnte ,  gibt  keine  Auflösung  der 
Aufgabe,  weil  die  durch  sie  und  die  Kante  OC  gelegte  Ebene 
mit  der  Bildebene  I  wol  den  Winkel  h"  einschliesst,  dieser  aber 
nicht  im  Innern  des  Dreikantes  liegt,  wie  es  stets  still- 
schweigend vorausgesetzt  wird. 

Bei  Berücksichtigung  dieses  letzteren  Umstandes  ergibt  sich 
nicht  selten ,  dass  aus  gegebenen  Daten  ein  Dreikant  nicht  con- 
stuiert  werden  kann. 

Wird  hf  von  einer  solchen  Grösse  gewählt ,  dass  der  Punkt 
0  innerhalb  des  Elreises  E^  zu  liegen  kommt,  dann  lässt  die  Auf- 
gabe keine  Lösung  zu. 

1195.  Man  soll  ein  Dreikant  aus  den  drei  gege- 
benen Kantenwinkeln  k*k"k*'^  construieren. 

Um  eine  Einsicht  in  die  wesentlichen  Beziehungen  zwi- 
schen den  Seiten-  und  Kantenwinkeln  eines  Drei- 
kantes zu  gewinnen,  construiere  sich  der  Lernende  etwa  aus 
steifem  Papiere  ein  Dreikant  mit  den  Seiten  winkeln  8*s**s"\  welchen 
die  Kanten  I,  II,  III  gegenüberliegen.  Nun  wähle  er  am  ein- 
fachsten im  Innern  des  Eckes  einen  Punkt  P  und  falle  von  P 
auf  jede  Seitenebene  ein  Perpendikel,  welches  mit  p\p^  oder  p, 
bezeichnet  werden  soll ,  je  nachdem  es  auf  «',  8**  oder  auf  der 
Ebene  s'**  senkrecht  steht.  Diese  Lothe  bilden  ein  neues  Drei- 
kant P  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  In  jeder  Seitenebene  desselben  liegt  ein  Viereck.  Zwei 
Seiten  desselben  sind  Lothe  die  von  P  auf  die  Ebenen  von  0 
gefüllt  wurden,  und  zwei  Seiten  entstehen  durch  den  Schnitt  der 
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Seitenebene   von   P  mit  jenen   zwei  Seitenebenen   von  0,   auf 
welchen  die  zwei  Lothe  senkrecht  stehen. 

2.  Jedes  dieser  Vierecke  besitzt  zwei  rechte  Winkel ,  folg- 
lich ist  die  Summe  der  übrigen  zwei  Winkel  gleich  zwei  Rechten. 
Von  diesen  beiden  Winkeln  ist  aber    der  eine   ein  Seitenwinkel 
des  Dreikantes  P,  der  andere  ein  Kantenwinkel  des  Dreikantes  , 
0,  daher  kann  man  sagen: 

Jeder  Seitenwinkel  eines  Dreikantes  P  vermehrt 
um  jenen  Kantenwinkel  von  0;  auf  dessen  Kante  die 
Ebene  des  Seitenwinkels  von  P  senkrecht  steht, 
gibt  180«. 

1196.  Wenn  die  Kanten  des  Dreikantes  von  P  auf  den 
Ebenen  von  0  senkrecht  stehen,  so  stehen  auch  die  Kanten  von 
0  auf  den  Ebenen  von  P  senkrec&t  (136);  folglich  kann  man 
in  gleicher  Art  den  Satz  erweisen: 

Jeder  Seitenwinkel  des  Dreikantes  0  vermehrt 
um  jenen  Kantenwinkel  von  P,  auf  dessen  Kante  die 
Ebene  des  Seitenwinkels  von  0  senkrecht  steht, 
gibt  180«. 

1197.  Zwei  Dreikante  von  der  Beschaffenheit,  dass  ein  jeder 
Seitenwinkel  des  einen  den  entsprechenden  Kantenwinkel  des 
anderen  zu  180®  ergänzt,  nennt  man  Supplementär  -  Drei- 
kante. 

1198.  Sind  nun  k*k**k"*  die  gegebenen  Kantenwinkel  des 
Dreikantes  0  und  bezeichnet  man  die  entsprechenden  Seiten- 
winkel des  Supplementar-Dreikantes  P  mit  &\  S'\  S^^\  so  ist  nach 
(1195,  2):  5'  =  180«  —  A',  Ä"  =  180«  —  Ä",  Ä"'  =  180«  —  A% 
folglich  kennt  man  die  Seitenwinkel  des  Supplementareckes  P, 
welches  nun  construiert  werden  kann  (1183).  Fällt  man  dann  von 
irgend  einem  Punkte  Oj  auf  die  Ebenen  des  Supplementar-Drei- 
kantes P  senkrechte  Gerade,  so  geben  diese  die  Kanten  des  ge- 
suchten Dreikantes  0. 

1199.  Bezeichnet  man  die  Kantenwinkel  des  Dreikantes  Pmit 
K'K'*K*'',  6oist«'=180«— Z',  «"  =  1800  — ÜT",  «'''=180o— Z'"; 
also  erhält  man  auch  aus  dem  Supplementär  -  Dreikante  P  die 
Seitenwiukel  des  gesuchten  Dreikantes  0,  folglich  kann  man 
mittels  der  gefundenen  Seitenivinkel  jetzt  auf  eine  directe  Art 
das  Dreikant  0  construieren. 
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1200.  Innerhalb  welcher  Grenzen  muss  die  Summe 
der  drei  Seiten winkel  ,  oder  der  drei  Kantenwinkel 
eines  beliebigen  Dreikantes  liegen? 

Die  Summe  der  drei  Seiten winkel  8*s**8***  kann  4/2  nicht 
erreichen.  Construiert  man  eine  beliebige  dreiseitige  einfache 
Pyramidenfläche  aus  8'8"8*"  y  so  erkennt  man  die  Noth wendigkeit 
dieser  Bedingung. 

Die  untere  Grenze  der  Summe  der  dre^  Seiten  winkel,  welche 
nicht  erreicht  werden  kann,  ist  Null. 

1201.  Um  die  Grenzen  für  die  Summe  der  drei  Kanten- 
winkel k*  k"  k***  zu  finden ,  denke  man  sich  ein  Supplementär- 
Dreikant  construiert;  aldann  ist: 

Ä'  +  *'  =  180^  5"  +  A"  =  180^  Ä"'  +  A"'  =  180^ 
folglich  auch:  v 

(4/  _|-  Je*'  +  A"0  +  (5'  +  &**  +  aS"0  =  540*»  =  6i?. 

Fig.  148.  Da  man  nun  zu    {k*  +  A" 

^-.^^^  +  A"0  noch  (S'  4-  5"  +  5'")  hin- 

zufugen muss  9  um  sechs  Rechte 
zu  erhalten,  und  weil  anderer- 
seits die  Summe  6'  +  Ä"  +  &'" 
kleiner  als  4i2  sein  muss  (1200), 
so  schliesst  man: 

Die  Summe  der  drei 
Kantenwinkel  eines  Drei- 
kantes ist  kleiner  als  6i2| 
abergrosser  als  zwei  rechte 
Winkel. 

1202.  Nach(1184)ist5'+  S" 
>  /S'" ,  daher  ist  auch  (1 80«  —  k*) 
+  (180«  —  A'O  >  180»  —  A"'  oder  180«  —  (A'  +  A")  >  —  A'", 
also  ist  A'"  >  (A'  +  A")  —  180«,  d.  h. : 

Jeder  Kanten  winkel  eines  Dreikantes  ist  grösser 
als  der  Ueberschuss  der  Summe  der  beiden  anderen 
Kantenwinkel  über  180^ 

Wenn  daher  die  drei  Kantenwinkel  eines  Dreikantes  zur 
Construction  desselben  angegeben  werden,  so  müssen  stt  die  eben 
aufgestellten  Bedingungen  erfüllen,  wenn  das  Dreikant  nicht  un- 
möglich werden  soll. 


331 


h)  Entwickelbare  Flächen. 

§.58. 

1203.  Kann  eine  unbegrenzte  Gerade  stetig  so 
weiter  bewegt  werden,  dass  jede  Lage  nur  ihre  un- 
mittelbar vorhergehende,  also  auch  die  darauffol- 
gende schneidet  ? 

Denken  wir  uns  eine  unebene  Curve  und  verlängern  wir 
jedes  ihrer  Linienelemente  zu  einer  unbegrenzten  Tangente,  so 
findet  diese  Eigenschaft  statt  und  liegt  zwischen  je  zwei  benach- 
barten Tangenten  ein  unendlich  schmaler,  aber  unendlich  langer 
ebener  Streifen,  ein  ebenes  Seitenelement  (1054);  der  In- 
begriff aller  dieser  Seitenelemente  macht  eine  krumme  Fläche  aus, 
die  zu  den  allgemeinen  entwickelbaren  Flächen  gehört. 

1204.  In  Fig.  148  wurde  ein  Stück  1,  2, ...  7,  8,  9  einer  als  un- 
eben vorausgesetzten  Cacve  abgebildet.  Zieht  man  die  Tangenten 
ly  2  =  aa';  2,3  =  bb';  u.  s.  w.  und  setzt  voraus,  dass  üfb^dd^ .  .  • 
die  Schnitte  dieser  Straten  mit  einer  Ebene  u  sind,  so  lässt  sich 
auch  oben  diese  von  den  Tangenten  gebildete  entwickelbare 
Flache  sehr  leicht  durch  einen  zur  Ebene  u  parallelen  Schnitt 
begrenzen.  Denn  wenn  die  Fläche  aus  ebenen  Seitenelementen 
besteht  (ein  solches  wurde  in  der  Figur  schraffiert) ,  so  sind  die 
Schnitte  eines  jeden  mit  den  parallelen  Ebenen  u  und  u'  parallele 
Linienelemente.  Wird  der  Punkt  a'  als  Bild  des  Schnittes  der 
Ebene  u'  mit  dem  Strale  aa'  vorausgesetzt,  so  ist  das  Linien- 
element a'b'  parallel  zu  afr  zu  ziehen,  bis  bb^  getroffen  wird; 
durch  b'  wird  b^&\\be  gezogen,  u.  s.  w.,  womit  schliesslich  das 
Bild  a'&' .  . .  t'  des  oberen  Schnittes  gefunden  ist. 

1205.  Wodurch  unterscheiden  sich  diese  entwickel- 
baren Flächen  von  den  gleichfalls  aus  ebenen  Seiten- 
elementen gebildeten  Stralenflächen  ? 

Bei  den  Stralenflächen  liegt  der  Scheitelpunkt  eines  jeden 
Seiteneiementes  (1054)  in  einem  und  demselben  Punkte,  nämlich 
im  Scheitel  der  Stralenfläche;  bei  den  entwickelbaren  Flächen 
hingegen  liegen  die  Scheitelpunkte  1,  2,  3,  4  .  .  •  aller  Seiten- 
eiemente  in  einer  Curve,  welche  nun  folgerichtig  als  die  Scheitel- 
linie der  entwickelbaren  Fläche  zu  bezeichnen  ist.  Sonst 
wird  sie  gewöhnlich  die  Rückkehrkante  der  entwickelbareii 
Fläche  genannt 


888 

1206.  Welche  besondere  Eigenschaften  haben  die 
Berührungsebenen  entwickelbarer  Flächen? 

a)  Alle  Berührungsebenen  einer  entwickelbaren  Flache  be- 
rühren dieselbe  nach  der  ganzen  Länge  eines  Seitenelementes. 
(Die  Ursache  ist  ganz  dieselbe  wie  jene  in  (1057)  angegebene.) 

b)  Jede  Berührungsebene  einer  entwickelbaren  Fläche  ent- 
hält zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Linienelemente  der 
Scheitellinie  I  weil  sie  durch  zwei  benachbarte  Tangenten  der 
Scheitellinie  geht 

1207.  Jede  Ebene,  welche  durch  drei  aufeinanderfol- 
gende Punkte  einer  unebenen  Curre  gelegt  wird,  wurde  als 
Osculations ebene  der  Curve  bezeichnet;  also  sind  alle  Be- 
rührungsebenen einer  entwickelbaren  Fläche  Osculationsebenen 
an  die  Scheitellinie  der  Fläche. 

1208.  In  wieviele  Teile  zerfällt  naturgemäss  eine 
jede  entwickelbare  Fläche? 

In  zwei  Teile  oder  Mantel,  welche  die  Scheitellinie  ebenso 
zur  gemeinsamen  Orenze  besitzen,  wie  die  beiden  Mantel  einer 
vollständigen  Stralenfläche  den  Scheitelpunkt  zur  gemeinschaft- 
lichen Orenze  haben. 

In  Fig.  148  unterscheiden  wir  demnach  einen  unteren  und 
einen  oberen  Mantel  der  entwickelbaren  Fläche;  die  Curve  1,2,3... 
ist  die  gemeinsame  Orenze  beider. 

1209.  Wie  leicht  einzusehen,  sind  beide  Mäntel  einer  ent- 
wickelbaren Fläche,  (insofeme  man  sich  beide  ohne  Ende  fort- 
gesetzt denkt),  gleich  gross,  weil  ja  jedes  Seitenelement  aus 
zwei  gleichen  Teilen  besteht;  aber  congruent  sind  die  Mäntel 
nicht,  weil  keine  Lage  denkbar  ist,  in  welcher  der  eine  Mantel 
ganz  auf  den  anderen  gelegt  werden  könnte. 

1210.  Ist  eine  entwickelbare  Fläche  durchaus 
stetig  gekrümmt? 

Längs  der  Scheitellinie  ist  sie  unstetig  gekrümmt,  weil  die 
Scheitellinie  eine  scharfe  Kante  bildet. 

Denken  wir  uns  bei  der  in  Fig.  148  abgebildeten  entwickel- 
baren Fläche  seien  u  und  u*  zwei  parallele  beliebige  schnei- 
dende Ebenen,  so  ist  klar,  dass  es  zu  jedem  Elemente  des  einen 
Schnittes  ab...i  ein  paralleles  Linienelement  im  anderen  Schnitte 
afb* . . .  i'  gibt 

Legen  wir  jetzt  durch  den  Punkt  4  der  Scheitellinie  eine 
Ebene  ii^'  parallel  zu  ii  (wurde  nicht  in  der  Figur  gezeichnet), 
so  ist  klar,  dass  die  Schnittlinie  von  4  aus  auf  dem  unteren  und 
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auch  auf  den  oberen  Mantel  fortgehen  niuss.  Die  Schnittlinie  auf 
dem  oberen  Mantel  müsste  in  Fig.  148  gestrichelt  sein,  und  hätte 
beiläufig  die  Form  EF'^  die  Schnittlinie  auf  dem  unteren  Mantel 
wäre  sichtbar  und  beiläufig  von  der  Form  EO.  Die  Tangente  in 
E  an  beide  Curventeile  ist  parallel  zu  6.,  mithin  bildet  E  eine 
Spitze  der  beiden  Gurren ,  also  entsteht  auch  in  der  Ebene  n'' 
eine  Schnittcurve  mit  einer  Spitze  in  4,  woraus  nun  folgt,  dass  die 
Scheitellinie  einer  entwickelbaren  Fläche  eine  Kante  ist  (1041). 

1211.  Warum  werden  die  von  den  Tangenten  un- 
ebener Curven  gebildeten  Flächen  entwickelbare 
Fläche  genannt? 

Weil  sich  von  jeder  Mantelfläche  ein  Netz  auf  dieselbe  Art 
entfalten  oder  entwickeln  lässt,  wie  bei  den  Stralenflächen.  Denn 
man  kann  (wenn  der  zweite  Mantel  weggenommen  wird)  einen 
Mantel  auf  einer  Ebene  genau  so  rollen,  wie  in  (1100)  eine 
Stralenfläche  gerollt  wurde  und  hiedurch  das  Netz  (1102)  be- 
stimmen. 

1212.  Man  sieht  jetzt  ein,  dass  die  Stralenflächen  nur  eine 
specielle  Form  der  entwickelbaren  Flächen  sind,  indem  die  Aus- 
dehnung der  Scheitellinie  zu  einem  Punkte  geworden  ist.  Dess- 
halb  werden  auch  die  Stralenflächen  zu  den  entwickelbaren 
gezählt 

1213.  Jeder  beliebigen  auf  einer  entwickelbaren  Fläche 
liegenden  Linie  entspricht  wieder  eine  Netzlinie;  dabei  ist  so  wie 
bei  den  Stralenflächen  der  Winkel,  den  ein  Linienelement  mit 
einem  Strale  der  Fläche  bildet  von  gleicher  Grösse,  wie  der  ent- 
sprechende Winkel  im  Netze  (1112). 

1214.  Die  allgemeinen  entwickelbaren  Flächen  sind  ebenso 
wie  die  Stralenflächen  geeignet.  Roll-  und  Evolventenflächen  zu 
erzeugen.  Man  lese  beispielsweise  hierüber  (1130)  und  setze 
tiberall  dort  statt  Stralenfläche  „entwickelbare  Fläche'^,  so  erhält 
man  den  Begriff  von  der  Entstehung  der  den  allgemeinen  ent- 
wickelbaren Flächen  entsprechenden  Evolventenflächen. 

1216.  Wie  entsteht  die  entwickelbare  Schrauben- 
fläche (Helikoid)  ? 

Verlängert  man  alle  Linienelemente  einer  Schraubenlinie, 
die  auf  einem  senkrechten  Kreiscylinder  gezeichnet  wurde  (1123)^ 
zu  Tangenten,  so  entsteht  das  Helikoid. 

Wenn  man  sich  vorstellt,  dass  in  Fig.  148  die  Linie 
1,  2,  8,  ...  9  das  Bild   eines  Stückes  Schraubenlinie   sei;   dann 


834 

stellt  auch  die  abgebildete  Fläche  ein  Stück  einer  entwickelbaren 
Schraabenfläche  vor. 

1216.  Der  Lernende  zeichne  in  zwei  orthogonalen  Abbil- 
dungen einen  senkrechten  Kreiscylinder ,  dessen  Basis  etwa  in 
der  Bildebene  I  liegt.  Der  Kreisradius  sei  ungefähr  einen  halben 
Zoll,  die  Ganghöhe  der  Schraubenlinie  gleich  zwei  Radien ,  die 
Windung  nach  aufwärts  links  gegen  rechts.  Jeder  Schraubengang 
werde  wenigstens  durch  zwölf  Punkte  (Kreisbasis  und  Ganghöhe 
je  in  zwölf  gleiche  Teile  geteilt)  bestimmt. 

Man  ermittle  nach  (1124)  die  halbe  Länge  ^  der  Kreis- 
basis,  errichte  am  Ende  von  ^  eine  Senkrechte  von  der  Länge 

^  der  Ganghöhe  h  und   ziehe    die  Hypothenuse,   so    stellt  diese 

die  NetzUnie  der  Schraubenlinie  vor.  Da  die  Netelinie  gerade 
ist,  so  folgt,  dass  die  Schraubenlinie  in  allen  ihren  Linienelementen 
gegen  die  Cylinderstralen  gleich  geneigt  ist,  woraus  sich  weiter 
ergibt,  dass  alle  Tangenten  der  Schraubenlinie  gegen  die  Basis- 
ebene  des  Cylinders  dieselbe  Neigung  besitzen,  wie  die  Hypothe- 

nuse  des  construierten  Dreieckes  gegen  -^. 

Sind  nun  m^  m,  die  zugeordneten  Bilder  eines  Punktes  der 
Schraubenlinie,  so  liegt  m,  in  der  Kreisbasis  des  Cy linders  Z. 
Zieht  man  durch  m^  eine  Tangente  ti  an  den  Kreis ,  so  ist  t^ 
das  erste  Bild  der  durch  m  gehenden  Schraubenlinientangente  t 
Denken  wir  uns  alle  Tangenten  sowol  auf-  als  abwärts  gezogen, 
und  vom  Berührungspunkt  m  aus  beiderseits  eine  gleiche  Länge 
A  aufgetragen  und  die  Endpunkte  der  Tangente  mit  n  und  p  be- 
zeichnet, so  handelt  es  sich  jetzt  darum  anzugeben,  wie  lang 
niWi,  =«iip|  werde,  und  wie  tief  die  durch  n^  gehende  Hori- 
zontale unter  m^  liegt 

Trägt  man  im  Netze  die  Länge  k  auf  die  Hypothenuse  des 
erwähnten  Dreieckes  auf,  so  entspricht  dem  X  auf  der  Kathete  - 

ein  Stück  A',  welches  sich  zu  A  genau  so  verhält,  wie  r  zur  halben 

Ganglänge  der  Schraubenlinie    (nämlich  zur  Hypothenuse)  ^   und 

dem    X  entspricht    auf  ^  ^^^  Stück  A'',    so   dass  aus  XX^X"  ein 

rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypothennse  X  gezeichnet  werden 
könnte. 
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Wird  nun  l'  auf  t^  beiderseits  von  m^  aus  aufgetragen ,  so 
ergeben  sieh  n,  und  p^.  Trägt  man  von  m,  im  Bilde  des  Cylin- 
derstrales  X'*  abwärts  und  zieht  parallel  zu  ^X^  eine  Gerade,  so 
muss  712  ^^  ^^^  ^^^^  liegen^  wo  sie  von  der  durch  n^  gehenden 
Ordinale  getroffen  wird.  Verbindet  man  mj  mit  n,  und  macht 
m2Pa  =  ^i'^h^  so  ist  n^Ps  das  zweite  Bild  der  durch  m^m^  ge- 
henden Schraubentangente. 

Construiert  man  alle  Tangenten  von  dieser  Länge  A,  so 
findet  man,  dass  die  Endpunkte  n  und  j?  zwei  congruente  Schrau- 
benlinien beschreiben  ,  die  einerlei  Ganghöhe  mit  der 
ersten  Schraubenlinie  besitzen,  aber  auf  einem  Cylinder 
von  grösserer  Basis  liegen.  In  verticaler  Richtung  gemessen^ 
haben  die  oongruenten  Schraubenlinien  die  Entfernung  A''  von 
einander. 

Sowie  in  Fig.  148  die  beiden  Mäntel  einer  entwickelbaren 
Fläche  ersichtlich  gemacht  sind,  so  werden  auch  im  vorliegenden 
Falle  die  beiden  Mäntel  der  entwickelbaren  Schranbenfläcbe  her- 
vortreten, nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Begrenzungen  nicht 
ebene  Linien,  sondern  Schraubenlinien  sind. 

1217.  Wenn  eine  aus  mehreren  Gängen  einer  Schrauben» 
linie  abgeleitete  entwickelbare  Fläche  ins  Unbegrenzte  erweitert 
würde ,  so  müsste  jeder  untere  Mantel  eines  Schraubenganges 
alle  oberen  Mäntel  der  darunter  liegenden  Schraubengänge  schnei- 
den. Erweitert  man  aber  jeden  unteren  Mantel  nur  soweit,  bis 
er  von  dem  nächsten  darunter  liegenden  oberen  Mantel  geschnitten 
wird,  und  begrenzt  den  erwähnten  oberen  Mantel  ebenfalls  durch 
diese  Schnittlinie,  welche  gleichfalls  eine  Schraubenlinie  ist,  so 
entsteht  eine  scharfgängige  entwickelbare  Schraubenfläche. 

1218.  Anstatt  den  unteren  und  den  darunterliegenden  oberen 
Mantel  bis  zum  Durchschnitt  zu  erweitern ,  schneidet  man  die 
entwickelbare  Fläche  mit  einem  concentrischen  Cylinder,  von 
dem  nur  jener  Teil  zur  Raumbegrenzun^  verwendet  wird,  welcher 
zwischen  einem  unteren  und  dem  nächsten  darunter  liegenden 
oberen  Mantel  liegt.  Hiedurch  gewinnt  die  entwickelbare  Schrau- 
benfläche mehr  das  Aussehen    einer  flachgängigen  Schraube. 

1219.  Wird  eine  entwickelbare  Schraubenfläche  mit  einer 
zu  den  Cylinderstralen  senkrecht  geführten  Ebene  u  zum  Durch- 
schnitt gebracht,  so  entsteht  als  Schnitt  die  Kreisevolvente  (1155). 

1220.  In  was  für  eine  Netzlinie  muss  sich  jede  auf 
einem  Helikoide  liegende  Schraubenlinie  verwandeln? 
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Jede  Schraubenlinie  einer  entwickelbaren  ScbraabenflfilChe 
durchschneidet  alle  Fläch enstralen  anter  gleichen  Winkeln,  die 
bekanntlich  unverändert  ins  Netz  übergehen.  Da  femer  alle  Punkte 
einer  jeden  Schraubenlinie  dieser  Fläche  einen  unveränderlichen 
Abstand  von  der  Scheitellinie  beibehalten,  so  folgte  dass  alle  Linien- 
elemente der  Schraubenlinien,  die  zwischen  zwei  benachbarten  Stralen 
liegen,  einerlei  Längen  besitzen;  da  endlich  der  Winkel  zwischen 
je  zwei  benachbarten  Linienelementen  der  Schraubenlinie  auch 
im  Netze  constant  bleibt,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  in  Rede 
stehenden  Netzlinien   concentrische  Kreise  werden  müssen« 

1221.  Wie  construiert  man  den  Radius  j  enes  Krei- 
ses, in  welchen  sich  die  Scheitellinie  des  Hclikoides 
verwandelt  ? 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  m^m,  die  zugeordneten  Bilder 
eines  Punktes  m  der  Scheitellinie;  m|n|,m2n2  (1216)  die  BUder 

einer  Tangente  an  die  Scheitellinie,  und 
es  sei  durch  m  die  Schraubenlinie  ge- 
zeichnet, welche  der  Punkt  m  beschreibt, 
so  kann  auch  die  Tangente  t'  im  Punkte 
n  an  die  zweite  Schraubenlinie  construiert 
werden,  da  von  letzterer  der  Radius  der 
Cylinderbasis  und  die  Ganghöhe  be- 
kannt ist. 
Legt  man  eine  Ebene  w,  welche  das  Helikoid  längs  der  Ge- 
raden mn  berührt,  so  müssen  beide  Tangenten  mn  und  t'  in  der- 
selben liegen.  Sucht  man  demnach  in  der  Bildebene  I  die  w^ 
(indem  w  durch  die  beiden  Tangenten  mn  und  f  vollständig  ge- 
geben ist),  und  ermittelt  die  erste  Congruenz  -  Projection  beider 
Tangenten  und  ihrer  Berührungspunkte  mit  den  Schraubenlinien, 
so  sind  diese  Umlegungen  als  Tangenten  an  die  Netzlinien  anzu- 
sehen  (wenn  man  sich  nämlich  vorstellt,  dass  das  Helikoid  auf 
der  Ebene  w  gerollt  wird). 

Errichtet  man  in  den  ümlegungen  der  Berührungspunkte 
Normalen  auf  die  Kreistangenten  in  der  Ebene  der  Umlegung, 
so  gibt  ihr  Durchschnittspunkt  o  den  Mittelpunkt  der  concentri- 
schen  Kreislinien,  welche  nun  die  Netzlinien  der  Schraubenlinien 
sind.  Die  von  o  auf  die  Netztangente  m'n'  gefällte  Senkrechte 
ist  ein  Radius  r  von  der  Netzlinie  der  Scheitellinie  des  Helikoides. 

1222.  Aus  (1221)  geht  folgendes  hervor:  Zieht  man  an 
einen  Kreis  vom  Radius  r  (1221)  in  mehreren  Punkten  1,  2,  3,,.. 
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Fig.  149;  Tangenten  im  selben  Sinne  und  von  gleicher  Länge^ 
wodurch  die  anderen  Endpunkte  ebenfalls  in  einen  Kreis  ab...h 
zu  liegen  kommen ,  so  ist  die  so  entstandene  Figur  1,  2  ...  8^ 
%;  • .  .  6  .  .  •  a,  1  das  Netz  von  einem  Teile  eines  Helikoid- Man- 
tels. Wird  diese  Figur  aus  Papier  geschnitten ,  und  die  Linien 
1,  2; ...  8  in  die  Gestalt  einer  Schraubenlinie  gebracht,  so  krümmt 
sich  das  Papier  in  die  Form  einer  entwickelbaren  Schrauben- 
fläche, auf  welcher  die  Linie  ah  ...  h  ebenfalls  eine  Schrauben- 
linie ist 

1223.  Der  Lernende  kann  längs  des  Kreises  1^  2,  .  .  .  einen 
Papierstreifen  übrig  lassen^  um  mit  ihm,  nachdem  er  an  mehreren 
Stellen  aufgeschnitten  wurde,  die  entwickelbare  Fläche  an  einem 
Holzcylinder  längs  der  darauf  gezeichneten  Schraubenlinie  (Schei- 
tellinie)  zu  befestigen.  Wird  auch  noch  das  Netz  des  zweiten 
Mantels  gezeichnet  und  entsprechend  am  Holzcylinder  befestigt, 
so  entsteht  ein  vom  Lernenden  selbst  angefertigtes  Modell  der 
entwickelbaren  Schraubenfläche. 

Selbstverständlich  muss  der  Holzcylinder  jenem  Cylinder 
entsprechen,  auf  welchem  bei  der  Abbildung  der  Fläche  (12 16) 
die  ScheiteUinie  angenommen  wurde. 

1224.  Bei  den  Constructionen  von  Tangenten- 
ebenen, ebenen  Schnitten,  Durchschnitten  von  ge- 
raden und  krummen  Linien  und  gekrümmten  Flächen 
mit  irgend  einer  allgemeinen  entwickel  baren  Fl äche^ 
beachtet  man  die  Lehren  des  §.  51  und  berücksich- 
tiget (1206). 

c)  Windschiefe  Flächen. 

Ihre  Enistehong.  Ebene  des  Parallelismas.  Untersnclmng  des  wind- 
Bcbiefen  FlAchenelementes.  Berührangsebenen.  NulUaiigenten. 

§.  59. 

1225.  Wie  entstehen  windschiefe  Flächen  und 
worin  besteht  ihr  C)iarakter? 

Wenn  eine  gerade  Linie  p  sich  stetig  so  weiter  bewegt, 
dass  keine  Lage  die  unmittelbar  vorhergehende,  also  auch  nicht 
die  unmittelbar  nachfolgende  schneidet,  so  beschreibt  p  eine  wind- 
schiefe Fläche ;  ihr  Charakter  besteht  demnach  darin ,  dass 
keine  zwei  aufeinanderfolgende  Stralen  der  Fläche 
in    einer   Ebene  liegen  können. 

Sehl«tlnger,  Geometrie.  22 
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1226.  Um  sich  einec  Fall  zu  vergegenwärtigeD,  in  welchem 
eine  Gerade  p  eine  windschiefe  Fläche  beschreibt ,  denke  man 
sich  etwa  einen  auf  einer  Ebene  rollenden  Cylinder,  mit  welchem 
die  Gerade  p  fest  aber  so  verbunden  ist,  dass  sie  weder  mit 
den  Cylinderstralen  parallel,  noch  in  einer  zu  den  Cylinderstralen 
senkrechten  Ebene  Hegt  Versinnlicht  man  sich  das  Rollen 
des  Cylinders  und  die  Weiterbewegung  von  p,  so  erkennt  man 
ohneweiters,  dass  p  eine  windschiefe  Fläche  (1225)  beschreibt. 

1227.  Oder:  Bewegt  sich  eine  Gerade p  derart  weiter,  dass 
sie  stets  zu  einer  Ebene  parallel  bleibt,  ohne  aber  jemals 
mit  der  ihr  unmittelbar  vorhergehenden  Lage  parallel  zu  sein, 
(welchen  Fall  sich  der  Lernende  sehr  bequem  versinnlichen  kann), 
so  entsteht  ebenfalls  durch  p  eine  windschiefe  Fläche.  Von  wind- 
schiefen Flächen  dieser  Art  sagt  man,  sie  besitzen  eine  Ebene 
des  Parallelismus. 

1228.  Man  soll  untersuchen,  wie  viele  Elementar- 
Dreiecke    ein   windschiefes  Flächenelement   besitzt? 

Ein  windschiefes  Flächenelement  ist  jener  unendlich  schmale 
Flächenraum,  welcher  von  zwei  unendlich  nahen  sich  nicht 
schneidenden  Geraden  begrenzt  wird.  Nehmen  wir  an,  p  und 
q  seien  zwei  solche  unendlich  nahe  Gerade ,  so  kann  man  sich 
vorstellen,  jeder  Punkt  von  p  steht  mit  zwei  Punkten  von  q  und 
ebenso  jeder  Punkt  von  q  mit  zwei  Punkten  von  p  in  Berührung. 
Je  drei  derartige  Punkte  bilden  ein  Elementar-Dreieck  (1014),  und 
weil  eine  unbegrenzte  Gerade  unendlich  viele  Punkte  besitzt,  s  o 
besteht  ein  windschiefes  Flächenelement  aus  unend- 
lich vielen  Elementar-Dreiecken. 

1229.  Wenn  man  eine  Ebene  T  durch  eine  Gerade 
p  eines  windschiefen  Flächenelementes  legt,  und  die 
Ebene  Tum  dieGeradep  herum  eine  volle  Umdrehung 
beschreiben  lässt,  so  muss  die  Ebene  T  in  jederStel- 
lung  mit  dem  windschiefen  Flächenelemente  pq  ein 
Elementar-Dreieck  gemein  haben.  Denn  weil  die  Gerade 
q  die  Gerade  p  nicht  schneidet  (also  auch  nicht  zu  ihr  parallel 
ist),  so  muss  die  Ebene  T  in  jeder  Stellung  die  Gerade  q  in 
einem  veränderlich  liegenden  Punkte  Q  schneiden,  welcher  dem 
Elementar- Dreiecke  angehört,  dessen  zweiter  und  dritter  Punkt 
in  der  Geraden  p  liegt  (1228).  Dieses  Elementar-Dreieck  gehört 
dem  windschiefen  Flächenelemente  und  der  Ebene  T  an,  somit 
ist  der  Satz  (1229)  bewiesen. 
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1230.  Jede  Ebene,  welche  darch  eine  Gerade  p 
oder  q  eines  windschiefen  Flächenelementes  gelegt 
wird,  ist  eine  Berü  hrungsebene  an  dieses  Element ; 
das  der  Ebene  und  dem  Elemente  pq  gemeinsame  Elementar- 
Dreieck,  ist  die  Beruhrungsstelle  (1229). 

1231.  Legt  man  durch  die  Gerade  p  eines  windschiefen 
Flächenelementes  zwei  Ebenen  T  und  27,  so  sind  ihre  Berührungs- 
Dreiecke  nur  dann  unendlich  nahe,  wenn  der  von  T  mit  U  ge- 
bildete Winkel  unendlich  klein  ist.  Erreicht  aber  der  von  T  mit 
ü  erzeugte  Flächenwinkel  eine  messbare  Gb*öS8e ,  so  liegen  auch 
die  Berührungs-Dreiecke  in  einer  messbaren  gegenseitigen  Ent- 
fernung. 

1232.Wenn  eine  EbeneTein  windschiefes  Fläch  en- 
dement  jpj[  berührt,  so  muss  diese  Ebene  durch  eine 
der  beiden  Geraden  p  oder;  gehen,  dieanderegoder 
p  aber  schneiden;  denn  das  elementare  Berührungsdreieck 
liegt  mit  zwei  Ecken  auf  der  einen,  mit  dem  dritten  Ecke  auf 
der  anderen  Geraden. 

1233.  Wenn  eine  Ebene  T  die  beiden  Geraden  eines  wind- 
schiefen Flächenelementes  schneidet,  so  kann  diese  Ebene  das 
windschiefe  Flächenelement  nirgends  berühren,  d.  h.  kein  Elemen- 
tar-Dreieck  mit  demselben  gemein  haben   (1232). 

1234.  Wenn  die  Ebene  T  durch  eine  Gerade  p 
einer  windschiefen  Fläche  JF' gelegt  wird  (1230),  wie 
construiert  man  ihren  Berührungspunkt  mit  der  wind- 
schiefen Fläche? 

Die  Gerade  p  gehört  zwei  windschiefen  Flächenelementen 
an,  von  welchen  das  eine  durch  p  und  die  dem  p  vorhergehende 
Gerade  o,  das  andere  durch  p  und  die  dem  p  nachfolgende  Ge- 
rade q  gebildet  wird.  Die  Ebene  T  wird  sowol  o  als  auch  q  in 
den  Punkten  0  und  Q  schneiden,  also  wird  die  Ebene  T  die 
beiden  windschiefen  Flächenelemente  op  und  pq  berühren. 

Die  übrigen  windschiefen  Flächenelemente  werden  von  der 
Ebene  T  nicht  berührt  (1233).  Wenn  man  demnach  alle  der  Ge- 
raden p  vorhergehenden  Straten  mit  der  Ebene  Tzum  Durch- 
schnitt bringt  und  durch  eine  Curve  verbindet,  so  endet  diese 
Curve  in  der  Geraden  o  in  einem  Punkte  0,  welcher  dem  elemen- 
taren Berührungsdreiecke  der  Ebene  T  und  dem  Elemente  op 
angehört. 

22* 
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Werden  auch  alle  dem  p  nachfolgenden  Straten  mit  der 
Ebene  T  zum  Schnitt  gebracht  and  durch  eine  Curve  verbunden, 
80  endigt  diese  in  der  Geraden  q  in  einem  Punkte  Q,  welcher 
dem  elementaren  Berührungsdreieck  der  Ebene  T  und  der  Ele- 
mente pq  angehört. 

Es  sind  mithin  zwei  Berührungsstellen  0  und  Q  der  Ebene 
T  gefunden  worden. 

1235.  Liegen  0  und  Q  unendlich  nahe  beisammen  (was  man 
daran  erkennt,  dass  die  erwähnten  zwei  Schnittcurven  stetig  in 
einander  übergehen),  so  ist  die  windschiefe  Fläche  F  in  0  und 
Q  stetig  gekrümmt;  gehen  aber  die  genannten  zwei  Schnitte 
nicht  in  einander  über,  sondern  endigt  jede  an  einer  anderen 
Stelle  von  p  (respective  o  und  q\  so  ist  die  windschiefe  Fläche 
jP  in  0  und  Q  unstetig  gekrümmt,  p  ist  eine  Kante  der  wind- 
schiefen Fläche. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  man  die  Schnitte  einer  Ebene  T, 
welche  durch  einen  Stral  p  einer  windschiefen  Fläche  gelegt 
wird,  mit  den  dem  p  vorhergehenden  Stralen  und  mit  jenen  dem 
p  nachfolgenden  Stralen  für  sich  betrachten  muss.  Nur  wenn  man 
im  Vorhinein  weiss,  dass  die  windschiefe  Fläche  längs  p  stetig 
gekrümmt  ist,  hat  man  diese  Trennung  des  Schnittes  in  zwei 
Curven  nicht  zu  beachten,  weil  beide  Curven  stetig  in  einander 
übergehen.  Der  Schnittpunkt  der  Curve  mit  dem  Strale 
p  ist  die  Berührungsstelle  der  Ebene  7  mit  der  wind- 
schiefen Fläche. 

1236.  Was  verstehen  wir  unter  einer  Nulltangente 
einer  Fläche  ? 

Eine  Tangente,  welche  durch  drei  aufeinanderfolgende  Punkte 
der  Fläche  geht.  NuUtangente  desshalb  genannt,  weil  die  Neigung 
der  durch  diese  drei  Punkte  bestimmten  zwei  Linienelemente 
gegeneinander  gleich  Null  ist. 

Nicht  alle  Flächen  besitzen  Nulltangenten. 

1237.  Jeder  Stral  einer  Regelfläche  ist  für  jeden  seiner 
Punkte  eine  NuUtangente,  weil  alle  Linienelemente  des  Strales 
auf  der  Regelfläche  liegen. 

1238.  Wieviele  Nulltangenten  lassen  sich  durch 
jeden  Punkt  P  einer  windschiefen  Fläche  legen? 

Wenn  der  Pankt  P  an  einer  stetig  gekrümmten  Stelle  liegt, 
so  gehen  durch  ihn  zwei  Nulltangenten.  Denn  ist  p  der  durch 
P  gehende  Flächenstral,  so  istp  schon  eine  NuUtangente  (1237). 


Gebt  ferner  o  dem  Strale  p  anmittelbar  vorber  und  folgt  q  dem 
Strale  p  unmittelbar  nacb,  so  wird  jede  durch  p  gelegte  Ebene 
T  sowol  o  als  q  in  zwei  Punkten  0  und  Q  schneiden ,  die  un- 
endlich nahe  beisammen  liegen,  weil  die  Fläche  stetig  gekrümmt 
vorausgesetzt  wird.  Ist  nun  T  die  durch  P  gehende  Tangenten- 
ebene, und  verbindet  man  0  mit  Q  durch  eine  Gerade  t,  so  muss 
t  offenbar  die  Gerade  p  im  Punkte  P  schneiden  und  man  sieht 
nun  ein,  dass  die  drei  aufeinanderfolgenden  Punkte  OPQ 
sowol  der  Geraden  t,  als  auch  der  windschiefen  Fläche  angehören^ 
folglich  ist  t  die  zweite  durch  P  gehende  Nulltangente. 

1239.  Die  zweite  durch  einen  Punkt  P  einer  windschiefen 
Fläche  gehende  Nulltangente  ist  eine  Tangente  an  jene  Schnitt- 
curve,  welche  die  durch  P  gehende  Tangentenebene  mit  der 
windschiefen  Fläche  erzeugt  (1234). 

Windschiefes  Hyperboloid,  windschiefes  Paraboloid  und  wind- 
schiefe Schraabenflächen.    Die  archimedische  Spirale. 

§.  60. 

1240.  %W  eiche  Fläche  wird  ein  windschiefes  Hy- 
perboloid (einmanteliges  Hyperboloid)  genannt? 

Jene  Fläche,  welche  durch  eine  Gerade  s  erzeugt  wird,  die 
an  drei  sich  kreuzenden  Geraden  p,  q  und  r  hingleitet  (33). 

1241.  Keine  Lage  von  s  schneidet  eine  andere  Lage,  weil 
sonst,  wenn  zwei  Lagen  von  s  sich  schneiden  würden,  die  drei 
Geraden  p,  q  und  r  in  einer  Ebene  liegen  müssten,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist.  Also  ist  die  Fläche  windschief. 

1242.  Welche  Fläche  nennt  man  ein  windschiefes 
Paraboloid  (hyperbolisches  Paraboloid)? 

Jene  Fläche,  welche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  8  an  zwei 
sich  kreuzenden  Geraden  p  und  q  parallel  zu  einer  Ebene  Q 
weiter  bewegt  wird. 

1243.  Keine  Lage  von  s  kann  eine  andere  Lage  schneiden, 
weil  sonst  die  Geraden  p  und  q  in  einer  Ebene  liegen  miissten, 
was  vermöge  der  Voraussetzung  nicht  der  Fall  sein  kann.  Mithin 
ist  die  Fläche  windschief. 

1244.  Wie  construiert  man  eine  Gerade  5,  welche 
drei  sich  kreuzende  Gerade  />,  j,  r  schneidet? 

Man  legt  durch  q  eine  Ebene  Q  und  durch  r  eine  Ebene  R, 
aber  so,   dass  sie  durch  einen  in  der  Geraden  p   angenommenen 
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Punkt  gehen,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  beiden  Ebenen 
Q  und  R  einen  Punkt  der  Geraden  p  aus  den  Axen  q  und  r 
projicieren  (830).  Sucht  man  die  Durchschnittsgerade  8  der  Ebene 
Q  mit  der  Ebene  12,  so  schneidet  sie  offenbar  die  Gerade  p  in 
dem  erwähnten  Punkte;  sie  schneidet  aber  auch  j,  weil  sie  in  der 
Ebene  Q  liegt,  und  schneidet  noch  r,  weil  sie  mit  r  in  der  Ebene 
B  sich  befindet;  also  schneidet  sie  py  q  und  r. 

1245.  Wie  kann  man  die  Projectionen  der  Geraden 
8  finden,  wenn  die  Projectionen  der  sich  kreuzenden 
Geraden  p,  j,  r  gegeben  sind? 

Fig.  150. 


Man  kann  wol  die  Aufgabe  allgemein  nach  (1244)  auflösen; 
indessen  ist  es  bequemer,  das  folgende  Verfehren  einzuschlagen. 
(In  Fig.  150  ist  nur  eine  Projection  gezeichnet,  welche  eine  or- 
thogonale oder  eine  schiefe  sein  möge.) 

a)  Man  schneidet  die  abgebildeten  Geraden  p,  q,  r  durch 
zwei  parallele  Ebenen,  wodurch  in  p  zwei  Schnittpunkte  -4,a; 
in  q  die  Schnittpunkte  B^b;  in  r  die  Schnittpunkte  C,c  ent- 
stehen. (Die  Lage  der  beiden  parallelen  Ebenen  wird  man  so 
wählen,  auf  dass  keiner  der  sechs  Schnittpunkte  unbenutzbar 
liegende  Projectionen  gibt.  In  Fig.  150  wurden  keine  Zeiger  zur 
Bezeichnung  der  Projection  gewählt,  weil  die  Deutlichkeit  nicht 
leidet.) 

Um  durch  A  die  Gerade  8  (1244)  zu  legen,  ziehe  man  zu- 
erst durch  A  eine  Gerade  Aß   parallel  und  gleich  lang  mit  Bb, 
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sodann  Ay  parallel  nnd  gleich  lang  mit  Cct  so  ist  Äaß  eine 
Ebene  durch  p  parallel  zur  Geraden  q  und  Aay  eine  Ebene 
durch  p  parallel  zur  Geraden  r;  ihre  Schnitte  mit  der  unteren 
Ebene  ABC  sind  die  zu  aß,  ay  parallelen  Geraden  Aß',  Ay'. 

Legt  man  durch  g  und  den  Punkt  A  eine  Ebene ,  so  ist 
ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  ahc  die  Gerade  hß,  und  wird  durch  r 
und  A  eine  Ebene  gelegt,  so  muss  deren  Schnitt  mit  der  Ebene 
ahc  die  Gerade  cy  sein.  Wird  nun  der  Schnittpunkt  von  hß 
und  cy  mit  A  verbunden^  so  ist  b  eine  Gerade,  welche  p  in  A 
schneidet,  und  in  der  Verlängerung  auch  3  und  r  schneiden  muss. 

V)  Um  durch  einen  beliebigen  Punkt  Z>  der  Geraden  p  eine 
Gerade  9  (1244)  zu  construieren,  zieht  man  zuerst  durch  D  eine 
Parallele  zu  g;  diese  Parallele  liegt  offenbar  in  der  Ebene  Aaß, 
folglich  muss  sie  die  Ebene  a&c  in  einem  Punkte  d  der  Geraden 
aß  und  die  Ebene  ABC  in  einem  Punkte  e  der  Geraden  Aß* 
schneiden.  Jetzt  zieht  man  durch  D  eine  Parallele  zu  r  und  sucht 
die  Schnittpunkte  A',  e'  mit  den  Ebenen  ahc  und  ABC  va  den 
Geraden  ay,  Ay*. 

Ist  dies  geschehen,  so  legt  man  durch  g  und  D  eine  Ebene; 
ihr  Schnitt  mit  der  oberen  Ebene  ist  hd ,  mit  der  unteren  Be\ 
ferner  durch  t  und  D  eine  Ebene,  so  ist  cd*  ihr  Schnitt  mit  der 
oberen  und  Cef  ihr  Schnitt  mit  der  unteren  Ebene,  und  wir  er- 
kennen sofort,  dass  fF  die  Projection  einer  Geraden  sein  muss, 
welche  die  Gerade  p  im  Baumpunkte  D  schneidet ,  und  hinrei- 
chend verlängert,  auch  die  anderen  Geraden  3  und  r  treffen  wird. 

Nach  diesem  Verfahren  wurden  noch  mehrere  Stralen  der 
windschiefen  Fläche  in  Fig.  150  abgebildet  und  die  Bilder  ihrer 
Schnittpunkte  mit  den  Basisebenen  ahc  und  ^4 £ C durch  Curven 
verbunden,  welche  die  Krümmung  der  Fläche  ersichtlich  machen. 

Man  sieht  ein,  wenn  noch  weit  mehr  Stralen  der  Fläche 
construiert  würden,  die  Curven  sich  weiter  fortsetzen  müssten; 
die  obere  Curve  ginge  durch  die  Punkte  ahc,  die  untere  durch 
ABC  Die  Geraden  q  und  r  sind  teilweise  durch  den  abgebil- 
deten Teil  der  Fläche  verdeckt  und  desshalb  gestrichelt. 

1246.  Welche  Gestalt  müssen  die  ebenen  Schnitte 
eines  windschiefen  Hyperboloides  erhalten? 

Sie  sind  Linien  der  zweiten  Ordnung  (also  Ellipsen,  Hyper* 
beln  oder  Parabeln)  oder  gerade  Linien. 

Beweis.  Alle  Ebenenpaare,  welche  durch  q  und  durch  r 
so  gelegt  werden^  dass  sie  immer  einen  Punkt  in  der  Geraden  p 
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geiDeia  haben  (wie  z.  B.  die  Ebenen  bdDeB  und  ed'D&C)^ 
bilden  zusammen  zwei  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  q  und  r, 
welche  Ebenenbüschel  projectivisch  sind  (833),  weil  sie  auf  der 
Geraden  p  dieselbe  Punktreihe  erzeugen. 

Sind  aber  die  Ebenenbüschel  projectivisch,  so  sind  es  auch 
ihre  zwei  Stralenbüschel,  die  als  Durchschnitte  mit  irgend  einer 
Ebene  W  entstehen.  Wenn  aber  in  einer  Ebene  zwei  projecti- 
vische  Stralenbuschel  liegen,  so  befinden  sich  entweder  dieselben 
nicht  in  perspectivischer  Lage,  und  dann  liegen  die  Schnittpunkte 
verwandter  Stralen  in  einer  Linie  der  IL  Ordnung  (436),  oder 
die  Lage  der  beiden  Stralenbuschel  ist  eine  perspectivische ,  in 
welchem  Falle  die  Schnittpunkte  der  verwandten  Stralen  in  einer 
geraden  Linie  liegen. 

Da  aber  der  Schnittpunkt  von  zwei  homologen  Stralen  ein 
Funkt  der  windschiefen  Hyperboloidfläche  ist,  so  folgt  nun  mit 
Sicherheit,  dass  alle  ebenen  Schnitte  entweder  Linien  der  zweiten 
Ordnung  oder  gerade  Linien  sind.  In  Fig.  150  werden  die 
Schnitte  in  den  Ebenen  abc  und  ^ £ (7  Ellipsen. 

1247.  Wann  werden  die  ebenen  Schnitte  eiaes 
windschiefen  Hyperboloides  gerade  Linien? 

Wenn  die  schneidende  Ebene  W  durch  einen  Stral  8  der 
Fläche  gelegt  wird.  Dieser  Stral  8  schneidet  die  Geraden  q  und 
r  (die  Axen  der  Ebenenbüschel,  1246)  in  jenen  Punkten,  welche 
die  Scheitel  der  Stralenbuschel  sein  müssen,  die  als  Schnitte  von 
Tf^  mit  den  Ebenen  büscheln  q  und  r  entstehen ,' also  ist  8  die 
Scheitellinie  der  beiden  projecti vischen  Stralenbuschel,  folglich 
liegen  nach  (293)  die  Schnittpunkte  aller  verwandten  Stralen  in 
einer   Geraden. 

1248.  Wieviele  Scharen  von  geraden  Linien  be- 
sitzt ein  windschiefes  Hyperboloid? 

Zwei  Scharen.  Die  eine  Schar  besteht  aus  den  unendlich 
vielen  Geraden  «,  welche  an  den  gegebenen  drei  sich  kreuzenden 
Geraden  pqr  (Fig.  150)  anliegen;  die  zweite  Schar  besteht  aus 
jenen  vielen  Geraden,  welche  an  den  Linien  s  anliegen.  Denn 
wenn  man  durch  irgend  eine  Lage  von  s  eine  beliebige  Ebene 
legt,  so  wird  diese  Ebene  alle  anderen  Lagen  von  8  in  Punkten 
schneiden,  welche  nach  (1247)  in  einer  Geraden  liegen;  also 
sieht  man  ein ,  dass  man  unzählig  viele  gerade  Linien  auf  dem 
Hyperboloid  ziehen  kann,  deren  jede  alle  Lagen  von  8  durch- 
schneidet. 
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1249.  Was  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  jede  Ge- 
rade der  zweiten  Schar  alle  Qeraden  s  der  ersten 
Schar  schneidet? 

Dass  auch  jede  Gerade  s  alle  Geraden  der  zweiten  Schar 
schneidet  Der  zweiten  Schar  gehören  auch  die  Geraden  p,  q,  r 
an,  da  p,  q  und  r  alle  Lagen  von  8  schneiden« 

1250.  Aus  (1249)  folgt  dann  weiter:  Legt  man  durch  eine 
Gerade  eines  windschiefen  Hyperboloides^  sie  mag  der  ersten 
oder  der  zweiten  Schar  von  Flächenstralen  angehören,  eine  Ebene, 
so  wird  die  Fläche  noch  immer  in  einer  zweiten  Geraden  ge- 
schnitten. 

Man  sieht  dies  deutlich  in  Fig.  150,  wenn  z.  B.  durch  die 
Gerade  Ff  und  den  Punkt  Ä  eine  Ebene  gelegt  wird. 

1251.  Wieviele  Gerade  einer  Schar  müssen  ange- 
nommen werden,  damit  das  windschiefe  Hyperboloid 
bestimmt  ist  ? 

Drei  beliebige  Gerade  der  ersten  oder  der  zweiten  Schar; 
denn  wir  haben  ja  in  Fig.  150  aus  drei  beliebigen  Geraden  einer 
Schar  das  Hyperboloid  construiert.  Gleitet  daher  eine  Gerade 
an  drei  Geraden  einer  Schar  von  Flächenstralen  weiter,  so  gleitet 
sie  auch  gleichzeitig  an  allen  übrigen  Geraden  dieser  Schar 
also  auf  der  Fläche  selbst  fort. 

1252.  Wenn  bei  einem  windschiefen  Hyperboloide 
eine  Gerade  s  an  allen  Geraden  der  Schar  pqr  .  .. 
dahingleitet,  von  welcher  Beschaffenheit  sind  die 
Punktreihen,  welche  s  auf  den  verschiedenen  Gera- 
den/>fr...  erzeugt? 

Sie  sind  alle  projectivisch-proportional  (281)|  und  zwar  sind 
immer  jene  Punkte  verwandt ,  welche  in  einem  und  demselben 
Flächenstrale  liegen.  Denn  wenn  man  eine  Ebene  um  den  belie- 
bigen Stral  r  dreht',  so  schneidet  sie  in  jeder  Stellung  alle 
übrigen  Stralen  jener  Schar,  welcher  sie  selbst  angehört,  in  Punkten 
einer  Geraden  (1250).  Da  aber  ein  Ebenenbüschel  auf  allen  ihn 
schneidenden  Geraden  projectivisch-proportionale  Punktreihen  er- 
zeugt (826),  so  folgt  nun,  dass  s  auch  auf  allen  Lagen  von  pqr,,, 
solche  Punktreihen  erzeugen  muss. 

1253.  Wie  kann  man  mittels  projectivischer  Propor- 
tionalität ein  windschiefes  Hyperboloid  bestimmen? 

Man  nimmt  auf  zwei  sich  kreuzenden  geraden  Linien  p  und 
q  zwei  beliebige  projectivische  Punktreihen  an  (d.  h«  auf  p  werden 
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irgend  drei  und  auch  auf  ;  irgend  drei  Punkte  angenommen  und 
nach  (276)  aufeinander  bezogen),  dann  ist  jede  Gerade,  welche 
zwei  verwandte  Punkte  verbindet  ^  ein  Stral  des  windschiefen 
Hyperboloides. 

1254.  Wann  verwandelt  sich  ein  windschiefes 
Hyperboloid  in  ein  windschiefes  Paraboloid? 

Wenn  die  auf  den  Geraden  p  und  q  angenommenen  Punkt- 
reihen geometrisch  proportional  sind  (281).  Denn  bei  der  Er- 
zeugung der  Fläche  nach  (1242)  entstehen  geometrisch-proportio- 
nale Punktreihen. 

1255.  Da  sonach  ein  windschiefes  Paraboloid  ein  specieller 
Fall  des  windschiefen  Hyperboloides  ist ,  so  gelten  alle  allgemein 
für  das  windschiefe  Hyperboloid  entwickelten  Sätze  auch  für 
das  windschiefe  Paraboloid. 

1256.  Was  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  bei  einem 
windschiefen  Paraboloide  dievonden  Fläche  nstralen 
der  einen  Schar  auf  der  anderen  Schar  erzeugten 
Punktreihen  geometrisch-proportional  sind? 

£s  folgt: 

a)  dass  zu  jeder  Schaar  eine  andere  Ebene  des  Paralle- 
lismus gehört ; 

h)  dass  das  windschiefe  Paraboloid  einen  unendlich  fernen 
Flächenstral  besitzt  (parallel  zur  Durchschnittsrichtung  der  beiden 
Ebenen  des  Parallelismus); 

c)  dass  das  windschiefe  Paraboloid  (wegen  h)  eine  offene 
Fläche  ist,  und  deshalb  mit  keiner  Ebene  elliptische  Schnitte 
geben  kann. 

1257.  Das  windschiefe  Paraboloid  wird  oft  in  der  Praxis 
angewendet.  Hier  zwei  Fälle: 

a)  Der  First  und  die  Gesimskante  einer  Dachfläche  seien 
zwar  horizontal  aber  nicht  parallel.  Soll  das  Kegenwasser  senk- 
recht zur  Gesimskante  auf  dem  kürzesten  Wege  über  die  Dach- 
fläche fliessen,  so  muss  die  Dachfläche  nach  einem  windschiefen 
Paraboloid  gestaltet  sein;  First  und  Gesimskante  sind  Leitlinien ; 
eine  Ebene  senkrecht  zur  Gesimskante  ist  eine  Ebene  des  Pa- 
rallelismus.   Die  zweite  Ebene  des  Parallelismus  liegt  horizontal. 

b)  Eine  Erdböschung  soll  hergesteUt  werden.  Die  obere 
horizontale  und  untere  nicht  horizontale  Gerade,  durch  welche 
die  Böschung  geht,  liegen  nicht  in  einer  ^bene.  Die  Böschung 
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soll  ein  Paraboloid  werden,  für  welches  die  Ebene  senkrecht  zur 
oberen  Leitlinie  als  Parallelismusebene  zu  gelten  habe. 
Es  sind  diese  Fälle  durch  Zeichnung  darzustellen. 

1258.  Wie  construiert  man  ein  windschiefes  Pa- 
raboloid, wenn  drei  sich  kreuzende  Gerade  p,  7,  r 
(welche  noth wendigerweise  zu  einer  Ebene  parallel  sein  müssen) 
einer  Schar  gegeben  sind? 

Man  construiert  nach  (1244  oder  1245)  zwei  Gerade  8  und 
8'  der  ersten  Schar.  Zu  diesen  zwei  Geraden  geht  die  Ebene 
des  Parallelismus  parallel.  Die  folgenden  Lagen  von  s  werden 
nun  entweder  ebenso  construiert,  wie  bei  den  windschiefen  Hyper- 
boloiden, oder  man  beniitzt  die  geometrische  Proportionalität  der 
Abschnitte,  welche  8  bei  der  Weiterbewegung  von  p  und  q  er- 
zeugt (1254). 

1259.  Die  wichtigste  Anwendung  der  windschiefen  Hyper- 
boloide und  Paraboloide  kommt  in  der  Construction  vor,  wenn 
es  sich  darum  handelt,  an  andere  windschiefe  Flächen  Berüh- 
rungsebenen zu  legen.  Man  muss  daher  wissen: 

a)  Wie  construiert  man  am  einfachsten  in  einem 
gegebenen  Punkte  ilf  eines  windschiefen  Hyperboloi- 
des eine  Berührungsebene? 

Der  Punkt  M  liege  auf  einem  bekannten  Strale  «  des  Hyper« 
boloides,  welcher  die  drei  geraden  Leitlinien  p,  q^  r  schneidet. 
Man  muss  demnach  durch  M  noch  jenen  Stral  0  ziehen,  welcher 
der  Schar  pqr . .  .  angehört,  alsdann  sind  s  und  o  zwei  Tan- 
genten (Nulltangenten),  folglich  geht  die  zu  suchende  Ebene  durch 
8  und  0. 

Um  0  zu  erhalten^  suche  man  noch  zwei  Gerade  »'  und  s'^, 
deren  jede  p,  q  und  r  schneidet,  so  sind  «,  «^,  s^^  drei  Gerade  der 
Schar  «,  welche  wieder  als  Leitlinien  für  die  Schar  opqr... 
gelten  (1251).  Wird  jetzt  durch  M  eine  Gerade  construiert  (1244 
oder  1245),  welche  s'  und  s^'  schneidet,  so  ist  0  gefunden. 

b)  Wie  construiert  man  am  einfachsten  in  einem 
gegebenen  Punkte  M  eines  windschiefen  Paraboloi- 
des  eine  Berührungsebene? 

Liegt  M  in  einem  Punkte  eines  Strales  «,  welcher  an  zwei 
gegebenen  Leitlinien  p,  q  anliegt,  so  muss  man  noch  einen  Stral 
8'  construieren ,  welcher  auch  p  und  q  schneidet  und  zur  Ebene 
Q  des  Parallelismus  für  die  Schaar  a  parallel  ist  (man  legt  eine 
Ebene   parallel  zu  Q  und  schneidet  damit  die  Geraden  p  und  q 
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darch  die  beiden  Schnittpunkte  geht  a').  Wird  jetzt  durch  At 
eine  Ebene  gelegt ,  welche  mit  j>  and  q  pKrallel  l&uft  und  ihr 
Schnitt  mit  s'  bestimmt ,  so  ist  die  Verbindungsgerade  dieses 
Schnittes  mit  M  die  zweite  durch  M  gehende  Gerade  o  des  wind- 
schiefen Paraboloides.  Durch  a  und  o  geht  die  Berührungsebene 
des  Punktes  31. 

1260.  Wie  kann  man  in  einem  gegebenen  Punkte 
M  einer  beliebigen  wind  schiefen  Fläche: 

a)  mittels  eines   windschiefen  Hyperboloides, 

b)  mittels  eines  windschiefen  Paraboloides,  eine 
Berührnngsebene  legen? 

Pi„  15]  ad  o).    Der   Punkt  H 

liege  auf  einem  Strale  p 
der  gegebenen  windschiefen 
Fläche.  Man  wählt  in  der 
Geraden  p  noch  zwei  Punkte 
K  und  N  (gewöhnlich  anf 
verschiedenen  Seiten  von 
M) ,  legt  durch  sie  und 
durch  M  drei  die  windschiefn 
F^he  in  Curvea  schnei- 
dende Ebenen  und  con- 
struiert  an  die  ebenen 
Schnitte  in  den  Punkten  Ky 
M  und  N  die  Tangenten 
k,  m  und  n.  (In  manchen 
Fällen  sind  solche  Schnitte 
und  Tangenten  schon  Tor- 
banden.)  Betrachtet  man 
k,  m  und  n  als  Leitlinien 
eines  windschiefen  Hyper- 
boloides, so  gehört  die  Ge- 
rade p  und  ein  längs  p  sich 
erstreikendes  windschiefes 
Flächenelement  sowol  der 
gegebenen  windschiefen 
Fläche,  als  auch  dem  wind- 
schiefen Hyperboloide  an ; 
sonach  wird  jede  Ebene,  welche  das  Hyperboloid  in  irgend 
einem  Elementar-Dreiecke  des  windschiefen  Fläch  eneleinentes  be- 
rührt, auch  die  gegebene  windschiefe  Fläche  in  jenem  Dreiecke 
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berühren.  Construiert  man  nun  in  M  nach  (1259,a)  eine  Bc- 
rQhrungsebene  an  das  windschiefe  Hyperboloid  ,  so  ist  die  Auf- 
gabe gelöst 

ad  b).  Werden  die  Ebenen  durch  K^  M  und  N  parallel  zu 
einander  geführt,  so  sind  die  Tangenten  U^  m  und  n  Leitlinien 
eines  windschiefen  Paraboloides  ^  und  nun  wird  nach  (1259,  b) 
verfahren. 

1261.  Wie  wird  die  scharfkantige  Schraubenfläche 
orthogonal  abgebildet? 

Die  scharfkantige  Schraube  denkt  man  sich  entstanden 
durch  die  Weiterbewegung  eines  gleichschenkeligen  Dreieckes 
abe  (das  Profil  des  Schraubengewindes  Fig.  151),  dessen  Basis 
a  c  in  einem  Strale  eines  senkrechten  Kreiscylinders  (Schrauben- 
V  Spindel)  liegt  und  dessen  Ebene  durch  die  Axe  der  Spindel  geht. 
Die  Endpunkte  a  und  e  des  beweglichen  Dreieckes  beschreiben 
auf  der  Spindel  Schraubenlinien.  Bei  der  einfachen  Schraube  ist 
die  Ganghohe  gleich  der  Basis  ae  des  Dreieckes  abc,  bei  der 
n-fachen  Schraube  gleich  n-mal  ae.  Bei  der  einfachen  Schraube 
fallen  die  von  a  und  c  beschriebenen  Schraubenlinien  in  eine 
zusammen.  Bei  der  ii-fachen  Schraube  wird  der  zwischen  zwei 
Gängen  eines  und  desselben  Gewindes  befindliche  Baum 
noch  mit  (n — 1)  Schraubengewinden  versehen,  welche  dem  ersteren 
congruent  sind. 

In  Fig.  151  ist  eine  einfache  Schraube  abgebildet.  Wiewol 
bei  stofflich  ausgeführten  Schrauben  Gewinde  und  Spindel 
aus  einem  Stücke  bestehen,  indem  aus  einem  grösseren  Cylinder 
der  zwischen  den  Gewinden  liegende  Stoff  herausgeschnitten  wird, 
wurde  in  der  Figur  doch  eine  Trennung  beider  Körper  angezeigt, 
um  das  Verständnis  der  Construction  zu  erleichtem,  welche  wol 
keiner  weiteren  Erklärung  bedarf,  wenn  noch  bemerkt  wird,  dass 
man  das  Gewindeprofil  (das  Dreieck  abc)  in  13  Lagen  herstellte 
(a&c=  1.,  cde  =  13.  Lage),  um  einen  Gang  des  Gewindes  zu 
bekommen.  Die  von  b  beschriebene  Schraubenlinie  (welche  bei 
der  Construction  zuerst  zu  zeichnen  ist),  erhält  mit  den  von  a 
und  c  erzengten  Schraubenlinien  einerlei  Ganghöhe. 

Durch  den  oberen  Endpunkt  e  des  13.  Profiles  (das  6.  und 
12.  Profil  projicieren  sich  in  der  Bildebene  II  in  die  Axe  des 
Bildes),  wurde  eine  Ebene  senkrecht  zur  Spindelaxe  geführt  und 
wurden  noch  weitere  1 1  Profile  des  zweiten  Ganges  (das  14.  bis 
M.)  gezeichnet    Diese  Profile   kommen  aber  nicht  mehr  volU 


380 

ständig  vor  ^  indem  vom  14.  bis  zum  17.  die  obere  Dreiecksseite 
de  immer  kürzer  wurde,  im  18.  Proüi  in  m,  m^  endlicb  ganz  ver- 
schwand ,  und  hiedurch  in  der  Ebene  u  eine  Curvc  erzeugte, 
deren  wahre  Gestalt  im  ersten  Bilde  durch  ayf^a^h^iik^m^  ge- 
geben ist. 

Im  19.  und  den  folgenden  Profilen ,  in  welchen  die  obere 
Dreiecksseite  schon  verschwunden  ist,  kommt  die  untere  Drei- 
ecksseite mit  der  Ebene  u  zum  Schnitt;  diese  wird  immer  kürzer 
und  kürzer,  endlich  im  25.  Profil  gleich  Null,  wodurch  sie  eine 
der  früheren  congruente  Curve  erzeugt,  deren  erstes  Bild  in 
7»!  nj  0|j!?i  j,r,a|  gefunden  wurde. 

Der  zwischen  beiden  Curven  liegende  Baum  (Schnitt  der 
Ebene  t£  mit  dem  Schraubengewinde)  wurde  schraffiert.  Die  Schrau- 
benspindel wurde  noch  ein  Stückchen  fortgesetzt  und  weiter  oben 
durch  eine  horizontale  Ebene  begrenzt,  wesshalb  im  ersten  Bilde 
der  Kreisinhalt  nach  einer  anderen  Richtung  schraffiert  werden 
musste. 

1262.  Die  beiden  gekrümmten  Flächen,  welche  ein  Schrau- 
bengewinde begrenzen,  sind  windschief;  jede  derselben  kann 
durch  die  Weiterbewegung  einer  Geraden  an  einer  anderen  Ge- 
raden (der  Spindelaxe)  und  an  zwei  Schraubenlinien  (auf  con- 
centrischen  Cylindern)  von  gleicher  Ganghöbe,  erzeugt  gedacht 
werden.  Es  sind  also  eine  gerade  und  zwei  krumme  Leitlinien 
zur  Erzeugung  der  windschiefen  Fläche  gegeben. 

1263.  Bewegt  sich  eine  Gerade  an  einer  Schraubenlinie  und 
an  der  Axe  ihres  Cylinders  so  fort,  dass  ihre  Neigung  gegen 
die  Cylinderaxe  ungeändert  bleibt,  dann  beschreibt  die  Gerade 
die  Schraubenfläche  der  Fig.  151. 

1264.  Aus  dieser  Entstehungsweise  folgt,  dass  ein  jeder 
senkrechte  ELreißcylinder,  dessen  Axe  mit  jener  der  Leit-Schrau- 
benlinie  zusammenfällt,  die  Schraubenfiäche  ebenfalls  in  einer 
Schraubenlinie  schneidea  muss.  (Der  Lernende  zeichne  eine  solche 
Schraubenlinie  auf  der  Fläche.) 

1265.  Zieht  man  in  allen  Punkten  einer  geraden  Erzeugen- 
den einer  windschiefen  Schraubenfläche  die  Tangenten  an  die 
durch  diese  Punkte  gehenden  Schraubenlinien  (1264) ,  so  sind 
alle  diese  Tangenten  zu  einer  Ebenen  parallel  (nämlich  zu  jener^ 
welche  man  durch  die  Schraubenaxe  senkrecht  zur  Profilsebene 
der  gegebenen  Erzeugenden  führt);  alle  diese  Tangenten  haben 
mit  der  Schraubenflache  ein  windschiefes  Flächenelement  gemeiof 
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folglich  bilden  sie  ein   windschiefes  Paraboloid,   welches  die  ge- 
gebene Schraubenfläche  längs  einer  Geraden  berührt. 

1266.  Constxuiert  man  nach  (1216)  die  Neigung,  welche 
die  Tangenten  einer  gegebenen  Schraubenlinie  gegen  eine  zur 
Schraubenaxe  senkrechte  Ebene  haben,  so  kann  man  durch  jeden 
Punkt  der  Schraubenfläche  eine  Tangente  an  die  durch  ihn  ge- 
hende Schraubenlinie  legen,  da  das  erste  Bild  der  Tangente  senk- 
recht auf  dem  betreffenden  Ereisradius  steht  Durch  diese  Tan- 
gente und  den  durch  ihren  Berührungspunkt  mit  der  Fläche  ge- 
zogenen Flächenstral  geht  eine  Berührungsebene  der  windschiefen 
Schraubenflache. 

1267.  Wie  entsteht  die  flache  windschiefe  Schrau- 
benfläche ? 

Wenn  die  erzeugende  Gerade  (1263)  auf  der  Schraubenaxe 
senkrecht  steht 

1268.  Wie  entsteht  die  flache  Schraube? 

Wenn  das  Profil  (1261)  nicht  ein  gleichscbenkeliges  Dreieck, 
sondern  ein  Rechteck  ist ,  dessen  eine  Seite  a  c  an  der  Spindel 
liegt  Der  Lernende  zeichne  die  flache  Schraube. 

1269.  Windschiefe  Flächen  kommen  bisweilen  bei  Gewölben 
vor.  Wenn  eine  Fläche  der  Gewölbsteine  (Quadergewölbe)  in 
der  windschiefen  Fläche  liegt ,  so  muss  der  Steinmetz  die  Steine 
dieser  Fläche  entsprechend  bearbeiten.  Hieraus  erkennt  der  Ler- 
nende die  Wichtigkeit  der  Construction  windschiefer  Flächen.  (An 
der  Schwarzenberg  -  Brücke  in  Wien  befinden  sich  windschiefe 
Flächen  an  den  Stirnseiten  der  Gewölbe ;  für  jede  sind  ein 
Ejreisbogen,  eine  Ellipse  und  eine  Gerade,  die  Axe  des  Tonnen- 
gewölbes, die  drei  Leitlinien.) 

1270.  Wie  entsteht  eine  archimedische  Spirale? 
Wenn  in  einer  Ebene  sich  eine  Gerade    um   einen    in   ihr 

liegenden  festen  Punkt  0  stets  in  demselben  Sinne  dreht,  und 
wenn  ein  anderer  beweglicher  Punkt  dieser  Geraden  sich  in  ihr 
so  weiter  bewegt, »dass  die  Zunahme  der  Entfernung  von  0  (oder 
Annäherung  an  0)  proportional  der  Zunahme  des  Drehungswin- 
kels erfolgt.  Beschreibt  der  bewegliche  Punkt  eine  unbegrenzte 
archimedische  Spirale ,  so  geht  diese  durch  0  und  besteht  aus 
unendlich  vielen  Windungen. 

Die  in  Fig.  161  gefundenen  zwei  Schnitte  a,/,  •  •  •  X^i  m| 
und  a|  r|  .  . .  n|  9i»|  sind  begrenzte  Teile  von  zwei  archimedischen 
Spiralen,  denn  die  Längen  Oa^j  O/i,  Og^,  Oh^f .  •  •  nehmen  um 
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gleichviel  zu,  während  der  Drehungswinkel  von  Oa,  in  den  Lagen 
O/,,  Offjy  Oh^f . ,  .  ebenfiills  um  gleich  viel  zunimmt. 

B.  Ourvenfläclien. 

Projecflvlscbe  Flüchen.    Die  Serpentine.    UmhttllonfBilAchen. 

§.  61. 

1271.  Auf  welche  einfache  Art  ist  es  möglich,  zwei 
beliebige  Ebenen  E  und  E^  in  eine  solche  Beziehung 
zu  bring^eu;  dass  jedem  Punkte  A  der  einen  Ebene  E 
immer  nur  ein  einziger  Punkt  A^  in  der  Ebene  £',  und 
umgekehrt,  jedem  Punkte  A'  der  Ebene  E^  nur  ein 
Punkt  A  in  der  Ebene  E  entspricht? 

Wählt  man  ausserhalb  der  beiden  Ebenen  einen  beliebigen 
Punkt  'S  als  Scheitel  eines  Stralenbündels  (1045),  so  kann  die  Be- 
ziehung der  beiden  Ebenen  dadurch  herg'bstellt  werden,  dass  man 
sagt,  je  zwei  Punkte  A  und  A'  der  beiden  Ebenen  E  und  E*, 
welche  mit  8  in  einem  Strale  liegen,  sollen  einander  entsprechen. 
Solche  Punkte  werden  nun  projectivisch  verwandt,  oder  kurzweg 
verwandt  genannt,  und  man  sagt,  die  beiden  Ebenen  seien 
perspectivisch  aufeinander  bezogen. 

1272.  Wenn  zwei  Ebenen  £  und  E^  perspectivisch 
aufeinander  bezogen  sind,  was  erhält  man  aus  einer 
jeden  in  der  Ebene  E  angenommenen  beliebigen 
Linie  e  ? 

Eine  andere  Linie  e\  welche  mit  e  projectivisch  verwandt 
ist  (422),  weil  sie  mit  e  perspectivisch  liegt.  Wenn  beispielsweise 
e  ein  Kreis,  so  wird  e/  irgend  eine  Linie  der  IL  Ordnung  sein. 

1273.  Die  Durchschnittsgerade  der  perspectivisch  aufeinander 
bezogenen  Ebenen  ist  beiden  Ebenen  entsprechend  gemein,  d.  h. 
in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  fallen  zwei  verwandte  Punkte 
zusammen.  Diese  Linie  ist  die  Begegnungsgerade  für  die  per- 
spectivische  Lage  der  beiden  Ebenen;  zieht  man  daher  durch 
zwei  Punkte  A  und  B  der  einen  Ebene  eine  Gerade  AB  und 
durch  ihre  verwandten  Punkte  A'  und  B*  die  verwandte  Gerade 
A^B'f  so  müssen  sich  beide  in  der  Begegnungsgeraden  schneiden. 

1274.  Wie  kann  man  eine  beliebige  Menge  von 
Ebenen  projectivisch  aufeinander  beziehen? 
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Sind  E£*E"  . .  •  beliebige  Ebenen  und  setzt  man  voraus^ 
dass  die  Ebene  E  aus  einem  Punkte  S  auf  die  Ebene  E']  das 
Resultat  in  der  Ebene  E*  aus  einem  anderen  Punkte  S'  auf  die 
Ebene  E^']  das  so  in  E''  geftindene  Resultat  aus  einem  dritten 
Punkte  S'*  auf  die  Ebene  E^^'  u.  s.  f.  projiciert  werde,  so  sind 
je  zwei  aufeinanderfolgende  Ebenen  (z.  B.  E  und  E\  oder  I? 
und  E^^  perspectiyisch  (1271),  je  zwei  nicht  aufeinanderfolgende 
Ebenen  aber  nur  projectivisch  aufeinander  bezogen,  d.  h.  es  ent- 
spricht zwar  jedem  Punkte  A  der  Ebene  E  ein  und  nur  ein 
Punkt  il"  in  der  Ebene  E^^  oder  A'''  in  der  Ebene  JE'"  u.  s.  w.  ; 
aber  diese  Punkte  A^'  A**' .  .  •  liegen  mit  A  nicht  mehr  per- 
spectiviach. 

1275.  In  zwei  projectivisch  aufeinander  bezogenen  Ebenen 
(z.  B.  E  und  Ef*)  ist  die  Durchschnittsgerade  keine  Begegnungs- 
gerade für  die  verwandten  Geraden  der  beiden  Ebenen.  (Es  muss 
daher  der  Durchschnittsgeraden  g  der  Ebene  E**  mit  JS,  als  Ge- 
rade der  Ebene  E  betrachtet,  eine  Gerade  g**  in  der  Ebene  E*' 
entsprechen,  welche  nicht  mit  g  zusammenfüllt.  Denn  projiciert 
man  g  aus  8  waS  E\  so  entsteht  g\  und  projiciert  manjf'  aus  8' 
auf  E"^  so  entsteht  g" ,  welche  Gerade  nicht  mit  g  zusammen- 
fallen kann.) 

1276.  Werden  in  der  einen  Ebene  E  eine  beliebige  Menge 
von  Curven  und  Geraden  und  einzelnen  Punkten  angenommen^ 
so  entstehen  in  jeder  der  übrigen  Ebenen  E*E*'E'"  . .  .  ebenso 
viele  Curven,  Gerade  und  einzelne  Punkte.  Dabei  entspricht  einer 
jeden  geraden  Punktreihe  oder  jedem  Stralenbüschel  einer  Ebene, 
in  jeder  anderen  Ebene  eine  projectivisch  -  proportionale  gerade 
Punktreihe  oder  ein  derartiger  Stralenbüschel. 

1277.  Sind  die  Neigungswinkel  zwischen  je  zwei  aufeinander- 
folgenden unendlich  vielen  Ebenen  unendlich  klein  und  die  Ent- 
fernungen zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Scheitelpunkten 
!S&*8"S*** .  . .  unendlich  kurz,  so  bilden  sowol  die  Ebenen  £als 
auch  die  Punkte  8  eine  stetige  Aufeinanderfolge. 

Aus  einer  jeden  in  der  Ebene  E  angenommenen  Linie  e 
entsteht  eine  Reihenfolge  neuer  Linien,  von  welchen  je  zwei  auf- 
einanderfolgende unendlich  nahe  aneinander  und  überdies  per- 
spectivisch  liegen  (in  Folge  des  Entstehungsgesetzes  1271). 

Der  Inbegriflf  aller  dieser  Linien  ee'e'V  *  •  .  bildet  eine 
projectivische  Fläche;  ist  e  eine  gerade  Linie,  so  wird  die 

SdÜMtoger,  G«oni«tri«.  ^ 
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projpctiviHchc  Flächo  entwickelbar;  ist  aber  e  eine  beliebige  Curre, 
ao  entsteht  eine  projectivische  Cnrvenflkche. 

1278.  Die  ebenen  Linien  e,  ans  welchen  eine  projectivische 
Flüche  entsteht,  sollen  Formlinion;  die  Ebenen  E,  in  welchen 
sie  liegen,  Forniebenen,  und  die  Linie  a,  welche  von  allen 
Scheitelpunkten  SS'S"...  gebildet  wird,  soll  die  Scheitel- 
linie  der  projeotiTiacben  Fläche  genannt  werden. 

p.     |j,„  1279.    Wenn  ans  einer 

Formlinie  «  irgend  eine  pro- 
I*  jectivische  Fläche  abgeleitel 

.  .  wird,  80  mdas  ans  jedem 
beliebigen  Punkte  a  der 
Ebene  E  (in  welcher  e  liegt) 
eine  Linie  entstehen ;  denn 
a  aas  S  auf  die  Ebene  E" 
projiciert,  gibt  den  za  a  un- 
I»  endlich  nabeo  Punkt  a';  fer- 

ner o'  auB  S"  auf  E"  proji- 
ciert,   ^bt   den   au    a'  un- 
endlich    nahen     Punkt    a" 
~,  u.    B.   f.     Jede    auB    irgend 

einem  Punkte  a  einer  Form- 
ebene abstammende,  nach 
dem  projectivischen  Erz^u- 
gungsgesetz  entstandene  Li- 
nie soll  eine  Seitenlinie 
des  Punktes  a  genannt 
werden. 

1280.  Welche  Eigen- 
schaften    müssen     die 
Tangenten    aller    Sei- 
tenlinien besitzen? 
Alle  Tangenten  müssen  die  Scbeltellinie  s  (1278)  schneiden. 
Dies  folgt  aus  der  Entstehung  der  Seitenlinien  (1279). 

1281.    Was    für  Flächenalemente   können    wir    an 
einer  projectiviachen  Fläche  bemerken? 
Formelemente  und  Seitenelemente. 

a)  Ein  Formelement  einer  projectiviachen  Fläche  ist  jener 
Teil  der  Fläche,  welcher  zwischen  zwei  nnmittelbar  aufeinander- 
folgenden Formltnien  der  Fläche  li^t.    Da  zwei  solche  Form- 
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linien  stets  auf  einer  Stralenfläche  liegen  (es  ist  ja  jede  Form- 
linie eine  directe  Projection  der  ihr  vorhergehenden),  so  kann 
man  behaupten : 

Eine  jede  projeetivische  Fläche  wird  längs  eines 
Formelementes  von  einer  Stralenfläche  berührt, 
deren  Scheitel  in  der  Scheitellinie  der  projectivi- 
schen  Fläche  liegt 

b)  Ein  Seitenelement  einer  projectivischen  Fläche  ist  jener 
Teil  der  Fläche,  welcher  zwischen  zwei  nebeneinanderliegenden 
Seitenlinien  der  Fläche  liegt. 

Da  je  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  eines  Linienelementes 
einer  Formebene  perspectivisch  liegen  (1279),  so  folgt: 

Zieht  man  durch  alle  Punkte  einer  Seitenlinie  einer  projec- 
tivischen Fläche  Berührungsgerade  an  die  Formlinien,  welchen 
die  Punkte  der  Seitenlinie  angehören,  so  bildet  die  Gesammtheit 
aller  Tangenten  eine  entwickelbare  Fläche  (1203),  deren  Berüh- 
rungsort ein  Seitenelement  der  projectivischen  Fläche  ist. 

1282.  Die  berührende  entwickelbare  Fläche  ist  selbst  eine 
projeetivische  Fläche,  aus  einer  Formlinien-Tangente  entstanden. 

1283.  Beispiel.  Eine  Formlinie  einer  projectivischen  Fläche 
sei  irgend  eine  ebene  Figur.  Es  soll  die  Fläche  so  erzeugt  wer- 
den, dass  alle  Formlinien  congruent  sind.  Welche  Seiten- 
linien beschreiben  die  einzelnen  Punkte  der  Form- 
ebene ? 

Soll  eine  ebene  Figur  e  aus  einer  Ebene  E  auf  eine  andere 
Ebene  E*  congruent  projiciert  werden  (733),  so  muss  die  con- 
gruent projicierende  Richtung 

a)  in  einer  Ebene  liegen ,  senkrecht  auf  der  Durchschnitts- 
geraden der  Ebenen  E  und  £^  und 

b)  mit  den  Ebenen  E  und  E^  gleiche  Winkel  einschliessen. 
Ist  nun  00^  ein  Linienolement  einer  Seitenlinie  (1279),  so 

muss,  weil  der  von  E  mit  E'  gebildete  Winkel  unendlich  klein  ist, 
auch  die  Abweichung  der  Winkel ,  welche  o  o*  mit  den  Ebenen 
E  und  E  einschliesst,  von  einem  rechten  Winkel  unendlich  wenig 
betragen.  Man  kann  also  behaupten,  es  beschreibt  jeder 
Punkt  0  derFormebene  eine  Seitenlinie,  welche  alle 
Formebenen  senkrecht  durchschneidet. 

Um  nun  eine  bestimmte  projeetivische  Fläche  zu  erzeugen, 
gibt  man  eine  Seitenlinie  und  die  Lage  der  Formlinie  in  einer 
zur  Seitenlinie  senkrechten  Ebene  an.  Die  projicierende  Richtung 
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ist  fiir  jede  Stellung  der  Formebene  senkrecht  zu  ihr ,  also  pa- 
rallel zur  Tangente  an  die  Seitenlinie  in  jenem  Punkte,  in  welchem 
sie  von  der  Formebene  senkrecht  durchschnitten  wird.  Die  Schei- 
tellinie 8  liegt  im  Unendlichen. 

1284.  Die  Serpentine.  Beschreibt  der  Mittelpunkt  o  eines 
Kreises  von  unveränderlicher  Grösse  eine  Schraubenlinie,  und 
steht  jederzeit  die  Ereisebene  auf  der  Schraubenlinie  senkrecht, 
so  entsteht  eine  röhrenförmige  Fläche,  Serpentine  genannt, 
welche  zu  den  speciellen  Fällen  prqjectivischer  Flächen  mit  con- 
gruenten  Formlinien  (1283)  gehört.  In  Fig.  152  ist  ein  Stücic 
einer  solchen  Fläche  abgebildet.  Daselbst  wurde  zuerst  die  Axe 
der  Schraubenlinie  angenommen,  die  Qanghohe  in  zwölf  gleiche 
Teile  geteilt  und  die  Schraubenlinie  wie  bekannt  construiert. 
Seitwärts  von  der  Zeichnung  wurde  die  halbe  Basis  des  Kreis- 
cylinders,  auf  welchem  die  Schraubenlinie  liegt^  rectificiert  (1124), 
und  der  Neigungswinkel  a  aller  Schraubenlinien-Tangenten  mit  der 
Bildebene  I  ermittelt  (1216).  Alle  Kreisebenen  stehen  aber  auf  den 
entsprechenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  senkrecht ,  folglich 
schliessen  alle  Kreisebenen  den  Winkel  90®  —  a  mit  der  Hori- 
zontalebene ein.  Es  werden  sonach  die  ersten  Bilder  des  Kreises 
in  seinen  verschiedenen  Stellungen  congruente  Ellipsen,  deren 
grosse  Axen  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die 
Grösse  der  halben  kleinen  Axe  ergibt  sich,  wenn  der  Kreisradius 
r  unter  dem  Winkel  90®  —  a  gegen  die  Bildebene  I  gestellt  wird. 

Sucht  man  in  jeder  Stellung  des  Kreises  in  der  Bildebene  II 
das  Bild  des  horizontalen  und  des  zu  ihm  senkrechten  Durch- 
messers, so  kann  man  jederzeit  leicht  aus  den  Bildern  dieser 
zwei  conjugierten  Kreisdurchmesser  das  zweite  Bild  der  Ellipse 
herstellen. 

Sind  eine  genügende  Anzahl  von  Kreisen  abgebildet,  so 
zieht  man  in  jeder  Bildebene  eine  die  Kreisbilder  entsprechend 
umhüllende  Curve,  um  die  Contour  der  Bilder  darzustellen. 

Im  zweiten  Bilde  sieht  man  noch  eine  Curve,  welche  die 
einen  Endpunkte  aller  zur  Bildaxe  parallelen  Ellipsendurchmesser 
verbindet;  sie  ist  das  zweite  Bild  der  ersten  Flächen  -  Contour^ 
deren  erstes  Bild  die  äussere  Contour  des  ersten  Flächenbildes  gibt 

Die  Serpentine  schneidet  die  Bildebene  I  in  einer  Curve, 
deren  Punkte  durch  die  Schnitte  der  einzelnen  Kreise  mit  der 
Sildebene  I  bestimmt  werden* 
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Bei  der  Ausführung  dieser  Zeichnung  ist  dem  Lernenden 
die  grösste  Genauigkeit  zu  empfehlen;  namentlich  bemühe  er 
sich  nur  die  nothwendigsten  Linien  zu  ziehen.  Eine  schon  früher 
erworbene  Fertigkeit  im  Zeichnen  der  Ellipsen  wird  ihm  hier 
wesentliche  Dienste  leisten. 

1285.  Wie  construiert  man  in  irgend  einem  Punkte 
M^M^  (Fig.  152)  einer  Formlinie  eine  Berührungs- 
ebene ? 

Nach  (1281,  a)  wird  die  projectivische  Fläche  längs  der 
durch  M  gehenden  Formlinie  von  einer  Stralenfläche  (hier  eine 
senkrechte  Kreiscylinderf^lche)  berührt.  Legt  man  daher  in  M 
eine  Berührungsebene  an  die  erwähnte  Stralenfläche  (also  eine 
Ebene  senkrecht  auf  die  Gerade  MiO^y  M2O2) ,  so  berührt  sie 
auch  die  projectivische  Fläche. 

1286.  Es  ist  von  einem  Punkte  Pder  Serpentine  das 
zweite  Bild  P2  gegeben,  und  es  sei  vorausgesetzt, 
dass  P  dem  Auge  II  sichtbar  sei.  Wo  liegt  P^  ? 

Man  zieht  durch  P^  irgend  eine  Linie  (in  Fig.  152  eine 
Gerade)  und  setzt  voraus,  dass  sie  das  Bild  einer  auf  der  Fläche 
liegenden  Linie  sei.  Sucht  man  von  den  Schnittpunkten  mit  den 
zweiten  Bildern  der  Formlinien  die  zugeordneten  ersten  Bilder, 
60  ergibt  sich  durch  diese  Punkte  eine  Curvc  in  der  Bildebene  I, 
welche  von  der  durch  P^  gehenden  Ordinale  in  den  Punkten  P,  Pj ' 
geschnitten  wird.  Nur  P,  entspricht  der  Aufgabe. 

1287.  Um  den  Schnitt  einer  Geraden  PiPa  (^^g- 'I^^)  °^i^ 
der  Serpentine  zu  finden,  sucht  man  zu  p  eine  Decklinie,  z.  B. 
eine  Zweier-Decklinie.  Ihr  erstes  Bild  schneidet  pi  in  den  Punkten 
PiRij  folglich  sind  PiP^i  i2,  Ä,  die  Bilder  der  Schnitte  vonp 
mit  der  Serpentine. 

Da  P2  ganz  oberhalb  des  zweiten  Bildes  der  ersten  Flächen- 
contour  liegt^  so  kann  das  erste  Bild  der  zups  gehörenden  Deck- 
linie die  Contour  des  ersten  Bildes  weder  berühren  noch  durch- 
schneiden. 

1288.  Aufweiche  nicht  projectivische  Art  lässt 
sich  die  Serpentine  noch  erzeugen? 

a)  Durch  Drehung  und  Verschiebung  des  Kreises, 

h)  durch  Weiterbewegung  einer  Kugel. 

ad  ä)  Stellt  man  den  Kreis  senkrecht  zur  Schraubenlinie, 
wie  dies  für  Fig.  152  vorausgesetzt  wurde,  und  dreht  den  Kreis 
unendlich  wenig  um  die  verticale  Axe  Z ,  qo   beschreiben   alle 
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Punkte  des  Kreises  unendlich  kleine  Bögen  in  Parallelkreisen 
(802),  deren  Längen  ihren  Abstanden  von  der  Drehungsaxe  Z 
proportional  sind.  Durch  diese  Drehung  ist  aber  das  Elreiscentrum 
aus  der  Schraubenlinie  gekommen.  Man  verschiebe  daher  den 
Kreis  parallel  zur  Axe  Z  so  lange,  bis  das  Kreiscentrum  wieder 
in  die  Schraubenlinie  gelangt,  alsdann  befindet  sich  der  Kreis  in 
derjenigen  Lage ,  welche  er  Behufs  der  Flächenerzeugung  ein- 
nehmen soll. 

Bei  der  Verschiebung  beschreiben  alle  Kreispunkte  gleich 
lange  zur  Axe  Z  parallele  Wege.  Jeder  Kreispunkt  erzeugt  ein 
unendlich  kleines  rechtwinkeliges  Dreieck;  alle  Dreiecke  haben 
gleiche  und  parallele  Höhen,  aber  ungleiche,  im  Allgemeinen 
nicht  parallele  Grundlinien  (Elemente  der  Parallelkreise);  die 
Hypothenusen  sind  Linienelemente  der  Serpentine  und  schliessen 
offenbar  umso  kleinere  Winkel  mit  der  Bildebene  I  ein,  je  weiter 
sie  von  Z  entfernt  sind. 

Da  alle  Punkte  des  Kreises  sich  um  gleiche  Winkel  drehen 
und  bei  gleichen  Drehungswinkeln  um  gleichviel  parallel  zur 
Axe  Z  weiterschreiten,  so  folgt,  dass  alle  Punkte  der  Kreislinie, 
oder  überhaupt  der  Kreisebene ,  Schraubenlinien  von  einerlei 
Ganghöhe  beschreiben. 

Es  ist  also  jede  Linie  auf  der  Serpentine,  deren  erstes  Bild 
ein  mit  der  Axe  Z  concentrischer  Kreis  ist,  eine  Schraubenlinie. 

ad  b)  Bewegt  sich  eine  Kugel  mit  unveränderlichem  Ra- 
dius r  mit  ihrem  Centrum  in  einer  Schraubenlinie  weiter,  so  ist 
die  Fläche,  welche  alle  Lagen  der  Kugel  umhüllt,  die  Serpen- 
tine. Je  zwei  aufeinander  folgende  Kugeln  schneiden  sich  in  einem 
nahezu  grössten  Kreise,  welcher  ebenfalls  auf  der  Schrauben- 
linie senkrecht  steht,  und  einer  jener  Kreise  ist,  mit  welchen  auf 
projectivische  Art  die  Fläche  erzeugt  wurde. 

1289.  Wenn  eine  Fläche  (wie  eben  die  Kugel)  stetig  sich 
weiter  bewegt,  so  wird  die  alle  Lagen  gemeinsam  umhüllende 
Fläche  eine  Umhüllungsfläche  genannt.  Die  Durchschnitts- 
linie zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  der  erzeugen- 
den Fläche  bezeichnet  man  als  eine  Charakteristik  der  Um- 
hüllungsfläche. 

Die  Serpentine  in  Fig.  152  ist  eine  Umhüllungsfläche  für 
Kugeln;  die  zur  Schraubenlinie  senkrechten  ELreise  sind  deren 
Charakteristiken.  Jede  entwickelbare  Fläche  ist  eine 
Umhüllungsfläche  für  Ebenen. 
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1290.  Jede  Umhällungsfläche  wird  von  der  erzeugenden 
Fläche  längs  einer  Charakteristik  berührt,  d.  h.  das  unendlich 
schmale  Flächenelement,  welches  sich  längs  einer  Charakteristik 
erstreckt)  liegt  sowol  auf  der  erzengenden,  als  auch  auf  der  Um- 
hüllungsfläche. (Die  in  Fig.  1Ö2  längs  den  Formlinien  sich  er- 
streckenden Formelemente  liegen  demnach  immer  auch  auf  einer 
erzeugenden  Kugel.) 

1291.  Vermag  man  in  irgend  einem  Punkte  der  Charakte- 
ristik einer  Umhüllungsfläche  an  die  erzeugende  Fläche  eine  Be- 
rührungsebene zu  legen,  so  ist  dieselbe  auch  eine  Berilhrungs- 
ebene  der  Umhüllungsfläche.  Ist  in  Fig.  152  o^  o^  der  Mittelpunkt 
der  beschreibenden  Kugel,  M^M^  ein  Punkt  der  Charakteristik, 
so  ist  die  in  M^  M2  an  die  Kagel  gelegte  Berührungsebene  auf 
dem  Radius  oM  senkrecht.  Also  ist  die  durch  M^  M^  gehende 
Berührungsebene  der  UmhüUungsfläche  auf  0  M  senkrecht  (1285). 

Allsemeine  Bemerkungen  über  perspectivische  Flächen. 

§.  62. 

1292.  Welche  projectivischen  Flächen  werden 
pcrspectivische  Flächen  genannt? 

Wenn  alle  Formlinien  einer  projectivischen  Fläche  zu  ein- 
ander perspectivisch  liegen,  d.  h.  wenn  jede  Formlinie  durch  eine 
directe  Projection  aus  jeder  anderen  Formlinie  gefunden 
werden  kann. 

1293.  Welche  Lagen  müssen  die  Formebenen  er- 
halten,  damit  alle  Formlinien  untereinander  perspec- 
tiv! seh  liegen  ? 

Sie  müssen  sich  sämmtlich  in  einer  einzigen  geraden  Linie 
schneiden,  welche  wir  als  Formaxe  /  bezeichnen.  Denn  wenn 
sich  die  Fbenen  EE'E** .  .  •  alle  in  /  schneiden  und  man  pro- 
jiciert  E  aus  einem  Scheitel  S  auf  E%  so  ist  /  die  Begegnungs- 
gerade für  die  pcrspectivische  Lage  beider  Ebenen.  Wird  E' 
aus  einem  anderen  Scheitel  S*  auf  die  Ebene  E*'  projiciert,  so 
ist  wieder  /  die  Begegnungsgerade  für  die  pcrspectivische  Lage 
der  Ebenen  jB?  und  E'*  u.  s.  w.  Da  auf  diese  Art  die  Axe  / 
immer  sich  selbst  als  Projection  gibt,  und  weil  jede  Formebene 
aiif  jede  andere  Formebene  projectivisch  bezogen  ist  (1274),  so  folgt, 
dass  irgend  zwei  Formebenen  die  Formaxe  zur  Begegnungsgeraden 


haben,    dass  also  je   zwei  beliebige  Formebenen  per- 
spectivisch  liegen. 

1294.  Was  für  eine  Fläche  bilden  die  aus  einer 
beliebigen  Geraden  a  einer  Formebene  E  projeoti- 
visch  abgeleiten  Geraden  afa^'a'"...? 

Eine  Stralenfläche,  deren  Scheitel  in  der  Form- 
axe/liegt; denn  nach  (1293)  fallt  jeder  t^unkt  der  Formaxe 
/  mit  allen  seinen  verwandten  Punkten  in  den  Ebenen  JE' £"-©"'... 
zusammen,  also  muss  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  a  mit 
der  Axe  /  auch  jede  andere  zu  a  verwandte  Gerade  a^a'^ .  .  . 
gehen. 

1295.  Wenn  man  aus  irgend  einer  Formlinie  e 
eine  beliebige  perspectivische  Fläche  ableitet,  was 
fßr  eine  Fläche  bilden  alle  Tangenten,  deren  jede 
eine  Formlinie  berührt,  wenn  alle  Berührungspunkte 
in  einer  und  derselben  Seitenlinie  (1279)  liegen? 

Alle  Tangenten  sind  verwandte  Gerade,  folglich  bilden 
sie  zusammen  eine  Stralenfläche  (1294). 

Perspectivische  Flächen  werden  demnach  längs  einer  Seiten- 
linie immer  von  einer  Stralenfläche  berührt,  deren  Scheitel  in  der 
Formaxe  liegt 

1296.  Wann  werden  bei  einer  projectivischen, 
also  auch  bei  einer  perspectivischen  Fläche  die  Sei- 
tenlinien ebene  Gebilde? 

Wenn  die  Scheitellinie  S  (1278)  eine  Gerade  ist 
Denn  sind  AA'A^'A"' ...  und  BB'B''B'"  .  .  .  aufeinanderfol- 
gende  Punkte  zweier  Seitenlinien ,  so  sind  A'  und  B'  directe 
Projectionen  der  Punkte  A  und  B  der  Formebene  E  auf  die 
Ebene  E'  aus  einem  Punkte  iS  der  Scheitellinie  8\  ebenso  sind 
A"  und  B"  directe  Projectionen  der  Punkte  A'  und  B'  der  Form- 
ebene  E*  auf  die  Ebene  E*'  aus  einem  Scheitelpunkte  8'  u.  s.  f. 
Da  nun  AA'A*'A'*' . .  .  sowie  auch  BB'B"B**' ...  ein  ebenes 
Gebilde  sein  soll,  so  folgt,  dass  die  Geraden  AA'S^  A'A'^S\ 
A*'A"'S"  ...  in  der  Ebene  der  Seitenlinie  AA'A"...  sich  be- 
finden,  und  dass  demnach  die  Scheitellinie  SS'S"  ...  selbst  in 
der  Ebene  der  Seitenlinie  AA*  A"  .  .  .  liegen  muss.  Da  nun  auf  die- 
selbe Art  gefolgert  werden  kann,  dass  die  Scheitellinie  s=^SS' S'\.. 
auch  in  der  Ebene  der  Seitenlinie  BB'B*' .  . .  sich  befindet,  so 
ergibt  sich  hieraus,   dass  die  Scheitellinie  s  die  Durchschnitts- 
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gerade  der  Ebenen  ist,  in  welchen  die  Seitealinien  A  A*  A**  .  .  .> 
EBB" ...  liegen. 

1297.  Wieviele  SeiteDÜnien  einer  projectivischen, 
also  auch  einer  perspecti  vis  eben  Fläche  müssen  ebene 
Gebilde  sein,  auf  dass  alle  übrigen  Seitenlinien  gleich- 
falls ebene  Gebilde  werden? 

Sind  zwei  Seitenlinien  ebene  Gebilde,  so  sind  es  auch  alle 
übrigen,  und  die  Ebenen  sämmtlicher  Seitenlinien 
schneiden  sich  in  der  geraden  Scheitellinie.  Die  Rich- 
tigkeit dieser  Behauptung  folgt  aus  (1296). 

1298.  Welche  gegenseitige  Lage  haben  bei  einer 
perspectivischen  Fläche  mit  gerader  Scheitellinie 
die  ebenen  Seitenlinien? 

Jede  Seitenlinie  liegt  mit  jeder  anderen  perspecti visch. 

Beweis.  Es  seien  A  und  B  zwei  nebeneinander  liegende 
Punkte  einer  Formlinie  6,  so  ist  A  B  ein  Linienelement,  welches 
beiderseits  verlängert  eine  Berührungsgerade  a  an  die  Formlinie 
e  gibt.  Sind  A'A'*A'"  ...  und  B'B''B''' ...  die  aufeinanderfol- 
genden Punkte  der  durch  A  und  B  gehenden  Seitenlinien,  so 
sind  A'B%  A'*B",  A'" B"%  . . .  die  zxi  AB  verwandten  Linien- 
elemente, welche  verlängert  die  zu  a  verwandten  Beruhrungs- 
geraden  a'a**a*'* .  .  .  geben.  Da  aber  diese  Geraden  sich  sämmt- 
lich  in  einem  Punkte  F  der  Formaxe  /  schneiden  (1294),  so 
folgt,  dass  der  Punkt  B  eine  directe  Projection  des  Punktes  A, 
ebenso  B'  eine  directe  Projection  von  A*  ist,  u.  s.  w. ,  woraus 
sich  nun  ergibt,  dass  die  Seitenlinie  BB*B**B**^  .  ..  mit  der 
Seitenlinie  AA'A'*A"*..  .  perspectivisch  liegt. 

Ebenso  beweiset  man  auch,  dass  die  Seitenlinie  BB*  B** ,  .  , 
mit  der  nächstfolgenden  COO' . . .  in  perspectivischer  Lage  sich 
befindet. 

Weil  aber  alle  Seitenlinien  ebene  Gebilde  sind  (1296),  deren 
Ebenen  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schneiden 
(nämlich  in  der  geraden  ScheitelHnie  5),  so  folgt,  dass  nicht 
nur  ]e  zwei  benachbarte  Seitenlinien,  sondern  über- 
haupt je  zwei  Seitenlinien  perspectivisch  lieg  en. 

1299.  Wann  haben  bei  einer  perspectivischen 
Fläche  die  Seitenlinien  die  Eigenschaften  von  Form- 
linien ? 

Wenn  die  Scheitellinie  8  eine  Gerade  ist;  denn  dann  liegt 
jede  Seitenlinie  mit  jeder  anderen  Seitenlinie  perspectivbch  (1298). 
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Ist  demnach  die  Scheitellinie  einer  perspecti vischen  Fläche  eine 
Gerade ,  so  kann  man  auch  die  Scheitellinie  als  Formaxe,  und 
die  frühere  Formaxe  /  als  Scheitellinie  betrachten ,  wodarch  die 
früheren  Formlinien  nun  zu  Seitenlinien  und  umgekehrt  die  vori« 
gen  Seitenlinien  zu  Formlinien  werden. 

1300.  Wann  gibt  es  bei  einer  perspectiviachen 
Fläche  zwei  Systeme  von  ebenen  Linien,  deren  jede 
die  Berührungslinie  der  perspectivischen  Fläche  mit 
einer  Stralenfläche  ist? 

Immer  dann,  wenn  die  Scheitellinie  a  eine  Gerade  Ist.  Das 
eine  System  bilden  die  Formlinien,  das  andere  die  Seitenlinien 
(1298). 

1301.  Wodurch   lässt   sich    eine    perspectivische 
Fläche  am  leichtesten  bestimmen? 

Dm*ch  Form  und  Lage  einer  Formlinie,  einer  Seiten- 
linie und  durch  die  Angabo  der  Formaxe /und  der  Scheitellinie  9. 

1302.  Wie  construiert  man  zu  irgend  einem  Punkte 
einer  Seitenlinie  den  Scheitel  H  zu  der  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Formlinie? 

Zieht  man  im  gegebenen  Punkte  eine  Berührungsgerade  an 
die  Seitenlinie,  so  muss  diese  durch  den  zu  suchenden  Scheitel 
S  gehen ,  folglich  ist  ihr  Schnitt  mit  der  Scheitellinie  s  der  ge- 
suchte Scheitel. 

1303.  Wie  construiert  man  bei  einer  perspectivi- 
schen Fläche  zu  irgend  einem  Punkte  P  einer  Seiten- 
linie  die  durch  diesen  Punkt  P  gehende  Formlinie? 

Bei  einer  perspectivischen  Fläche  liegen  je  zwei  beliebige 
Formlinien  perspectivisch.  Man  suche  daher  ^  P  den  verwandten 
Punkt  (nennen  wir  ihn  Q)  in  einer  anderen  schon  bekannten 
Formlinie  (P  und  Q  liegen  in  derselben  Seitenlinie ,  wenn  P 
und  Q  verwandte  Punkte  sind),  und  ziehe  die  Gerade  PQ,  so 
muss  in  ihr  das  Centrum  S  der  perspectivischen  Lage  beider 
Formebenen  sich  befinden.  Aber  wo  ? 

a)  Ist  die  Scheitellinie  eine  Gerade  «,  so  liegt  /8  im  Schnitte 
von  P  Q  mit  8.  (Der  Lernende  versuche  den  Beweis  dieses  Satzes 
selbst  zu  fähren ;  es  zeigt  sich  dabei ,  dass  die  gerade  Scheitel- 
linie eine  Begegnungsgerade  in  perspectivisch  -  coUinearen  Ge- 
bilden wird.) 

b)  Liegen  die  Formlinien  perspectivisch-affin  oder  perspec- 
tivisch-congruent,  so  befindet  sich  «S  in  PQ  im  Unendlichen. 
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c)  Kennt  man  von  der  zu  suchenden  Formlinie  bereits  zwei 
auf  eine  andere  Art  ermittelte  Punkte  P  und  P',  und  ist  Q'  der 
zu  P'  verwandte  Punkt  (Q'  und  Q  müssen  in  einer  und  derselben 
Formlinie  liegen),  so  liegt  im  Durchschnitte  von  PQ  mit  P'  Q* 
das  gesuchte  Centrum  der  perspectivischcn  Lage. 

1304.  Liegen  zwei  ebene  Gebilde  im  Räume  perspectivisch, 
so  liegen  auch  ihre  Projectionen  perspectivisch ;  mithin  kann  man 
in  den  meisten  Fällen  die  Form-  und  Seitenlinien  perspectivischer 
Flächen  nach  den  Gesetzen  der  perspectivischcn  Collineation  (be- 
ziehungsweise perspectivischer  Affinität,  Aehnlichkeit  oder  Con- 
gruenz)  abbilden. 

1305.  Wie  construiert  man  das  Bild  des  Schnittes 
einer  Ebene  u  mit  einer  perspectivischcn  Fläche? 

a)  Weil  die  Formlinien  ebene  Linien  sind,  so  wird  man  die 
Schnittgerade  der  Ebene  u  mit  einer  Formebene  construieren ; 
wo  diese  Gerade  die  Formlinie  schneidet,  das  sind  Punkte  der 
gesuchten  Schnittcurve.  (Dieser  Fall  ist  in  (1013)  besprochen; 
die  eine  Fläche  F  ist  die  perspectivische  Fläche,  die  andere  P 
die  gegebene  Ebene.  Die  Fläche  P"  ist  jene  Ebene ,  welche  F 
in  der  Formlinie ,  die  gegebene  Ebene  aber  in  einer  Geraden 
schneidet.) 

b)  Sind  die  Seitenlinien  ebenfalls  ebene  Gebilde ,  so  kann 
man  in  derselben  Weise  wie  in  a)  auch  die  Schnitte  der  Seiten- 
linien mit  der  Ebene  u  construieren. 

Im  Uebrigen  gilt  (1007  oder  1010). 

1306.  Wie  construiert  man  in  einem  gegebenen 
Punkte  P  einer  perspectivischcn  Fläche  eine  Beruh- 
rungscbenc? 

a)  Man  construiert  an  die  Form-  und  an  die  Seitenlinie, 
welche  durch  diesen  Punkt  P  geht,  die  Tangenten  im  Punkte  P. 
Durch  beide  geht  die  Berührungsebene  (1025). 

h)  Man  kann  auch  im  Punkte  P  an  jene  Stralenfläche  eine 
Berührungsebene  legen,  welche  die  perspectivische  Fläche  in  der 
durch  P  gehenden  Formlinie,  oder,  wenn  ebene  Seitenlinien  vor- 
handen sind, 

c)  in  der  durch  P  gehenden  Seitenlinie  berührt.  Diese  Ebene 
berührt  auch  gleichzeitig  die  perspectivische  Fläche. 

1307.  Wie  contruiert  man  an  einer  perspectivi- 
schcn Fläche  für  einen  Punkt  L  den  Umriss  (1030)? 
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Mau  zieht  durch  den  Paukt  L  und  durch  den  Scheitel  einer 
Stralenfläche,   welche  die  perspectiyische  Fläche  in  einer  Form- 
Flg,  133,  oder  in  einer  Seitenlinie 

berührt,  eine  Gerade  p 
(1032) ,  sacht  ihren 
Schnitt  mit  der  Basiu  der 
Stralenfiäche  and  legt 
nach  (1066)  eine  Berüb- 
rungscbene  au  die  Stra- 
len^che.  Der  Berftfa  • 
rungaatral  durchBchnei- 
det  die  Form-  oder  Sei- 
tenlinie in  einem  Punkte 
des  gesuchten  UmrisseB. 
Wiederholt  man  für 
mehrere  her  ührendeStra- 
lenfläcben  dieses  Verfah- 
ren, so  gewinnt  man  biu- 
reicbend  viel  Punkte ,  um 
die  Projectionen  des  ge- 
sachten Umrisses  durch 
entsprechende  Verbin- 
dung der  durch  Construc 
tioQ  gefundenen  Punkte 
erhalten  zu  können. 

1308.     Wie    con- 

Btruiertman  denUm- 

risa    einer    perspec- 

tivischeD     Fläc  b  e, 

wenn   der   unendlich    ferne  Punkt  L  durch  eine  Bicb> 

tUDg  l  gegeben  ist? 

Man  zieht  durch  den  Scheitet  einer  Stralenfläohe ,  welche 
die  perspectiTiache  Fläche  längs  einer  Form-  oder  einer  Seiten- 
linie berührt,  eine  Gerade  p  parallel  zu  l  und  verfährt  im  Uebri- 
gen  wie  in  (1307). 

Ist  die  berührende  Stralenfläche  cylindriscb,  so  verfahrt  man 
nach  (1067,  b). 
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Eine  speeielle  perspectivische  Fläche  mit  anebenen  Seitenlinien 

und  unendlich  ferner  Formaxe. 

§.  63. 

1309.  Aufgabe.    Es  ist  eine  perspectivische  Fläche  untet 
folgenden  Bedingungen  herzustellen: 

a)  Alle  Formebenen  seien  untereinander  parallel; 

b)  die  gegebene  Formlinie  sei  ein  Kreis ; 

c)  der  Mittelpunkt  o  des  Kreises  beschreibe  als  Seitenlinie 
eine  Schraubenlinie,  deren  Axe  auf  den  Formebenen  senkrecht 
steht;  und 

d)  die  Scheitellinie  8  liege  im  Unendlichen. 
Auflösung.  Der  Finfachheit  wegen  nehme  man  (Fig.  153) 

alle  Pormebenen  horizontal ,  also  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  I  parallel  an,  und  zeichne  auf  bekannte  Art  die  Schrauben- 
linie 0^0^' .  .  .,  o^o'^02f  welche  der  Mittelpunkt  0^02  des  ge- 
gebenen Kreises  beschreibt.  Dieser  Kreis  wird  jedesmal  auf  die 
nächstfolgende  Formebene  projiciert,  und  zwar  parallel  mit  jener 
Tangente  an  die  Schraubenlinie,  die  man  durch  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  ziehen  kann ;  es  ergibt  sich  nun,  dass  die  Projection 
des  Kreises  in  jeder  Formebene  ein  Kreis  von  derselben  Grösse 
ist;  mithin  kann  man  den  Kreis  in  seinen  verschiedenen  Stellun- 
gen zeichnen,  wobei  sein  erstes  Bild  mit  ihm  congruent,  sein 
zweites  Bild  eine  zur  Bildaxe  parallele  Qerade  von  der  Länge 
eines  Durchmessers  wird. 

Der  höchste  Kreis ,  mit  welchem  die  gewundene  Fläche 
endet,  erscheint  im  ersten  Bilde  vollkommen  sichtbar  (er  wurde 
schraffiert),  während  jeder  tiefer  liegende  Kreis  teilweise  durch 
die  darüber  liegende  Fläche  gedeckt,  also  im  ersten  Bilde  zum 
Teil  gestrichelt  wird.  Der  höchste  und  tiefste  Kreis  in  Fig.  153 
decken  sich  vollständig,  mithin  kann  der  tiefste  Kreis  im  ersten 
Bilde  nicht  mehr  gestrichelt  werden. 

1310.  Was  für  eine  Seitenlinie  beschreibt  irgend 
ein  anderer  Punkt,  z.  B.  a^a^y  der  er  sten  Formebene  <^ 

Da  alle  Formebenen  zueinander  parallel  sind  und  jede  Form- 
linie auf  die  nächste  Formebene  durch  parallele  Stralen  projiciert 
wird,  so  folgt,  dass  alle  Punkte  der  Formebene  congruente 
Seitenlinien,  also  congruente  Schraubenlinien  in  paral- 
leler Lage  beschreiben. 
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Das  erste  Bild  der  durch  a^a2  gehenden  Seitenlinie  ist 
demnach  ein  Kreis  a,  a\  /l,  a,  von  derselben  Grösse,  wie  jener, 
auf  welchem  0|  liegt. 

Das  zweite  Bild  a^a'^A^  ist  congruent  mit  dem  durch  o^ 
gehenden  Bilde   der  Schraubenlinie  des  Mittelpunktes  0^02*} 

1311.  Wie  stellt  sich  die  erste  Contour  der 
Fläche    dar? 

Die  erste  Contour  der  Flache  ist  jene  Linie,  welche  dem 
projicierenden  Auge  I  die  ihm  sichtbare  Seite  der  Fläche  be- 
grenzt; folglich  ist  ihr  erstes  Bild  die  Contour* vom  ersten  Bilde 
der  Fläche.  Die  Contour  des  ersten  Flächenbildes  sind  zwei  con- 
centrische  Kreise  mit  dem  Centrum  Z|.  Sucht  man  zu  diesen 
Kreisen  die  zugeordneten  Punkte  im  zweiten  Bilde,  so  findet  man 
als  zweites  Bild  der  ersten  Flachencontour  die  Bilder  von  zwei 
Schraubenlinien,  welche  zwar  mit  den  Seitenlinien  einerlei  Gang- 
höhe besitzen,  sonst  aber  keine  Seitenlinien  sind. 

In  Fig.  153  wurde  im  zweiten  Bilde  jener  Flächenteil  schraf- 
fiert, welcher  dem  auf  die  Bildebene  I  senkrecht  sehenden  Auge 
unsichtbar  ist,  aber  von  dem  Auge  II  gesehen  wird. 

Der  nicht  schraffierte  Teil  des  zweiten  Bildes  ist  aus  beiden 
Prujectionscentren  I  und  II  sichtbar. 

1312.  Wie  gestalten  sich  die  Bilder  der  zweiten 
Flachencontour  ? 

Das  zweite  Bild  der  zweiten  Flachencontour  ist  die  Contour 
des  zweiten  Bildes  der  Fläche.  Wie  man  leicht  einsieht,  besteht 
die  zweite  Flachencontour  aus  zwei  Seitenlinien,  deren  jede  nach 
(1310)  im  ersten  Bilde  als  ein  Kreis  congruent  mit  jenem  er- 
scheint, auf  welchem  o,  o\  liegt. 

In  der  Bildebene  I  wurde  wieder  das  Bild  jenes  Teiles  der 
Fläche  schraffiert,  welcher  dem  projicierenden  Auge  II  unsicht- 
bar, hingegen  aber  dem  projicierenden  Auge  I  sichtbar  ist. 

Der  nicht  schraffierte  Teil  ist  das  Bild  jenes  Teiles  der  Fläche, 
welcher  beiden  projicierenden  Augen  sichtbar  ist. 

1313.  Wie  bestimmt  man  den  Schnitt  der  gewun- 
denen Fläche  F  (Fig.  153)  mit  einer  Ebene  u? 

Nach  (1305).  Um  diö  Kreise  mit  u  zum  Schnitt  zu  bringen, 
sucht  man  die  Schnittgerade  jeder  Kreisebene  mit  der  Ebene  u. 
Zu  diesem  Zwecke  wird  eine  Zweier  -  Spurparallelc  q^  q^  der 
Ebene  u  dargestellt.  Jede  Kreisebene  schneidet  q  in  einem  Punkte, 
dessen  zweites  Bild  in  q^  man   zuerst  findet;  durch  sein   erstes 


in 

Bild  geht  das  erste  Bild  des  Schnittes  beider  Ebenen ,  nämlich 
eine  zu  p,  parallele  Gerade.  Wo  diese  das  erste  Bild  des  Kreises, 
durch  welchen  die  Ebene  gelegt  wurde,  schneidet,  sind  die  ersten 
Rrojectionen  von  den  Schnitten  des  Kreises  mit  der  Ebene  t/. 

Würde  man  eine  Bildebene  III  senkrecht  zu  ü^  einfahren 
und  das  dritte  Bild  der  Fläche  suchen^  so  wflrde  sich  der  Schnitt 
der  Kreise,  sowie  auch  der  Seitenlinien  mit  der  Ebene  u  im 
dritten  Bilde  in  die  Nullseite  ü^  projicieren.  Aus  diesem  dritten 
Bilde  ergeben  sich  durch  Ordinalen  die  ersten  Bilder  der  Kreis- 
und  Seitenlinien-Schnittpunkte  und  aus  den  ersten  die  zweiten 
Bilder  ebenfalls  durch  Ordinalen  und  durch  die  aus  den  dritten 
Bildern  zu  entnehmenden  ersten  Ordinaten. 

Speeiclle  perspeeüvisehe  Flächen  mit  ebenen  Seitenlinien.    Begriff 
von  Fluchen  II.  Ordnung*    RotationsllJlchen.    Die  Rotations- 
ellipsoide, Paraboloide  mit  Hyperboloide. 

§.64. 

1314.  Man  soll  eine  perspe  ctiviäche  Fläche  unter 
folgenden  Bedingungen  orthogonal  oder  überhaupt 
durch  eine  Parallel -Projection  abbilden: 

a)  die  Formlinie  sei  eine  Parabel; 

h)  eine  gegebene  Seitenlinie  sei  abermals  eine 
Parabel,  deren  Durchmesser  mit  jener  der  Form- 
Parabel  parallel  sein  sollen; 

e)  die  Formaxe  liege  im  Unendlichen^  und 

d)  die  g  erade  Scheitellinie  liege  im  Unendlichen. 

ad  d)  Liegt  die  Form-Parabel  in  einer  gegebenen  Ebene  u 
und  kennt  man  einen  Durchmesser,  seinen  endlich  gelegenen 
Endpunkt,  die  durch  ihn  gehende  Tangente  und  noch  einen  Pe- 
riferiepunkt,  in  ihrer  Lage  gegen  eine  Spur  der  Ebene  Uj  z.  B. 
gegen  ü^^  so  kann  man  nach  (739)  die  Projectionen  dieser  Stücke 
in  jeder  Bildebene  bestimmen  und  dann  nach  Fig.  45  die  Bilder 
der  Parabel  construieren,  welche  wieder  Parabeln  sind. 

In  Fig.  154  wurde  nur  eine  Projection  gezeichnet  und  desshalb 
die  Zeiger  der  Buchstaben  weggelassen.  Daselbst  ist  A  C  ein  Para- 
beldurchmesser, AS  die  Tangente  iit  A  und  B  ein  Periferiepunkt. 

ad  b)  Die  Seitenlinie  DEF  liegt  in  einer  anderen  Ebene  Wy 
welche  die  Ebene  n  in  einer  zur  Axe  der  Form^  Parabel  paral- 
lelen Geraden  durchschneidet,  welche  ein  Durchmesser  der  Sei- 
tenlinie sein  muss.     Fnr  diese  sei  Es  die  Tangente  in  E^  und:F 
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ein  Periferiepunkt,  gegeben;  mithin  lässt  sich  die  Parabel  DEF 
eonstruieren. 

Pig,  154. 


C 


Fig.  155. 


ad  c)  Wenn  die  Formaxe  im  Unendlichen  liegt,  so    folgt^ 
dasB  alle  Formebenen  zu  einander  parallel  sind. 

ad  d)  In  der  geraden  Scheitellinie 
schneiden  sich  alle  Seitenebenen  (1297) 
und  weil  diese  Scheitellinie  im  Un- 
endlichen liegt  ^  so  sind  alle  Seiten- 
ebenen ebenfalls  zu  einander  parallel. 
1315.  Um  jene  Formlinie  bild- 
lich darzustellen,  welche  durch  irgend 
einen  Punkt  der  Seitenlinie  DEf\ 
z,  B.  durch  /"geht,  beachte  man  (1304). 
Es  liegen  je  zwei  Formlinien  perspec- 
tivisch-congruent ,  also  auch  ihre  or- 
thogonalen (oder  schiefen)  Projectio- 
nen.  Nun  sind  jene  Punkte  zweier 
Formlinien  verwandt,  welche  in  der* 
selben  Seitenlinie  liegen ,  also  ist  in 
Fig.  164  der  Punkt  E  mit  F  verwandt,  folglich  lässt  sich  die  obere 
durch  F  gehende  Parabel  nach  §.  9  construieren. 

Auf  dieselbe  Art  wurden  noch  weitere  drei  Formlioien  ab- 
gebildet. 
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Eine  Linie,  welche  die  Bilder  aller  Formlinien  berührt,  gibt 
die  Contoor  des  Bildes  der  Fläche. 

1316.  Nach  (1299)  sind  die  Seitenlinien  genau  so  wie  Form- 
linien zu  l>ehandelo,  Ihre  Lage  ist  eine  perspectivisch-congruente, 
folglich  lassen  sich  nach  §.  9  noch  beliebig  viele  Bilder  von 
Seitenlinien  darstellen.  Dabei  sind  immer  je  zwei  Punkte  zweier 
Seitenlinien  verwandt,  welche  in  derselben  Formlinie  liegen.  Für 
die  durch  B  gehende  Seitenlinie  ist  B  mit  dem  Punkte  E  der 
Seitenlinie  DJEF  verwandt,  folglich  ist  EB  die  Richtung  der 
congruent-projicierenden  Stralen. 

1317.  Es  soll  durch  die  Raumpunkte  FHJ  der  in 
Fig.  154  abgebildeten  Fläche  eine  Ebene  v  gelegt,  und 
ihr  Schnitt  mit  der  Fläche  projiciert  werden* 

Das  Bild  des  Schnittes  der  Ebene  v  mit  der  oberen  Form- 
ebene ist  die  Qerade  FH,  also  sind  die  Schnitte  von  t;  mit  den 
anderen  Formebenen  zu  FH  parallel;  folglich  bt  L  ein  Punkt 
vom  Bilde  des  Schnittes ,  weil  JL  mit  FH  parallel  läuft  und 
J  ein  Punkt  der  Fläche  ist. 

Die  Formebenen  schneiden  jede  Seitenebene  in  Parabel- 
durchmessern (1314,  6),  wodurch  sich  in  HL  Punkte  wie  o  und 
b  ergeben.  Nun  liegt  aber  die  Gerade  HL  in  der  Ebene  Vy  folg- 
lich auch  die  Punkte  o  und  L  Werden  nun  durch  o  und  b  zu 
FH  parallele  Qerade  gezogen,  so  schneiden  diese  die  Parabeln 
in  Punkten,  welche  in  der  Ebene  v  liegen  und  entsprechend  ver- 
bunden, den  Schnitt  FJ HL  der  Ebene  v  mit  der  Fläche  liefern. 

1318.  Auf  dieselbe  Art,  wie  in  (1317)  Punkte  der  Schnitt- 
curve  der  Ebene  t;  mit  der  perspectivischen  Fläche  mittels  der 
Formlinien  abgebildet  wurden ,  kann  man  sie  auch  mittels  der 
Seitenlinien  abbilden ;  denn  zieht  man  in  Fig.  154  durch  den  Punkt 
Peiner  Seitenlinie  VR  einen  Parabeldurchmesser,  bis  er  HF  in  p 
schneidet,  so  ist  durch  p  nur  eine  Parallele  zu  HL  {HL  ist  das 
Bild  des  Durchschnittes  der  Ebene  t;  mit  der  Seitenebene  HOLQ) 
zu  ziehen,  welche  die  Seitenlinien  PR  sofort  in  zwei  Punkten  Q 
und  Q'  schneidet,  welche  dem  Bilde  der  Schnittcurve  zwischen 
der  Fläche  und  der  Ebene  v  angehören. 

1319.  Es  ist  eine  perspectivische  Fläche  (Fig.  155) 
unter  nachstehenden  Voraussetzungen  durch  Parallel- 
Projectionen  abzubilden: 

a)  die  Formlinie  sei  eine  Ellipse  ab; 
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b)  die  gegebene  Seitenlinie  sei  eine  Hyperbel, 
von  welcher  ein  Af^t  aAb  mit  der  Ellipse  einen  Durch- 
messer ab  gemein  haben  soll; 

c)  die  Formaxe  liege  im  Unendlichen  und 

d)  die  gerade  Scheitellinie  sei  der  zar  Sehnenrich- 
tung ab  conjugierte  Durchmesser  oO  der  Hyperbel. 

Auflösung.  Man  zeichne  mit  Hilfe  einer  Umlegung  (739) 
die  Projectionen  der  in  einer  gegebenen  Ebene  u  liegenden  Form- 
ellipse,  und  gleichwol  auch  die  Projectionen  der  als  Seitenlinie 
gegebenen  in  einer  anderen  Ebene  to  liegenden  Hyperbel  den 
gegebenen  Bedingungen  gemäss. 

Da  jede  Formlinie  mit  jeder  anderen  Formlinie  sowol  im 
Räume  als  auch  im  orthogonalen  oder  schiefen  Bilde  perspecti- 
visch  ähnlich  liegt,  so  kann  man  in  jeder  Bildebene  unabhängig 
von  einer  zugeordneten  Bildebene  nach  dem  Principe  der  per- 
spectivischen  Aehnlichkeit  (§.  10)  noch  eine  beliebige  Anzahl  von 
Formlinien-Bildem  construieren. 

Weil  ferner  jede  Seitenlinie  mit  jeder  anderen  sowol  im 
Räume  als  auch  im  orthogonalen  oder  schiefen  Bilde  perspec- 
tivisch  affin  liegt ,  wobei  die  gerade  Scheitellinie ,  beziehungs- 
weise ihr  Bild,  als  Begegnungsgerade  dient,  so  lassen  sich  nach 
dem  Principe  der  perspectivischen  Affinität  auch  die  Bilder 
von  einer  beliebigen  Menge  von  fSeitenlinien  (Hyperbeln)  bestim- 
men. Die  Qesammtheit  der  Bilder  aller  Form-  und  Seitenlinien, 
mit  Inbegriff  der  alle  diese  Bilder  umhüllenden  Contour,  gibt  ein 
Bild  der  verlangten  Fläche. 

In  Fig.  155  wurde  von  der  aus  zwei  getrennten  Flächen- 
ästen (jeder  Flächenast  entsteht  aus  einem  Aste  der  als  Seiten- 
linie gegebenen  Hyperbel)  bestehenden  Fläche  nur  ein  Flächen- 
ast gezeichnet  0  ist^er  Mittelpunkt  aller  Hyperbeln,  A  deren 
Schnitt  mit  der  Begegnungsgeraden  (gerade  Scheitellinie),  welche 
ab  halbiert. 

1320.  Wie  entstehen  perspectivische  Flächen,  in 
welchen  jede  Formlinie  auch  mit  jeder  Seitenlinie 
perspectivisch  liegt? 

Wir  denken  uns  eine  beliebige  Linie  H.  Ordnung  e  als  ge- 
gebene Formlinie  mit  einer  in  der  Ebene  e  liegenden  beliebigen 
Geraden  p  als  Formaxe,  welcher  für  die  Curve  e  ein  gewisser 
Punkt  P  als  Pol  entsprechen  wird  (363;. 
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Darch  P  ziehe  man  eine  beliebige  gerade  Scheitellinie  s, 
welche  aber  nicht  in  der  Ebene  e  liegen  darf,  und  lege  durch  8 
eine  beliebige  Ebene  u,  welche  die  Linie  e  in  einer  Sehne  a6, 
die  Gerade  p  aber  in  einem  Punkte  Q  schneidet.  Construiert  man 
in  der  Ebene  t«  wieder  irgend  eine  Linie  t«  der  IL  Ordnung,  für 
welche  aber  Q  der  Pol;  8  die  Polare  und  ab  eine  Sehne  ist  (443), 
so  kann  man  die  Linie  u  zur  Seitenlinie  einer  perspectivischen 
Fläche  wählen,  in  welcher  p  die  Formaxe,  e  eine  Formlinie  und 
8  die  gerade  Scheitellinie  ist.  In  dieser  perspectivischen  Fläche 
liegt  jede  Seitenlinie  mit  jeder  Formlinie  perspectivisch  (?). 

1321.  Eingehendere  Untersuchungen  zeigen,  dass  jeder 
ebene  Schnitt  einer  solchen  Fläche  eine  Linie  IL  Ordnung  ist, 
(zu  welchen  auch  gerade  Linien  als  Specialitäten  von  Parabeln 
und  Hyperbeln  gehören),  und  dass  jede  dieser  Flächen  auf  un- 
endlich viele  der  in  (1320)  beschriebenen  Arten  entstehen  kann. 

Weil  nun  derartige  Flächengebilde  von  einer  Geraden  nicht 
in  mehr  als  in  zwei  Punkten  geschnitten  werden  können,  so  sind 
sie  als  Flächen  II.  Ordnung  zu  bezeichnen. 

Die  Flächen  U.  Ordnung  zerfallen  in  windschiefe  Flächen 
(einmantelige  Hyperboloide  und  windschiefe  Paraboloide),  in  Cnr- 
venflächen  (EUipsoide  mit  Inbegriff  der  Kugel,  elliptische  Para- 
boloide und  zweimantelige  Hyperboloide)  und  in  Eegelflächen, 
welche  als  Qrenzfälle  der  ein-  oder  zweimanteligen  Hyperboloide 
zu  betrachten  sind. 

1322.  Aufgabe.  Der  Lernende  wolle  diese  Flächen  (1320) 
unter  der  Voraussetzung  construieren,  dass  alle  Formebenen  pa- 
rallel werden  und  die  gerade  Scheitellinie  im  Mittelpunkte  der 
Formlinie  auf  der  Formebene  senkrecht  stehe: 

a)  Die  gegebene  Formlinie  sowol  wie  die  gegebene  Seiten- 
linie sei  eine  Ellipse  (Ellipsoid) ; 

b)  die  Formlinie  eine  Ellipse ,  die  Seitenlinie  eine  Hyper- 
bel (ein-  oder  zweimanteliges  Hyperboloid) ; 

c)  die  Formlinie  eine  Ellipse,  die  Seitenlinie  eine  Parabel 
(elliptisches  Paraboloid); 

d)  die  Formlinie  eine  Parabel,  die  Seitenlinie  eine  Parabel 
(ein  elliptisches  oder  ein  windschiefes  Paraboloid). 

1323.  Welche  perspectivischen  Flächen  nennt  man 
Rotationsflächen? 

Sind  bei  einer  perspectivischen  Fläche  alle  Formlinien  unterein- 
ander congruent  (1283),  alle  Seitenlinien  aber  Kreise  i  deren  Ebenen 
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auf  der  cadlicli  gelegenen  Kormaxe  senkrecht  stehen  and  ihre 
Centra  in  der  Formaze  haben,  dann  nennt  man  diese  Flächen 
Rotations-  oder  Drehangsflächcn,  weil  man  sie  auch  durch 
Drehung  einer  Formlinie  um  die  Formaxe  erzeugen  kann.  Die 
Formaxe  bezeichnet  man  als  Rotationsaxe,  die  Formlinien  als 
Meridiane  und  die  Seitenlinien  als  Parallelkreise. 

/         F'     i^ß  ^°  ^^^*  ^^  steht  die  Ro- 

tationsaxeZ,  Z,  auf  der  Bild- 
ebene I  senkrecht,  der  mit 
der  Bildebene  II  parallele 
Meridian  projiciert  sich  auf 
derselben  in  wahrer  Gestalt 

a,  &2  ^  ^2  ^s/s  921  welche  Li- 
nie zugleich  als  die  eine 
Hälfte  der  zweiten  Bildcon- 
tour  sich  ergibt  In  der  er- 
sten Bildebene  erhält  man 
die  Projectionen  der  Paral- 
lelkreise als  Ki*eise. 

o 

1324.  Ist  ü^  irgend  eine 
Meridianebene     (welche 
durch    die  Rotationsaxe   Z 
geht);  so  muss  die  in  ihr  lie- 
gende Meridianlinie  mit  der 
gegebenen     congruent  sein 
(1323)    und    perspectivisch 
liegen,    folglich    wird    die 
Richtung,   in  welcher  man 
die  gegebene  Meridianlinie 
auf  die  Ebene  u  congruent 
projiciert,  mit  beiden  Meridianebenen  gleiche  Winkel  einschliessen 
und  zu  den  Parallelkreisebenen  parallel  sein  müssen. 

Die  orthogonalen  oder  schiefen  Abbildungen  aller  Meridiane 
liegen  perspectivisch  affin,  jene  der  Parallelkreise  perspectivisch 
ähnlich;  man  kann  daher,  wie  dies  schon  bei  anderen  perspecti- 
vischen  Flächen  gezeigt  wurde,  Meridiane  und  Parallelkreise  nach 
den  Gesetzen  der  perspectivischen  Affinität  und  Aehnlichkeit  ab- 
bilden. 

Die  Herstellung  der  Fig.  156  ist  so  einfach,  dass  sie  von 
dem  aufmerksam  Lernenden  ohne  Anstand  getroffen  werden  kann« 
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1325.  Aufgabe.  Der  Lernende  wolle  die  in  Fig.  156  ge- 
zeichnete Rotationsfläche  so  darstellen,  dass  die  Rotationsaxe 
Z  gegen  die  Bildebene  I  unter  einem  Winkel  von  60®  und  gegen 
die  Bildebene  II  unter  20®  geneigt  ist  {Z  soll  von  unten  nach 
aufwärts  rechts  gehen  und  sich  von  der  Bildebene  II  entfernen). 
Der  tiefste  (in  der  Figur  zugleich  auch  der  grösste)  Parallelkreis 
soll  die  Bildebene  I  berühren. 

Auflösung.  Nach  (815)  wird  Z^Z^  aufgesucht.  Alsdann 
legt  man  durch  Z^  eine  Bildebene  IQ  senkrecht  auf  I  und  sucht 
Z3.  Im  Abstände  von  Z^aj  zieht  man  unterhalb  Z,  (der  Bild- 
ebene I  zugewendet)  eine  Parallele  zu  Z%^  bis  sie  Z|  trifft.  Durch 
diesen  Punkt  geht  der  unterste  Parallelkreis,  dessen  drittes  Bild 
eine  zu  Z,  senkrechte  Gerade  ist.  Ueber  dieser  Geraden  wird  der 
Meridian  mit  Z,  als  Sjmmetrieaxe  genau  so  verzeichnet ,  wie  er 
in  Fig.  156  über  a,  a\  mit  Z,  als  Symmetrieaxe  verzeichnet  wurde. 

Denkt  man  sich  durch  Z,  eine  Meridianebene  senkrecht 
zur  Bildebene  III  geführt,  so  liegen  in  ihr  diejenigen  Durch- 
messer aller  Parallelkreise,  welche  zur  Bildebene  I  parallel  werden 
(weil  sie  auf  der  Bildebene  UI  senkrecht  stehen)^  folglich  er- 
scheinen sie  in  ihren  ersten  Bildern  in  wahrer  Länge.  Auf 
diese  Art  erhält  man  von  einem  Meridiane  (einer  Formlinie)  ein 
erstes  Bild. 

Sucht  man  zu  einem  dieser  horizontalen  Parallelkreis-Durch- 
messer das  erste  Bild  des  zu  ihm  senkrechten  Durchmessers 
(dieses  erste  Bild  muss  in  die  Gerade  Z,  fallen),  so  hat  man  von 
dem  ersten  Bilde  eines  Parallelkreises  die  grosse  und  kleine  Axe 
der  Ellipse  gefunden,  und  nun  kann  man  entweder  auf  dieselbe 
Art  die  ersten  Bilder  mehrerer  Parallelkreise  construieren,  oder 
auch  wie  in  Fig.  155  verfahren. 

Aus  dem  ersten  und  dritten  Bilde  ergibt  sich  auch  das 
zweite. 

Die  Contouren  der  Bilder  ergeben  sich  als  Umhnllungslinien 
der  gezeichneten  Form-  und  Seitenlinien. 

1326.  Aufgabe.  Man  soll  den  Schnitt  einer  Ebene 
u  mit  einer  Rotationsfläche  abbilden. 

In  Fig.  157  wurde  in  der  Bildebene  I  eine  zur  Bildebene  II 
senkrechte  Rotationsaxe  Z^  angenommen  und  der  in  der  Bild- 
ebene I  liegende  Meridian  a^^^  gezeichnet.  Die  Rotationsfläche 
soll  auf  einer  geneigten  Ebene  ti,  (welche  durch  12,  und  'PxVi 
gegeben  ist)  aufstehen.   Die  Projectionen  der  Schnittlinie  wurden 
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nach  (1305,  b)  bestimmt;  dabei  ist  a'^Jj  das  zweite  Bild  der  Ge- 
raden, welche  als  Durchschnitt  der  Ebene  u  mit  der  Ebene  des 
Parallelkreises  vom  Punkte  a,  a^  entsteht ,  mithin  beginnt  das 
zweite  Bild  der  Schnittcurve  in  ft'j. 

Der  Schnitt  von  u  mit  der  Parallelkreisebene  eines  anderen 
Punktes  c,  c^  projiciert  sich  im  zweiten  Bilde  in  einer  durch  d^ 
zu  a'a  62  parallelen  Geraden,  welche  das  zweite  Bild  des  Parallel- 
kreises  c  in  e^  schneidet. 

Fig.  157. 

PifiT-  158. 


^      Nachdem  der  ganze  Schnitt  gefunden ,  wurde  die  Ebene  u 
mit  horizontalen  Linien  schraffiert. 

Ausser  diesem  Schnitte  wurde  noch  ein  zweiter  Schnitt  mit 
einer  Ebene  w  (gegeben  durch  q,  q^,  r,  r,  parallel  zur  Bildebene  II) 
construiert  und  im  zweiten  Bild  die  Schnittfläche  der  Ebene  w 
mit  dem  Rotationskörper  schraffiert. 

Da  von  der  Ebene  w  die  erste  Spur  nicht  benützt  werden 
sollte,  so  wurde  eine  Einser-Spurparallele  «,  s^  angenommen.  Die 
Parallelkreisebene  durch  c,  schneidet  s  im  Punkte /,/j,  und  durch 
/a  geht  zu  q^  eine  Parallele,  welche  das  zweite  Bild  des  Schnittes 
der  Ebene  w  mit  der  Parallelkreisebene  von  c  ist  Der  Punkt  ^a 
gehört  dem  zweiten  Bilde  der  Schnittcurve  an. 

Die  ersten  Bilder  der  beiden  Schnittcurven  sowie  das  erste 
Bild  der  Rotationsfläche  wurden  nicht  gezeichnet. 
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1327.  Aufgabe.  Es  soll  eine  beliebige  ebene  oder  unebene  ' 
Linie  l  um  eine  Gerade  Z  gedreht  und  die  von  l  beBchriebene 
Rotationsfläche  abgebildet  werden. 

Auflosung.  Teilt  man  die  volle  Umdrehung  von  360® 
etwa  in  8  oder  12  gleiche  Winkel  a,  so  kann  man  die  gegebene 
Linie  l  zuerst  um  a,  dann  um  2a,  3a  u,  s.  w.  drehen  und  die 
verschiedenen  Lagen  von  l  nach  Art  der  Fig.  106  darstellen.  Die 
Gesammtheit  aller  l  gibt  ein  Bild  der  Fläche. 

1328.  Alle  durch  die  Rotationsaxe  gelegten  Ebenen  schneiden 
die  Fläche  in  Meridianen  oder  congruenten  Formlinien. 

1329.  Dreht  sich  eine  Gerade  l  um  eine  Gerade  Z,  so  ent- 
steht entweder  eine  senkrechte  Ejreiskegelfläche,  wenn  l  und  Z  in 
einer  Ebene  liegen,  oder  es  entsteht  ein  windschiefes  Hyperboloid 
(Rotations-Hyperboloid),  wenn  l  und  Z  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Der  Lernende  wolle  dasselbe  in  orthogonaler  Projection  dar- 
stellen, wenn  Z  auf  einer  Bildebene  senkrecht  steht.  In  der  zu- 
geordneten Bildebene  ist  die  Contour  des  Bildes  eine  Hyperbel, 
deren  Asymptoten  die  Projectionen  von  l  sind,  wenn  l  zur  Bild- 
ebene parallel  geworden  ist. 

1330.  Dreht  man  eine  Ellipse,  eine  Parabel  oder  eine  Hyper- 
bel um  ihre  Axen,  so  entdtehen  Rotations-EUipsoide,  Paraboloide, 
Hyperboloide.  Enthält  letzteres  nur  einen  Flächenast,  so  ist  es 
das  windschiefe  Rotations-Hyperboloid  (1329). 

Einige  Constractions-Aafgaben  an  and  mit  der  Kogel.    Contonr- 

Uebergangspunkte  an  Rotationsflächen. 

§.  65. 

1331.  Man  soll  eine  Kugel  auf  der  Bildebene  U  or- 
thogonal abbilden.  Ausser  der  Eugelcontour  ist  ein 
Durchmesser  ab  zu  zeichnen,  welcher  in  einer  zU|y^2 
senkrechten  Ordinatenebene  liegt,  und  mit  der  Bild- 
ebene n  einen  gegeben  Winkel  a  einschliesst. 

Jede  orthogonale  Projection  einer  Kugel  erscheint  im  Um- 
riss  gleich  einem  grössten  Kugelkreise  ,  wobei  der  zu  der  Bild- 
ebene parallele  grösste  Kreis  die  Contour  der  Kugel  fUr  das 
projicierende  Auge  sein  muss.  Ist  sonach  in  Fig.  158  Oj  das  or- 
thogonale Bild  des  Kugelcentrums  o,  so  ist  der  mit  dem  Kugel - 
radius  aus  Oj  in  der  Bildebene  H  beschriebene  Kreis  die  Con- 
tour des  zweiten  orthogonalen  Bildes  der  Kugel.  (Die  erste  Pro- 
jection, sowie  4-^2  wurde  in  Fig.  158  weggelassen.) 
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Um  a^b^  ZQ  finden,  denke  man  Bich  die  Bildebene  11  gehe 
durch  o  und  lege  durch  o  eine  Bildebene  III  senkrecht  auf  ^X^ 
(also  2^  senkrecht  auf  iX^  durch  O2),  so  muss  a^b^  durch  o^ 
gehen  und  mit  ^X^  den  gegebenen  Winkel  a  einschliessen.  a^b^ 
erscheint  als  ein  Kugeldurchmesser  und  039  b^  liegen  in  den  durch 
a^  und  &3  zu  2-^3  gezogenen  Ordinalen  in  ^X^, 

1332.  Man  soll  das  zweite  Bild  des  auf  ab  (Fig*  158) 
senkrechten  grössten  Eugelkreises  construieren. 

Da  a  6  in  der  Bildebene  III  liegt,  so  ist  die  Ebene  des  za 
suchenden  Kreises  senkrecht  auf  der  Bildebene  III  und  erscheint 
der  Kreis  im  dritten  Bilde  in  c^cfg  J^  ^s^s- 

Ordinalen  durch  e,  und  ^3  geben  in  c,  und  ds  ^^^  End- 
punkte vom  Bilde  jenes  Kreisdurchmessers,  welcher  sich  in  die 
Bildaxe  ^Xq  projiciert  Der  conjugierte  Durchmesser  ef  ist  zur 
Bildebene  U  parallel  und  erscheint  desshalb  in  e^/2  in  wahrer 
Grösse.  Aus  6^/2  ui^d  CjeJj  (Axen  der  Ellipse)  lasst  sich  das 
zweite  Bild  des  Kreises  wie  in  Fig.  37  construieren. 

1333.  Man  soll  das  zweite  Bild  jenes  Kreises  con- 
struieren, welcher  die  Kugeldurchmesser  ab  und  ef 
(Fig.  158)  enthält. 

Da  beide  Durchmesser  aufeinander  senkrecht  stehen,  so 
sind  ihre  orthogonalen  Projectionen  a,  ^f  ^2/9  conjugierte  Durch- 
messer jener  Ellipse ,  welche  das  zweite  Bild  des  zu  suchenden 
Kreises  ist. 

1334.  Man  soll  das  zweite  Bild  eines  durch  ab 
(Fig.  158)  gehenden  Kugelkreises  darstellen,  dessen 
Ebene  den  Kreis  dfce  in  g  schneidet  (g^  ist  das  zweite 
Bild  von  g). 

Da  ab  auf  der  Ebene  dfce  senkrecht  steht,  so  sind  ab  und 
gh  zwei  zueinander  senkrechte  Kreisdurchmesser,  folglich  a^b2 
und  g^hj  zwei  conjugierte  Ellipsendurchmesser.  Die  daraus  con- 
struierte  Ellipse  a^g^b^^^  ist  das  zweite  Bild  des  gesuchten 
Kreises.  Die  Tangenten  in  a^  und  b^  müssen  zu  g^  h^y  jene  in 
^2  und  ^2  zu  02^2  p&i^Allel  sein. 

1335.  Es  ist  «2  (F^g*  1^^)  ^AB  zweite  Bild  eines  im 
Kreise  agbh  liegenden  Punktes  t.  Man  soll  das  zweite 
Bild  des  durch  i  gehenden  zur  Ebene  dfce  parallelen 
Sehnenkreises  darstellen. 

Weil  der  Mittelpunkt  des  zu  suchenden  Kreises  in  a  (  liegen 
muss,  und  die  erwähnten  zwei  Kreisebenen  parallel  sind,  so  folgt^ 
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dasB  die  Kreise  perBpectivisch  ähnlich  liegen;  es  ist  demnach  der 
Punkt  82%  in  welchem  die  Gerade  ^ai,  die  a^b^  schneidet,  das 
Centram  der  pcrspectivischen  Aehniichkeit ,  mithin  kann  nach 
(§.  10)  das  zweite  Bild  des  gesuchten  Kreises  als  eine  mit  d^.^  ^1  ^s 
perspectivisch-ähnliche  Ellipse  gezeichnet  werden. 

1336.  Eine  Kugel  liegt  mit  ihrem  Mittelpunkte  0 
in  einer  Bildebene;  man  soll  für  irgend  einen,  in  der 
Bildebene  liegenden  Punkt  P  den  Umriss  auf  der 
Kugel  abbilden. 

In  Fig.  35  sei  der  Kreis  die  orthogonale  Projection  der 
Kugel  und  F  M^  PN  seien  die  durch  P  gehenden  Tangenten  an 
den  grössten  Kreis,  alsdann  ist  MN  das  orthogonale  Bild 
jenes  Kreises,  in  welchem  alle  durch  P  gehenden 
Kugeltangenten  die  Kugel  berühren.  Denn  dreht  man 
den  Kreis  und  die  zu  PO  senkrechte  Sehne  MN  um  PO,  so 
beschreibt  der  ELreis  die  Kugel,  PM  und  PN  beschreiben  einen 
die  Kugel  umhüllenden  Kegel  mit  einem  Berührungskreise,  welcher 
in  der  Ton  MN  beschriebenen,  also  zu  PO  senkrechten  Ebene 
des  Umrisskreises  liegt 

1337.  Erklärung.  Wenn  ein  Punkt  und  eine  Ebene  die 
Eigenschaft  haben,  alle  durch  den  Punkt  gehenden  Sehnen  einer 
Fläche  harmonisch  zu  teilen,  so  nennt  man  den  Punkt  den  Pol 
der  Ebene  und  letztere  die  Polarebene  des  Punktes  be- 
züglich der  Fläche. 

1338.  In  Fig.  35  ist  P  der  Pol  der  Geraden  MN  und 
PDFE  (der  Buchstabe  F  ist  in  der  Figur  dorthin  zu  schreiben, 
wo  PE  die  Sehne  MN  schneidet)  eine  harmonische  Punktreihe 
(364).  Dreht  sich  die  ganze  Figur  um  die  Gerade  PO,  so  bleiben 
die  Punkte  D  und  E  aaf  der  Kugel  und  F  in  der  zu  P  0  senk- 
rechten Ebene  Jlf^,  und  man  erkennt  unzweifelhaft:  Zieht  man 
durch  P  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Kugel 
schneidet,  so  wird  die  aaf  ihr  entstandene  Kugel- 
sehne  durch  P  und  die  Ebene  Afj^T  harmonisch  geteilt. 

1339.  Wir  wissen,  dass  in  Fig.  35  D'E'  die  Polare  des 
Punktes  C  ist  (365),  woraus  nun  folgt,  dass  jede  durch  C  ge- 
hende Kugelsehne  durch  C  und  durch  die  zuPO  senk- 
rechte Ebene  D*E  harmonisch  geteilt  wird«  Aus  (1338) 
und  (1339)  ergibt  sich  nun  der  Satz: 

1340.  Zu  jedem  Punkte  im  Räume,  er  mag  ausserhalb  oder 
im  Inneren  einer  Kugel  liegen,  gibt  es  für  die  Kagel  eine  und 
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nur   eine  PoUrebene.    Diese   schoeidet  die  Kugel,  wenn  der  Pol 
ausserhalb  der  Kugel  liegt.  Ebenso  erkennt  man: 

1341.  DiePotarebene  eines  Punktes  bezüglich  einer 
Kugel  steht  immer  auf  der  Geraden  senkrecht,  welche 
den  Punkt  mit   dem  Centrum    der  Kugel  verbindet. 

1342.  Welche  Lage  besitzen  je  zwei  beliebige  auf 
einer  Kugelfl&che  liegend  e  Kreise  gegen    einander? 

Sie  liegen  perspectivisch. 
p^-  Ijri,  Beweis.     Sind  oo'   die  Mittelpunkte 

zweier  Kugelkreise  klt\  deren  Ebenen  u  ood 
u'  genannt  werden    sollen,   und   ist  0  das 
Kugelcentrum,  so  steht  Oo  auf  u   und  Oö' 
auf  u'  senkrecht  (140),  folglich  müssen  beide 
Ebenen  «  und  u'  auf  der  durch  no' 0  ge- 
legten Ebene  senkrecht  stehen  (136).    Man 
lege  die  Kugel  mit  den  drei  Punkten  ao'O 
in  eine  Bildebene  (Fig.  159),   alsdann  sind 
die  orthogonalen  Bilder  der  Kreise  A;   und 
k'   zwei  Sehnen   a.h  und  a'h'  des  grössten 
Kugelkreises   K.     Er^nzt  -  m&n    die    vier 
Punkte    aba'l'  zu    einem    vollständigen  Vierecke,    so    ist   nach 
(308)  (7  6' eine  Gerade,  welche    die  Reihen  Paa'  und  Fbb'  har- 
monisch    teilt ,    mithin    ist   Q  C 
die  Polare  des  Punktes  P  (367), 
folglich  ist  die  durch  QC  zur  Bild- 
ebene   senkrecht  geführte  Ebene 
u"  die  Polarebene  des  Punk- 
tes P  (1338). 

Zieht  man  von  P  zu  irgend 
einem  Punkte  G  des  Kreises  k 
einen  Stral,  welcher  die  Polar- 
ebene  in  einem  Punkte  G"  durch- 
Bchnetdet,  so  müssen  die  ortho- 
gonalen Bilder  gg"  dieser  Punkte 
in  u  und  u"  liegen.  Der  noch 
'v  b  unbekannte  zweite  Schnittpunkt 
G'  der  Geraden  PG  mit  der  Ku- 
j,  gel  liegt  so,  dass  P  G  6"  G'  eine 

harmonische  Reihe  ist  (1338);  alsomuss  auch  die  ProjectionPjsr"ff 
dieser  vier  Punkte  eine  harmonische  Reihe  sfin,  woraus  nun  folgt, 
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dasB  g*  die  Projection  Ton  O*  wird ,  dass  also  demzufolge  Q*  ein 
Punkt  im  Kreise  k*  sein  muss. 

Weil  nun  jeder  Punkt  des  Kreises  k  aus  P  auf  die  Kugel 
projiciert,  seine  Projection  im  Kreise  k*  erhält,  so  folgt,  dass  die 
beiden  Kreise  k  und  k*  perspectivisch  liegen. 

Die  Durchschnittsgerade  ihrer  Ebenen  ist  die  Begegnungs- 
gerade der  perspectivischen  Lage. 

1343.  Je  zwei  beliebige  auf  einer  Kugel  liegende 
Kreise  k  und  k*  liegen  stets  auf  eine  zweifache  Art 
perspectivisch.  Denn  weil  in  Fig.  159  C  der  Pol  der  Gera- 
den PQy  so  ist  C  der  Pol  der  durch  PQ  zur  Bildebene  senk- 
recht gelegten  Ebene ,  woraus  man  auf  eine  analoge  Art  wie  in 
(1342)  erkennt,  dass  der  Kreis  k  aus  C  auf  die  Kugel  projiciert, 
den  Kreis  k*  als  Projection  gibt. 

1344.  Wie  construiert  man  für  zwei  auf  einer 
Kugel  liegende  Kreise  k  und  k'  die  Gentra  P  und  C 
ihrer  perspectivischen  Lage? 

Legt  man  durch  ihre  Mittelpunkte  oo'  und  durch  den  Mittel- 
punkt 0  der  Kugel  eine  Ebene ,  so  liegen  in  ihr  beide  Centra 
P  und  C.  Sucht  man  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  den  Kreisen 
k  und  k*  und  ermittelt  jene  zwei  Diagonalpunkte  (307)  des  durch 
die  erhaltenen  vier  Schnittpunkte  bestimmten  Viereckes ,  welche 
nicht  in  den  Kreisebenen  liegen,  so  sind  P  und  C  gefunden. 

1345.  Es  ist  besonders  zu  bemerken,  dass  die  Mittel- 
punkte 0  0*  der  Kreise  kk'  nur  dann  perspectivisch  liegen,  wenn 
die  Kreisebenen  parallel  sind,  in  welchem  Falle  die  Centra  P 
und  C  der  perspectivischen  Lage  sich  in  der  Geraden  o  o' 
befinden. 

1346.  Liegen  die  Kreise  k  und  k'  einer  Kugel  auf  einer 
Cjlinderfläche  (also  P  in  Fig.  159  im  Unendlichen),  so  liegen 
die  Mittelpunkte  oo'  beider  Kreise  ebenfalls  perspectivisch. 

1347.  Eine  Kugel  liegt  beliebig  gegen  die  Bild- 
ebenen; man  soll  für  irgend  einen  Punkt  P,  P^  (Eig»  160) 
den  Umriss  orthogonal  abbilden. 

Der  Umriss  ist  ein  Kreis  k]  je  zwei  Kreise  einer  Kugel 
liegen  perspectivisch  (1342),  also  liegt  auch  k  mit  dem  zur  Bild- 
ebene I  parallelen  grössten  Kreise  perspectivisch;  mithin  ist  für 
ihre  orthogonalen  Bilder  I\  das  Gentrum  und  dessen  Polare  m^  n^ 
(erstes  Bild  der  Durchschnittsgeraden  beider  Kreisebenen)  die 
Begegnungsgerade.  Zieht  man  durch  P,  eine  Tangente  P^  ^9»  so* 
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liegt  a,  im  ersten  Bilde  der  zweiten  Kagelcontoor  und  weil  a,  a^ 
ein  Punkt  des  Umrisses  für  P  ist,  so  siiid  im  ersten  Bilde  schon 
zwei  verwandte  Punkte  für  die  perspectivische  Collineation  ge- 
funden, indem  zu  a,  jener  Punkt  af  verwandt  ist,  welcher  in  der 
Geraden  P^  a,  in  der  Contour  des  ersten  Kugelbildes  liegt  Nun 
kann  man  nach  der  Lehre  über  perspectivische  Collineation  das 
erste  Bild  des  Umrisses  für  P  construieren.  (Das  zweite  Bild 
wurde  nicht  gezeichnet.) 

1348.  Um  auf  gewohnlichem  Wege  das  erste  Bild  des  Um- 
risses für  P  zu  erhalten,  legt  man  durch  o^  eine  zu  I  parallele 
(beigeordnete)    Bildebene   III   und   durch   P^o^    eine  Ebene  IV 

Fig.  161. 


senkrecht  auf  III  und  bestimmt  P^.  Zieht  man  von  P^  die  Tan* 
genten  an  die  Contour  des  vierten  Kugelbildes  und  verbindet  die 
Berührungspunkte  durch  eine  Gerade,  so  ist  b^c^  das  vierte  Bild 
des  Umrisses  für  P.  Das  erste  Bild  (welches  mit  dem  dritten  zu- 
sammenfällt, wegen  des  Parallelseins  der  Ebenen  I  und  III)  er- 
hält zur  grossen  Ellipsenaxc  die  Länge  von  b^c^f  zur  kleinen 
Axe  die  Länge  des  ersten  Bildes  blC^  (in  der  Geraden  PtO,), 
sonach  kann  man  aus  beiden  Axen  die  Ellipse  construieren. 

Sucht  man  zu  den  ersten  Bildern  dieser  Durchmesser  ihre 
zugeordneten  zweiten  Bilder,  so  ergeben  sich  abermals  zwei  con- 
jugierte  Durchmesser  und  man  vermag  sofort  die  Ellipse  (zweites 
Bild  des  Umrisses  für  P)  zu  zeichnen. 

1349.  Man  soll  den  Umriss  einer  Kugel  für  eine 
gegebene  Richtung  l  construieren. 


881 

Nimmt  man  in  Fig.  160  an,  ^^i^,,  P^^a  ^^^  ^^®  gegebene 
liiclitung  /|  /.j»  ^^  ^^^^  °^^^  ^^^  voraussetzen,  P*^  und  P'g  ii^g^n 
in  diesen  Geraden  im  Unendlichen ,  und  für  den  Punkt  P*  die 
Umrisslinie  so  oonstruieren,  wie  sie  för  P  construiert  warde.  In 
diesem  Falle  wird  mj  n,  durch  o,  gehen.  Die  Ebene  des  Um- 
risses geht  durch  o. 

1360.Man  soll  durch  einen  Punkt  d  der  Kugel, 
dessen  Bild  cJ,  gegeben  ist,  eine  Tangentenebene 
legen. 

Man  zeichnet  einen  zur  Bildebene  I  oder  II  parallelen  durch 
d  gehenden  Kugelkreis  (dessen  zweites  Bild  geht  durch  d^  und 
ist  entweder  eine  Gerade  parallel  zu  ,  X^  oder  ein  Kreis  mit  dem 
Centrum  in  o^ ;  das  erste  Bild  ist  dann  in  dem  einen  Falle  ein 
Kreis  mit  dem  Centrum  o,  ,  im  anderen  Falle  eine  Gerade  pa- 
rallel zu  1^2,  oder  eigentlich  zwei  solche  von  o^  gleichweit  ent- 
fernte Sehnen) ;  im  ersten  Bilde  desselben  liegt  e2, .  (Es  sind  zwei 
Auflösungen  möglich.) 

a)  Zieht  man  in  e^  (Fig.  160)  eine  Tangente,  so  sind  d^f^ 
und  ä|0|  zugeordnete  Bilder  einer  durch  d  gehenden  Tangente; 
zieht  man  noch  durch  d  eine  Tangente  an  den  durch  d  gehen- 
den horizontalen  Kreis  (d^g^  ist  deren  erstes  Bild,  während  ihr 
zweites  Bild  in  die  Gerade  durch  d^  62  fällt),  so  bestimmen  beide 
Tangenten  die  Berührungsebene  für  d  vollständig. 

h)  Man  kann,  anstatt  diese  zwei  Tangenten  zu  construieren, 
auch  die  Projectionen  des  durch  d  gehenden  Kugelhalbmessers 
zeichnen;  die  durch  d  auf  od  senkrecht  geführte  Ebene  berührt 
die  Kugel  gleichfalls  in  d  (712). 

1351.  Man  soll  mittels  Kugelflächen  die  Projec- 
tionS'Contouren  von  Rotationsflächen  bestimmen. 

In  Fig.  161  ist  die  Rotationsaxe  £^2^3  ^^^  Bildebene  III 
parallel,  demnach  ist  die  Gontour  des  dritten  Bildes  mit  einem 
Meridiane  congruent.  Zieht  man  in  a^  an  die  Bildeontour  eine 
Normale,  so  ist  der  Schnitt  a'3  der  letzteren  mit  der  2^3  das 
dritte  Bild  jenes  Punktes  a',  in  welchem  das  Centrum  jener  Kugel 
liegt,  welche  die  Rotationsfläche  in  dem  durch  a  gehenden  Pa- 
rallelkreise  berührt;  a\  liegt  in  z^. 

Legt  man  durch  den  Kugelmittelpunkt  a*  eine  Ebene  zur 
Bildebene  II  parallel,  so  schneidet  sie  die  Kugel  in  ihrer  zweiten 
Contour,  mithin  muss  der  Schnittpunkt  dieses  Contourkreises  mit 
dem  Parallelkreise  a  der  Rotationsfläche  ein  Punkt  der  zweiten 
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Contour  der  letzteren  Fläche  sein.  Zieht  man  sonach  durch  a', 
eine  Parallele  zu  2-^3;  ^o  ergibt  sich  A^  als  drittes  Bild  eines 
Punktes  der  zweiten  Contour.  Durchschneidet  man  mit  dem  Ra- 
dius a^^a^  aus  a'^  ^^®  durch  A^  gehende  Ordinale ,  so  ergeben 
sich  zwei  Contonrpunkte  A2  A\  des  zweiten  Bildes  der  Rotations- 
fläche. Errichtet  man  in  ^2  eine  Senkrechte  auf  a'2'^2»  ^^^  ^ 
^'2  eine  Senkrechte  auf  ^'2  ^'27  ^^  ^^^  dieselbe  eine  Tangente  an 
das  erwähnte  Contourbild.  (In  Fig.  161  liegt  zufällig  die  Nor- 
male a^a\  in  einer  Ordinale.) 

Construiert  man  für  eine  genügende  Anzahl  von  Parallel- 
kreisen  die  in  der  zweiten  Contour  liegenden  Punkte ,  so  ergibt 
sich  hieraus  das  Bild  der  zweiten  Oöntour  der  Rotationsfläche. 

1352.  Wie  entstehen  Contour-Uebergangspunkte? 
Wenn  man  bei  einer   gekrümmten  Fläche  F  durch    einea 

ausserhalb  der  Fläche  auf  der  convexen  Seite  liegenden  Punkt 
P  eine  Gerade  so  weiter  gleiten  lässt^  dass  sie  F  stets  berührt, 
so  kann  bei  einer  besonderen  Form  der  Fläche  der  Fall  ein- 
treten, dass  einige  dieser  Stralen  die  Fläche  schneiden  und  dass 
die  Schnittcurye  mit  der  Umrisslinie  irgendwo  zusammentrifft. 
Diese  Punkte  der  Contour,  in  welchen  sie  der  ihr  för  den  Punkt 
P  entsprechenden' Decklinie  begegnen  ,  sollen  Contour-Ueber- 
gangspunkte genannt  werden.  Der  Lernende  wähle  sich  einen 
Körper  ungefähr  von  der  Gestalt  der  in  Fig.  161  abgebildeten 
Rotationsfläche,  oder  versinnliche  sich  denselben  und  voll- 
führe im  Geiste  die  eben  erwähnte  Operation,  so  wird  er  zu  der 
Ueberzeugung  gelangen,  dass  in  jedem  Contour-Uebergangspunkte 
eine  Aenderung  in  der  Contour  eintritt.  Entweder  geht  der  be- 
rührende Stral,  welcher  bis  zu  dem  Uebergangspunkte  die  Fläche 
der  einen  Seite  (z.  B.  auf  der  äusseren)  berührte,  im  Uebergangs- 
punkte in  einen  Stral  über,  welcher  von  nun  an  die  Fläche  aut 
der  anderen  Seite  (also  der  inneren)  berührt,  oder  es  hört  über- 
haupt im  Uebergangspunkte  die  Contour  der  Fläche  auf. 

1353.  Aus  der  Entstehung  der  Contour  -  Uebergangspunkte 
erkennt  man,  dass  die  Umrisslinie  in  jenen  Punkten  von  den 
durch  P  gehenden  Stralen  selbst  berührt  wird,  weil  die  Berüh- 
rungscurve  in  den  Contour-Uebergangspunkten  stetig  in  die  ihr 
für  den  Punkt  P  entsprechende  Decklinie  übergeht 

1364.  In  Fig.  161  gibt  es  in  der  zweiten  Contour  zwei 
solche  Uebergangspunkte  B^B.^,  B^B\j  in  welchen  der  auf  die 
Bildebene  II  die  Contour  projicierende  Stral  von  der  einen  auf 
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die  andere  Seite  tritt.  Es  ist  desshalb  die  Linie  B2  C2  B\  das 
Bild  der  inneren  Contour  der  Rotationsfläche^  während  die  äussere 
Contour  sich  in  jenen  Punkten  als  unsichtbare  Contour  an- 
Bchliesst  (1086),  um,  bis  sie  das  Bild  des  äussersten  Randes  der 
Fläche  Terlässt,  wieder  sichtbar  zu  werden. 

Alle  Punkte  der  Linie  A^B^C^  wurden  wie  A^  mittels  be- 
rührender Kugeln  bestimmt.  Den  üebergangspunkt  B^  hätte  man 
mittels  de*-  zw  BC  gesuchten  Zweier-Decklinie  ermitteln  können, 
allein  es  ist  bequemer,  durch  eine  Ordinaltangente  an  die  Curve 
A^  C^  den  Üebergangspunkt  B3  zu  finden  (1353). 

In  Fig.  162  ist  A2  ebenfalls  das  Bild  eines  Contour-Ueberr 
gangspunktes  und  zwar  hört  in  A  ein  Teil  der  zweiten  Contour  auf. 

1355.  Man  soll  durch  eine  gegebene  Gerade  P1P2 
zwei  Ebenen  w  urxdw'  berührend  an  eine  Kugel  legen. 

Führt  man  eine  Bildebene  senkrecht  auf  p  ein ,  so  müssen 
die  Bilder  der  beiden  Ebenen  w  und  w^  als  Nullseiten  erscheinen, 
welche  durch  das  Punktbild  der  Geraden  p  gehend,  das  Contour- 
bild  der  Kugel  berühren.  Sind  aber  die  Nullseiten  der  Ebenen 
to  und  tr'  gefunden,  so  sind  durch   die  Geraden  p  und  Wy  sowie 

o 

p   und  w^  die  Ebenen  w  und  w'  bestimmt. 

Bei  der  praktischen  Ausführung  wird  man  j>,  als  ^X^  an- 
nehmen, p^  und  das  dritte  Bild  der  Kugel  suchen;  ferner  3X4 
senkrecht  auf  p^  legen,  aldann  den  Punkt  p^  ermitteln  und  durch 

P4  an  das  vierte  Bild  der  Kugel-Tangente  w^  u)\  ziehen.  Sieht 
der  Lernende  die  Constructionen  der  Fig.  105  durch,  so  erkennt 
er  ohneweiters  auch  die  Constructionen  der  vorstehenden  /lufgabe. 

Eine  Vereinfachung  lässt  sich  erzielen,  wenn  man  durch  den 
Kugelmittelpunkt  0  vorher  zwei  den  Bildebenen  I  und  11  bei- 
geordnete Bildebenen  legt. 

1356.  Wie  findet  man  die  Spitze  PjPj  einer  Kreis- 
kegelfläche, welche  einer  gegebenen  Kugelfläche 
umschrieben  wird,  und  deren  Axe  eine  gegebene  Rich- 
tung erhalten  soll? 

Man  ziehe  (Fig.  160)  durch  OjOj  die  Bilder  |?,p2  ^^^  6®" 
gebenen  Richtung,  ordne  durch  o^  (oder  durch  0,)  eine  Bild- 
ebene III  der  Bildebene  I  (im  anderen  Falle  der  Bildebene  II) 
bei,  lege  durch  p^  (im  zweiten  Falle  durch  pj)  eine  Ebene  IV, 
suche  auf  bekannte  Art  p^  und  ziehe  an  die  Contour  des  Kugel- 
bildes eine  Tangente,  welche  mit  p^  den  gegebenen  Winkel  ein- 
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Fig.  162. 


scbliesst,  so  ist  im  Darchschnitte  mit  p^  der  Punkt  P^  gefanden, 
aus  welchem  sich  Pj  und  P,  ergeben. 

1357.  Man  soll  mittels  einer  Kugelfläche  eine 
Ebene  w  so  legen,  dass  sie  mit  einer  Ebene  u  den 
Winkel  a  mit  einer  Ebene  v  den  Winkel  ß  ein- 
schliesse. 

Errichtet  man  durch  den  angenommenen  Kugelmittelpunkt 
0  eine  senkrechte  Gerade  p  auf  die  Ebene  u  und  eine  Senkrechte 
q  auf  r,  so  sollen  diese. die  Äxe  zweier  Kegelflächen  sein^  welche 
die  Kugel  umhüllen ,  und  deren  Flächenstralen  mit  den  Azen 
beziehungsweise  die  Winkel  90®  —  a  und  90®  —  ß  einschliessen 
(1356).  Kann  man  durch  die  Verbindungsgerade  der  Scheitel- 
punkte der  beiden  Kegelflächen  eine  tangierende  Ebene  an  die 
Kugel  legen  (1355),  so  berühren  diese  die  beiden  Kegelflächen  und 
schliessen  daher  mit  den  Ebenen  u  und  v  die  Winkel  a  und  ß  ein . 

Der  Lernende  führe  diese  Auf- 
gabe auch  f)ir  den  Fall  durch,  dass 
u  die  Ebene  I  und  t;  die  Ebene  II 
sei.  Sehr  einfach  wird  die  Lösung, 
wenn  der  Kugelmittelpunkt  in  der 
Bildaxe  angenommen  wird ,  weil 
die  Scheitelpunkte  der  beiden  Ke- 
gelflächen schon  in  den  Spuren  der 
gesuchten  Ebenen  liegen,  und  weil 
diese  Spuren  die  betreffenden  in 
den  Bildebenen  liegenden  Basis- 
linien der  beiden  Kegelflächen  tan- 
gieren. Im  Allgemeinen  erhält  man 
vier  Auflösungen. 

1358.  Wie  findet  man  auf 
einem  gegebenen  Kugelkreise 
k  jenen  Punkt,  in  welchem  die  durch  ihn  gelegte  Tan- 
gentenebene durch  einen  gegebenen  Punkt  P  geht? 
Man  sucht  die  Ebene  des  Umrisses  für  den  Punkt  P  (wie 
Fig.  160  zeigt),  ermittelt  die  Durchschnittsgerade  dieser  Ebene 
mit  der  Ebene  des  Kreises  k  (indem  man  zwei  conjugierte  Durch- 
messer des  Beruhrungskreises  mit  der  Kreisebene  k  zum  Durch- 
schnitt bringt),  alsdann  sind  jene  Punkte,  in  welchen  diese  Ge- 
rade den  Kreis  k  trifft,  die  gesuchten,  weil  sie  in  der  Umriss* 
linie  des  Punktes  P  sich  befinden. 


1359.  Wie  kann  man  mittels  einer  Kugel  in  einem 
gegebenen  Parallelkreise  einer  Rotationsfläche  jene 
Punkte  finden^  in  welchen  die  Berührungsebene  eu 
einer  gegebenen  Richtung  s  parallel  läuft? 

Man  construiere  eine  Kugel ,  welche  die  Rotationsfläche 
längs  des  gegebenen  Parallelkreises  berührt,  führe  durch  ihren 
Mittelpunkt  eine  Ebene  senkrecht  auf  die  gegebene  Richtung  8 
und  suche  die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  dem  Parallelkreise, 
so  entsprechen  dieselben  der  Aufgabe.  (Der  Lernende  suche  dies 
zu  begründen.) 

In  Fig.  162  steht  dieRotationsaze  auf  der  Bildebene  I  senkrecht ; 
a,  &2  sei  das  Bild  des  gegebenen  ParaUelkreises;  die  Normale  in 
a^  oder  b^  an  den  Meridian  gibt  in  o,  das  Bild  des  Kugelcen- 
trums,  durch  o,  eine  Senkrechte  Oac^  auf  «2  C^^^)  ^^d  durch  0|  eine 
Parallele  sur  Bildaxe,  geben  die  zugeordneten  Bilder  einer  Zweier- 
Spurparallelen  jener  Ebene,  welche  durch  o^Oj  senkrecht  auf  «2«^ 
zu  fuhren  ist ;  e^  c/  ist  der  Schnitt  der  Spurparallelen  mit  der  Pa- 
rallelkreisebene ,  folglich  ist  der  Schnitt  beider  Ebenen  eine  Ge- 
rade, welche  im  ersten  Bilde  durch  c^  senkrecht  auf  «,  zu  ziehen 
ist  Die  Punkte  A^  ^2,  B^  B^j  welche  yon  dieser  Qeraden  auf 
dem  Parallelkreis  erzeugt  werden,  entsprechen  der  Aufgabe. 

1360.  Eine  jede  Kugel  kann  auf  unendlich  viele 
Arten  als  perspectiyische  Fläche  mit  gerader  Schei- 
tellinie erzeugt  werden. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  p  zur  Formaxe  (einerlei 
ob  p  die  Kugel  schneidet  oder  nicht) ,  so  sind  alle  jene  Kugel- 
kreise Formlinien,  welche  in  einer  durch  die  Gerade  p  gehenden 
Ebene  liegen  (1293). 

Um  die  Existenz  einer  geraden  Scheitellinie  (1296) 
nachzuweisen,  denke  man  sich  durch  das  Kugeleentrum  O  eine 
Bildebene  senkrecht  zur  ä^eraden  p  gelegt  (welch*  letztere  bei- 
spielsweise den  Schnittpunkt  P,  Fig.  35,  liefert).  Werden  durch 
p  zwei  beliebige  Ebenen  gedacht,  welche  in  der  Bildebene 
die  Nullseiten  zeigen,  so  ist  nach  (1344)  klar,  dass  in  der  Po- 
lare MN  des  Punktes  F  das  Centrum  der  perspectivischen  Lage 
der  beiden  Kreise  sich  befindet.  Man  erkennt  nun  ohneweiters 
den  batz: 

Wird  eine  beliebige  Gerade  p  als  Formaxe  zur 
Entstehung  einer  Kugel  als  perspectiyische  Fläche 
mit  gerader  Soheitellinie  benfitzt;   legt  man   ferner 
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durch  das  Eagelcentram  0  eine  Ebene  u  senkrecht 
auf  die  Formaxe  p^  und  sucht  zu  dem  Durchschnitts- 
punkte von  p  mit  u  die  Polare  bezüglich  des  grössten 
Kreises,  in  welchem  u  die  Kugel  schneidet  —  so  ist 
diese  die  gerade  Scheitellinie  der  perspectivischen 
Fläche. 

Weil  je  zwei  Kugelkreise  perspectivisch  liegen,  so  liegt  jede 
Form-  mit  jeder  Seitenlinie  perspectivisch,  mithin  gehört  die 
Kugel  den  in  (1320)  erwähnten  Flächen  der  II.  Ordnung  an. 

1361.  Wählt  man  eine  beliebige  Ebene  ß  als  Begegnungs- 
ebene, ausser  ihr  einen  beliebigen  Punkt  >S  als  Projections-Centrum, 
und  nimmt  zu  ß  irgend  eine  parallele  Ebene  W  als  Yerschwin- 
dungsebene  (987)  eines  räumlichen  Systemes  E  an,  so  kann  man 
nach  (993)  zu  jedem  im  Systeme  E  angenommenen  Gebilde  seine 
raumliche  CoUinear-Projection  construieren.  Aus  der  Kugel  ent- 
stehen auf  diese  Art  die  in  (1321)  erwähnten  Curvenflachen  IL  Ord- 
nung und  aus  dem  Botations-Hyperboloide  (1329)  die  Regelflächen. 

a)  Besitzt  die  Verschwindungsebene  W  mit  der  Kugelfläche 
keinen  gemeinsamen  Punkt,  so  werden  die  räumlichen  OoUinear- 
Gebilde  Ellipsoide; 

b)  berührt  W  die  Kugel,  so  entstehen  elliptische  Parabo* 
loide  und 

c)  schneidet  W  die  Kugel ,  so  entstehen  elliptische  Hyper« 
boloide ; 

d)  schneidet  W  das  Rotations-Hyperboloid  in  einer  Ellipse, 
so  wird  die  CoUinear-Projection  ein  allgemeines  windschiefes 
Hyperboloid;  wenn  aber 

e)  die  Ebene  W  das  Rotations-Hyperboloid  in  einer  offenen 
Linie  schneidet,  ein  windschiefes  Paraboloid  entstehen. 

Wenn  der  Lernende  eine  Form-  und  Seitenaxe  einer  Kugel 
darstellt  (1360)  und  sodann  die  räumliche  CoUinear-Projection 
der  Kugel  sucht,  so  wird  er  unter  Berücksichtigung  von  (1343 
und  1360)  finden ,  dass  die  neuen  Flächen  dem  in  (1320)  auf- 
gestellten Begriffe  entsprechen. 


Fünfter  Abschnitt. 

Construction  der  gegenseitigen  Durchschnitte  gegebener 

FiSchengebiide. 

Allgemeine  Grandsätse  Qber  die  ConstraetioD  der   segeDseitiscn 

Oarchdringong  von  StralenflAchen.   Beispiele  ttber  Pyramiden  and 

Prismen.    Dnrehbreehungen.    FlAehen-Combinatlonen. 

§.  66. 

Bei  der  Construction  der  Darchdringongslinie  zweier  Flächen 
F  nnd  F'  wird  die  in  (1010)  oder  allgemein  die  in  (1013)  an- 
gegebene  Methode  angewendet.  Es  handelt  sich  demnach  jetzt 
nor  darum,  an  verschiedenen  Beispielen  diese  Methode  zu  er- 
läutern. 

1362.  Wie  construiert  man  die  Durchdringung 
zweier  Stralenfl&chen  ? 

Sobald  zwei  Stralenflächen  F  und  F',  deren  Scheitelpunkte 
8^8^  und  Basisebenen  u  und  uf  sein  sollen,  in  zwei  zugeordneten 
Projectionen  abgebildet  sind,  und  durch  Versinnlichung  der 
beiden  Flachen  eine  klare  Vorstellung  yon  ihrer  gegenseitigen 
Lage  erreicht  worden  ist,  lege  man  sich  die  Fragen  vor: 

a)  Ist  eine  der  beiden  Stralenflächen  geeignet, 
dass  man  möglichst  leicht  den  Schnitt  eines  jeden 
Strales  derselben  mit  der  anderen  Stralenfläche  ab- 
bilden kann  ? 

(Dieser  Fall  ist  Torhanden:  1)  Wenn  eine  Stralenfläche  ein 
Prisma  oder  ein  Cylinder  ist,  deren  Stralen  auf  der  Basisebene 
senkrecht  stehen,  also  ihre  Nnllseiten  zeigen,  und  wenn  yon  der 
anderen  Stralenfläche  die  orthogonale  Projeotion  auf  jener  Basis- 
ebene gegeben,  oder  einfach  gefunden  werden  kann.  2)  Wenn 
sich  zu  den  Stralen  der  einen  Fläche  auf  der  anderen  Stralen* 
fläche  die  Deeklinien  (§.  34)  ohoe  Mühe  finden  lassenO 
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b)  Kann  man  durch  die  Scheitellinie  (die  Verbin- 
dungsgerade  der  beiden  Scheitelpunkte  S  und  /S')  Ebenen  legen 
und  ihre  Schnitte  mit  den  Basisebenen  der  beiden 
Stralenflächen  leicht  bestimmen? 

(Diese  Möglichkeit  tritt  ein:  1.  Wenn  die  Projectionen  der 
Durchschnittsgeraden  der  beiden  Basisebenen  u  und  u',  sowie 
auch  die  Projectionen  der  Durchschnitte  der  Scheitellinie  SS^ 
mit  den  beiden  Basisebenen,  nicht  ausser  der  Zeichnungsfläche 
liegen.  2.  Wenn  der  Fall  1)  mit  dem  Unterschiede  eintritt,  dass 
die  Scheitellinie  zu  einer  Basisebene  parallel  läuft.  3.  Wenn 
beide  Basislinien  in  derselben  Ebene  liegen  und  die  Bilder  von 
dem  Schnitte  der  Scheitellinie  mit  der  Basisebene  noch  inner- 
halb der  Zeichnungsebene  fallen.  4.  Wenn  im  Falle  3)  die  Scheitel- 
linie zur  Basisebene  parallel  läuft.  5«  Wenn  beide  Flächen  Pa- 
rallel-Stralenfläcfaen  sind  und  jede  Ebene,  welche  zu  den  Stralen 
beider  Flächen  parallel  läuft,  mit  den  Basisebenen  u  und  u'  leicht 
zum  Schnitt  gebracht  werden  kann.) 

c)  Kann  man  schneidende  Ebenen  (1062)  legen, 
welche  auf  jeder  der  beiden  Stralenflächen  einfach 
construierbare  Schnitte  erzeugen? 

(Derartige  Umstände  können  eintreten:  1.  Wenn  beide  Basis- 
ebenen u  und  u'  zu  einer  und  derselben  Bildebene  parallel  sind, 
und  die  zu  jener  Bildebene  parallelen  Ebenen  die  beiden  Stra- 
lenflächen in  bequem  construierbaren  Linien,  z«  B.  in  Kreisen, 
schneiden.  2.  Wenn  eine  Basisebene  zur  Bildebene  parallel  läuft, 
die  zur  Basisebene  parallelen  Schnitte  leicht  construierbar  sind,  und 
wenn  diese  Ebenen  die  zweite  Fläche  in  geraden  Linien  schneiden.) 

d)  Oder  ist  keiner  dieser   drei  Fälle  vorhanden? 
(Dann  können  folgende  Umstände  eintreten:  1.  Es  lässt  sich 

die  Scheitellinie  ziehen  und  man  kann  von  jedem  Strale  der  einen 
Fläche  zwei  Punkte  desselben  parallel  mit  der  Scheitellinie  auf 
die  Basisebene  der  anderen  Stralenfläche  projicieren.  (Durch- 
schneidet die  Scheitellinie  die  Basisebene,  so  ist  yon  jedem 
Flächenstrale  nur  ein  Punkt  auf  die  erwähnte  Art  zu  projicieren.) 
Die  derart  den  angenommenen  Stral  projicierende  Ebene  schneidet 
beide  Flächen  in  Flächeostralen.  2.  Es  lassen  sich  zwei  ange* 
nommene  Punkte  eines  Fiächenstrales  aus  dem  Scheitel  der 
zweiten  Stralenfläche  auf  die  Basisebene  dieser  zwei- 
ten Stralenfläche  projicieren.  Die  so  projicierende  Ebene 
schaeidet  gleichfalls  beide  Flächen  in  Flächcnstralen.  3.  Es  sind 
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abgestutzte  Central  -  Stralenflächen  gegeben  und  die  Bilder  der 
Scheitelpunkte  nicht  vorhanden.  .  In  einem  solchen  Falle  sucht 
man  zu  den  Flächenstralen  Decklinien,  auch  wenn  sie  Curven 
werden  sollten.) 

Erkennt  man  aus  der  auf  einen  vorliegenden  Fall  passen- 
den Beantwortung  der  gestellten  vier  Fragen,  dass  die  in  einer 
derselben  angeregte  Construction  zum  Ziele  führt ,  so  wird  man 
dieselbe  zur  Anwendung  bringen.  Lassen  sich  mehrere  Methoden 
anwenden,  so  wird  man  die  einfachste  wählen. 

Es  wird  fiir  den  Lernenden  eine  sehr  nützliche  Uebung 
sein;  mittels  Versinnlichung  Stralenflächen  so  anzunehmen ,  auf 
dass  die  in  dieser  Nummer  angeführten  Fälle  eintreten. 

1363.  Von  der  Verbindung  der  den  beiden  Stralen- 
fläciien  F  und  F*  gemeinsamen  Punkte  zur  Durcfadrin- 
gungslinie  der  Flächen. 

Die  Construction  von  gemeinsamen  Punkten  nach  (1362,  a,  6 
oder  e)j  kann  dem  Lernenden,  welcher  bisher  gründlich  die  vor- 
getragenen Lehren  studierte,  keine  Schwierigkeiten  mehr  bieten ; 
diese  können  höchstens  in  complicierten  Fällen  bei  der  Verbin- 
dung der  gemeinsamen  Punkte  zur  Durchdringungslinie  sich  er- 
geben. Um  solche  Schwierigkeiten  zu  beheben,  ist  ein  geordneter 
Vorgang  bei  dem  Auffinden  der  erwähnten  Punkte  zu  beachten, 
darin  bestehend,  die  zur  Durchdringung  zu  bringenden 
Linien  der  Fläche  in  ihrer  natürlichen  Aufeinander- 
folge zu  benützen,  und  die  gefundenen  Punkte  stets 
mit  den  unmittelbar  vorhergehenden  (wenn  auch  bei  ge- 
krümmten Flächen  bisweilen  nur  provisorisch)  durch  eine  Linie 
zu  verbinden. 

Am  Schlüsse  der  Arbeit  lässt  sich  bei  krununen  Stralen- 
flächen die  provisorische  Verbindungslinie  erst  genau  durch  die 
richtige  Verbindungslinie  ersetzen,  weil  aus  der  Oesammtheit  der 
Punkte  sich  die  Krümmungen  der  Linie  sicherer  erkennen  lassen« 
Unterlasst  man  die  allsogleiche  Verbindung,  so  ist  die  Arbeit 
erschwert 

1364  Bei  der  Construction  der  Durchdringung  von  zwei  un- 
gekrümmten Stralenflächen,  wolle  der  Anfänger  sieh  auf  einem 
Nebenblatte  eine  Tabelle  entwerfen,  deren  Kopf  folgendermassen 
eingerichtet  ist; 
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Kaute 


Ebene 


Schnitt  geht  weiter  in 
den  Ebenen 


F 


1 
2 

3 

4 


aS 

^_« 

_ 

ghS' 

bS 

— 



gf^S' 

— 

9S' 

heS 

— 

"" 

fS> 

bc8 

•     ^■-» 

ahS 
bc8 
bcS 
bcS 


ghS' 

fgS' 

fhS' 


a)  In  die  erste  Rabrik  werden  die  gefundenen  Darchschnitts- 
pankte  nur  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  in  der 
Durchdringungslinie  aufeinanderfolgen ,  eingetragen. 
Finden  sich  daher  bei  einer  Kante  mehrere  Durchscbnittspunkte 
mit  der  anderen  Stralenfläche ,  so  wird  nur  der  in  der  Reihen- 
folge liegende  eingetragen;  die  übrigen  aber  aufgehoben,  bis  au 
Bie  die  Reihe  kommt. 

Fig.  163. 


//)  Die  zweite  Rubrik  ist  in  ihren  Unterabteilungen  mit  den 
Namen  der  Stralenflächcn  F  und  F'  überschrieben,  um  die  Kante 
entsprechend  eintragen  zu  können,  auf  welcher  der  nuomierierte 
Durchschnittspunkt  liegt. 

c)  Die  diitte  Rubrik  enthält  ebenfalls  zwei  mit  JP  und  F 
iiberschriebene  Unterabteilungen.  Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass 
hier  die  Ebene  jener  Stralenfläche  eingetragen  wird,  welcher  die 


391 

eingetragene  Kante  nicht  angehört,  in  welcher  Ebene  aber  der 
Punkt  liegt. 

d)  Von  dem  gefundenen  Schnittpunkte  aus,  muss  sich  die 
Schnittgerade  in  zwei  Ebenen,  welche  in  die  vierte  Rubrik  ein- 
getragen werden,  fortsetzen,  bis  sie  in  ihrem  Laufe  durch  die 
Begrenzung  der  einen  oder  der  anderen  Ebene  aufgehalten  wird. 
Die  eine  Ebene  ist  nothwendigerweise  jene,  welche  schon  in  der 
Rubrik:  „Ebene*' eingetragen  wurde ;  die  zweiteEbene  muss 
sich  an  die  eingetragene  Kante  unmittelbar  an- 
schliessen. 

1365*  Durchdringung  zweier  Pyramiden.  Nehmen 
wir  an,  es  seien  zwei  Pyramiden  unter  gegebenen  Bedingungen 
in  orthogonalen  Projectionen  abgebildet  worden,  und  es  habe 
sich  der  Fall  (1362,  i,  1)  ergeben. 

Nehmen  wir  femer  an,  in  Fig.  163  sei  nur  eine  Projection 
gezeichnet,  die  andere  wegen  Raumersparnis  weggelassen  worden 
und  es  seien  p  das  Bild  der  Durchnittsgeraden  der  beiden  Basis- 
ebenen, SS^  die  Projectionen  der  Scheitelpunkte,  sowie  m  und  n 
die  Abbildungen  der  Schnitte  der  (im  Räume  liegenden)  Scheitel- 
linie S8*  mit  den  Basisebenen,  so  ist  der  Vorgang  folgender: 

a)  Durch  mn  und  einen  Stral  a  S  der  Stralenäache  F  wird  eine 
Hilfs ebene  F^'  gelegt;  ma  ist  ihr  Schnitt  mit  der  Basisebene  u] 
a*  ihr  Schnitt  mit  j9,  folglich  a'n  ihr  Schnitt  mit  der  Basisebene  v. 
a'n  schneidet  die  Basislinie  v  in  den  Punkten  a**a'**j  folglich  sind 
a"8\  a**'  &*  die  Bilder  der  Hilfisebenenschnitte  mit  der  Stralen- 
fläche  F*^  mithin  sind  nach  (1013)  die  Schnittpunkte  von  a8  mit 
a"S*  und  a'**8*  die  Bilder  jener  Punkte  der  Flächenkante  Sa^ 
welche  auf  der  Stralenfläche  F*  liegen.  Nach  (1364,  a)  wird  vor- 
derhand nur  der  eine  Schnittpunkt  bentltzt,  mit  1  bezeichnet  und 
nach  (1364, 6,  c)  in  die  Tabelle  eingetragen.  Die  Ebenen,  in  welchen 
der  Schnitt  weiter  geht,  sind  9%  S*  und  nach  (1364,  d)  eine  an  a5 
sich  anschliessende  Ebene.  Da  uns  die  Wahl  freisteht,  jede  der 
beiden  in  a/S  zusammentreffenden  Ebenen  zu  benützen,  so  müssen 
wir  uns  für  eine  derselben,  z.  B.  fbr  ab 8^  entscheiden,  sonach 
wird  ah 8  in  die  Tabelle  eingetragen. 

h)  Nun  sehe  man  in  die  letzte  Rubrik  der  Tabelle  und  sage : 
entweder  wird  eine  Seite  der  Ebene  ab 8  mit  der  Ebene  ghS* 
oder  eine  Seite  der  Ebene  ghS'  mit  der  Ebene  ab 8  zum  Durch- 
schnitt gebracht  Wählen  wir  6S,  so  ist  der  Schnitt  von  bS  mit 
ghS'  zu  suchen.  Es  wird  daher  durch  mn  und  dea  Stral  bS  (genau 
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80  wie  vorhin  durch  mn  nni  aS)  eine  Hilftcbene  P'  (wenn  keine 
Irrung  zu  befürchten  ist,  so  kann  man  alle  Hilfsebenen  mit  dem- 
i?elben  Buchstabon  F"  bezeichnen)  gele^^t  und  ihr  Schnittpunkt  2 
mit  der  Ebene  ghS'  gesucht  (Der  zweite  Schnittpunkt  der  Seite  bß 
wird  einstweilen  aufgehoben;  nur  bei  grösserer  Uebung  kann  man 
gleichzeitig  auch  die  ^Schnittlinien  construieren ,  welche  sich  durch 
die  zweiten  Punkte  ergeben.)  Punkt  2  wird  mit  Punkt  1  durch 
eine  Gerade  verbunden, 

c)  Wenn  zwei  aufeinanderfolgende  Schnittpunkte  durch  eine 
Gerade  verbunden  werden,  so  berücksichtige  man,  ob  die  beiden 
Ebenen,  in  welchen  die  Schnittgerade  liegt)  dem  projicierenden 
Auge  sichtbar  sind.  Ist  es  der  Fall ,  so  wird  die  Schnittgerade 
voll  gezogen;  ist  aber  mindestens  eine  der  beiden  Ebenen  dem 
projicierenden  Auge  unsichtbar,  so  ist  die  Schnittgerade  zu  punktiren. 

d)  Der  gefundene  Punkt  2  wird  in  die  Tabelle  eingetragen. 
Der  Schnitt  geht  weiter  in  der  Ebene  ghS'  und  in  der  an  bS 
sich  anschliessenden  Ebene  bcS^  welche  ebenfalls  in  die  Tabelle 
eingetragen  wird.  Nun  kann  man  entweder  eine  Seite  der  Ebene 
bcS  mit  der  Ebene  ghS*^  oder  eine  Seite  der  Ebene  ghi^  mit 
bcS  zum  Durchschnitt  bringen.  Wählen  wir  gS\  so  ist  durch 
mn  und  gS'  eine  Hilfsebene  P*  zu  legen  und  bcSza  schneiden. 
Man  verbindet  daher  n  mit  g,  sucht  den  Schnitt  g'  von  ng  mit 
p  und  zieht  jf'm,  so  wird  g'm  die  Gerade  &c  in  einem  Punkte 
r/"  schneiden  und  g''8  wird  ^^S'  in  dem  gesuchten  Punkte  3 
treffen.  2  wird  mit  3  durch  eine  punktierte  Linie  (1364,  c)  ver- 
bunden. Sodann  wird  3  in  die  Tabelle  eingetragen  und  gefun- 
den, dass  der  Schnitt  in  der  Ebene  beS  und  in  der  an  die  Kante 
gS'  sich  anschliessenden  Ebene  fg^S'  weiter  geht. 

e)  Hilf 6 punkte.  Sucht  man  jetzt  den  Schnitt  der  Seite 
cS  mit  der  Ebene  fgS'  (siehe  Tabelle),  so  hat  man  die  Geraden 
mcc'  und  &n  zu  ziehen.  Letztere  schneidet  aber  fg  erst  in  der 
Verlängerung  in  c'^,  folglich  liegt  der  Schnittpunkt  der  Kante  cS 
mit  der  Ebene  fgß^  ausser  den  Grenzen  dieser  Ebene.  Nichts- 
destoweniger benützt  man  diesen  Punkt  fUr  die  Durchdringung, 
nennt  ihn  einen  Hilfspunkt  und  bezeichnet  ihn  statt  mit  4 
durch  4'.  Wird  der  Hilfspunkt  4'  mit  3  verbunden,  so  ist  die 
Gerade  34'  nur  soweit  zu  ziehen,  bis  die  Grenze  der  Ebene /^^S' 
erreicht  wird;  dieser  Punkt  ist  erst  mit  4  zu  bezeichnen  und  in 
die  Tabelle  einzutragen. 
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Auf  diese  Art  wird  die  Durchdringung  fortgesetzt ,  bis  in 
der  Reihenfolge  der  Punkt  1  wieder  erscheint  und  die  Durch- 
dringungslinie somit  geschlossen  ist. 

1366.  Wann  ist  eine  Durchdringung  zweier  Stra- 
lenflächen  eine  vollständige? 

Wenn  von  einer  Stralenfläcbe  alle  Flächenstralen  die  an- 
dere Stralenfläche  durchdringen,  wie  dies  in  Fig.  163  geschieht. 
In  einem  solchen  Falle  sind  zwei  getrennte  Linien  (der  Ein-  und 
der  Austritt)  vorhanden.  Ist  die  Durchdringung  unvollständig,  so 
bildet  die  Austrittslinie  mit  der  Eintrittslinie  einen  zusammen- 
hängenden Linienzug  (Fig.  164). 

1367.  Um  sich  selbst  Beispiele  fQr  die  Durchdringung  zweier 
Stralenflächen  zu  wählen ,  entscheide  sich  der  Lernende  zuerst 
dariiber,  von  welcher  Art  (1051)  diese  Stralenflächen  sein  sollen.  Ist 
dies  geschehen,  so  frage  er  sich,  welche  Lage  soll  die  erste  und 
welche  Lage  die  zweite  Stralenfläche  gegen  die  Bildebene  ein- 
nehmen. Diese  Frage  wird  sich  der  Lernende  am  leichtesten  be- 
antworten, wenn  er  etwa  mit  den  Fingerspitzen  den  Stralen  der 
einen  Fläche  nachfahrend,  sich  dieselbe  versinnlicht  und  dann 
beurteilt,  welche  Lage  wol  die  zweite  Stralenfläche  wird  annehmen 
können,  auf  dass  sie  die  erste  durchdringt. 

Hat  man  sich  über  die  Lage  der  beiden  Stralenflächen  ent- 
schieden, so  beurteilt  man  weiter,  welche  Lagen  die  Basisebenen 
und  die  Scheitel  der  Stralenflächen  einnehmen  müssen,  und  nimmt 
diesem  Urteile  entsprechend  die  Spuren  der  Basisebenen  und  die 
Projectionen  der  Scheitelpunkte  an.  Bisweilen  wird  man  bequemer 
statt  der  beiden  Spuren  nur  eine  Spur  und  eine  zu  ihr  parallele 
Spurparallele,  oder  überhaupt  zwei  zueinander  parallele  Gerade 
der  Ebene  wählen. 

Ist  keine  Nothwendigkeit  vorhanden,  dass  die  Basislinie  u 
der  ersten  Stralenfläche  Fy  in  der  ebenfalls  mit  u  zu  bezeichnen- 
den Basisebene  eine  bestimmte  Lage  einnehme  und  eine  gegebene 
Gestalt  besitze,  so  wird  man  die  eine  Projection  der  Basislinie 
der  Vorstellung  entsprechend  annehmen  und  die  zugeordnete 
Projection  construieren.  Auf  diese  Art  gelangt  man  zu  den  Bil- 
dern der  zur  Durchdringung  zu  bringenden  Stralenflächen ,  auf 
welche  man  nun  (1362)  zur  Anwendung  bringt 

Denken  wir  uns  ein  horizontales  sechsseitiges  Prisma  F  von 
rechts  gegen  links  der  Bildebene  II  sich  nähernd,  die  Basis* 
ebenen  senkrecht  zur  Bildebene  I,  so  kann  dieses  Prisma  etwa 
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Fig.  164. 


d,  Cii^      y.    a« 


80  dargestellt  werden, 
wie  es  die  Fig.  164 
zeigt.  Das  Prisma  soll 
von  einer  abgestutzten 
sechsseitigen  Pyramide 
durchdrungen  werden, 
deren  Basisebene  die 
Bildebene  II  sein  soll. 
Um  die  zweite  zur 
Basisebene  parallele 
kleinere  Basislinie  zu 
zeichnen ,  bedenke 
man,  dass  in  jeder 
Bildebene  die  beiden 
Basislinien  sich  per- 
spectivisch  ähnlich 
projicieren.  Man  mache 
demnach  die  Strecke 
a'jt'j  parallel  mit  a^tj 
und  ziehe,  weil  das 
Centrum  der  perspec- 


Fig.  166. 

i 


tivischen  Lage   unbenutzbar   liegt,    durch  a\  eine  Parallele  »u 
a^C2  und  durch  6'^  eine  Parallele  zu  ftjCj,  so  gibt  ihr  Schnitt  den 
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Punkt  e'3 ,    die  Ordinale  den  Punkt    c'^.    Auf  gleiche  Art  findet 
man  d\d\j  ^*^e>\  nndf^fi* 

Die  Durchdringung  kann  mit  irgend  einer  Kante  begonnen 
werden.  Am  vorteilhaftesten  wird  es  sein^  alle  Schnittpunkte  der 
Kanten  mittels  Deckgeraden  zu  construieren  (1362,  a,  2).  Das 
Beispiel  in  Fig.  164  zeigt  eine  unvollkommen^  Durchdringung, 
weil  die  Austrittslinie  mit  der  Eintrittslinie  einen  zusammenhän- 
genden einzigen  Linienzug  bildet. 

Wenn  der  Lernende  die  Methoden  versteht,  die  Projectionen 
des  Durchschnittes  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  aufzufinden, 
und  die  Tabelle  zum  Eintragen  der  Schnittpunkte  anzuwenden, 
so  wird  es  ihm  nickt  schwer  fallen,  die  Durchdringung  zu  con- 
struieren. 

Es  sei  hier  bemerkt ,  dass  der  Lernende  nicht  die  Figur 
aus  dem  Buche  auf  das  Zeichnenblatt  übertrage,  sondern  dass  er 
die  Figuren  in  grösserem  Massstabe  sich  selbst  annehme ,  wo- 
durch selbstverständlich  auch  die  Durchdringungsfigur  anders 
ausfallen  wird. 

1368.  In  Fig.  165  soll  ein  senkrechtes  Prisma  von  quadra- 
tischer Basis  mit  einer  senkrechten  Pyramide,  ebenfalls  von  quadra- 
tischer Basis  zum  Schnitt  gebracht  werden.  Beide  Quadrate  ab  cd 
und  efgh  liegen  in  einer  Ebene  t«,  deren  Neigung  gegen  die 
Bildebene  11  durch  ü^  gegen  2-^3  gegeben  ist. 

Um  die  zweiten  Bilder  der  Quadrate  construieren  zu  können, 
zeichne  man  (§.  42)  zuerst  ihre  Congruenz-Projectionen  in  der  Bild- 
ebene 11,  wodurch  die  wahre  Grösse  und  relative  Lage  der  beiden 
Quadrate  a"6"c"d*'  und  e"/"gf"A"  ersichtlich  wird.  Es  wurde  an- 
genommen, beide  Quadrate  haben  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt 
0^'  und  die  Seiten  des  einen  seien  zu  den  Diagonalen  des  andern 
parallel. 

Trägt  man  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  a"  von 
Ö2  nach  Oaa  auf,  so  ist  a,  das  dritte  Bild  von  a  und  zieht  man 
durch  a,  eine  Ordinale,  bis  die  durch  a''  auf  ü^  senkrecht  ge- 
zogene Gerade  getroffen  wird,  so  erhalten  wir  das  zweite  Bild  a,. 
Der  Ein&chheit  wegen  sollen  alle  Zeiger  2  weggelassen  werden. 

Betrachtet  man  ü^  als  Begegnungsgerade,  a'^a  als  zwei  ver- 
wandte Punkte  von  zwei  porspectivisch-affinen  Gebilden, 
so  kann  man  sehr  leicht  das  zweite  Bild  der  beiden  Quadrate 
construieren. 
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Sind  die  Höhen  dea 
Prismas  und  der  Pyra- 
mide gegeben,  so  trä)i^ 
mau  sie  im  dritten  Bilde 
nach  o,  Ä,  und  o,  S,  anf 
und  ermittelt  aus  ihnen 
Ä  and  s.  Es  lösst  sich 
Bödann  das  zweite  Bild 
vom  Prisma  und  von  der 
Pyramide  ohne  Mühe  her- 
stellen. 

Um   die  Durohdrin- 
gung  zu  construieren,  be- 
achte man  die  Fragen  in  (1362)  und  findet,  dass  hier  (1362,  b,  3) 
vorliegt,  denn  die  Scheitellinie  schneidet  die  Basisebene  in  o.  Legt 
Fig.  169. 


man  durch  ae  und  die  Scheitellinie  $o  eine  F<I>nnc,  so  schneidet 
diese  das  Prisma  in  den  zu  den  Kanten  parallelen  Geraden,  wo- 
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darch  sieb   die  Scbnitte  von  se  mit  dem  Prisma  ergeben.     Die 
weitere  Constraction  der  Darchdringang  ist  selbstverständlicb. 

1369.  Was  für  Gebilde  lassen  sich  ans  einer  jeden 
Durchdringung  ableiten? 

a)  Durchbrechungen. 

b)  Flächen-Combinationen. 

ad  a)  Die  Durchbrechungen  entstehen,  wenn  man  bei  der 
Durchdringung  von  zwei  körperlichen  Räumen  die  Höhlung  zeichnet, 
welche  der  eine  Körper  im  anderen  erzeugt.  In  Fig.  166  wurde 
die  Durchbrechung  der  Pyramide  S'  aus  Fig.  163  dargestellt. 

ad  b)  Eine  Fiächen-Combination  nennt  man  den  als  selbst- 
ständiges Gebilde  dargestellten  gemeinsamen  Raum ,  welcher  bei 
der  Durchdringung  von  zwei  oder  mehr  körperlichen  Räumen  ent- 
steht In  Fig.  167  wurde  die  Flächen-Combination  der  in  Fig.  163 
zum  Schnitt  gebrachten  Stralenflächen  abgebildet  und  in  Fig.  168 
die  der  Durchdringung  in  Fig.  165  entsprechende  Flächen-Com- 
bination dargestellt  Die  eine  der  in  Combination  getretenen  Flächen 
wurde  schraffiert. 

1370.  Die  Darstellungen  von  Flächen-Combinationen  bieten 
ein  reiches  Feld  fQr  constructive  Uebungen;  denn  hiehergehören 
die  Formen  der  Kristalle ,  sowie  die  Formen  einer  Unzahl  von 
industriellen  und  Kunst-Gegenständen.  Der  Lernende  beachte  nun 
deren  Gestalten  und  versuche  viele  derselben,  welche  Interesse 
bieten,  einer  geometrischen  Abbildung  zu  unterziehen. 

Darehdringangeii  gekrümmter  Stralenflächen.    Aufgaben  Aber  die 

Darehdringung  anderer  Flächen. 

§.  67. 

1371.  Die  Durchdringungslinien  gekrümmter  Stralenflächen 
unterscheiden  sich  von  jenen  ungekrümmter  Stralenflächen  nicht 
in  der  Methode  ihrer  üonstruction,  sondern  darin,  dass  sie  Curven 
sein  müssen  (ausgenommen,  wenn  die  Durchdringung  längs  eines 
Flächenstrales  erfolgt),  während  sie  bei  den  letzterwähnten  Flächen 
Polygone  sind. 

In  einem  gegebenen  Falle  wendet  man  wieder  (1362)  an, 
achtet  aber  sorgsam  darauf,  dass  die  Fläcbenstralen  in  ihrer  na- 
türlichen Aufeinanderfolge  udd  nicht  in  allzuweiten  Entfernungen 
auf  der  einen  Fläche  angenommen  und  mit  der  anderen  zum 
Schnitt  gebracht  werden. 

1372.  Punkte  einer  Durchdringung,  welche  eine  besonders 
zu  beachtende  Lage  erhalten,   sollen  bcBondere  Punkte  ge*» 
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nanDt  werden.  Za  den  besonderen  Pankten  gehören  namentlich 
jene ,  welche  in  den  Contonren  der  Flächen  sich  befinden,  bis- 
weilen auch  solche,  welche  einer  Bildebene  am  nächeten  oder 
fernsten  liegen. 

1373.  Durchdringung  zweier  Kegelfläcben.  Denken 

wir  uns  in  Fig.  169  links  eine  Ebene  u  mit  der  Oberseite  als  Kück- 

8eite(§.31)znr Basis  eines  senkrechten Rreiskegels gewählt,  dessen 

Scheitel  S,  3^  unter  u  liegt  Nehmen  wir,  wenn  keine  weiteren 

Fig.  J70. 


Bedingungen  vorliegen,  Ä,  und  die  Projectionen  (?,  0,  des  Kreis- 
centroma  0  an,  oonstraieren,  etwa  unter  BenQtzAtig  einer  zu  ü, 
»enkrochten  Bildebene  III  (667),  die  Kreisbililer  und  die  Bilder 
der  zau  senkrechten  Kegelaxe  OS  (T05),  welche  entweder  eine 
gegebene  Länge  besitst  oder  beliebig  lang  angenommen  werden 
kann  (710),  nnd  ziehen  die  Contonren  der  Kegelbilder. 

Hierauf  constmiereu  wir  die  Bilder  eines  zweiten  senkrechten 
Kreiskegels,  dessen  Basis  in  der  GMindrisflebene  I  liegt,  deaaen 
Äxe  aber  die  Axe  des  ersten  K^da  S  sobneidet 

Um  die  Durchdringungslinie  beider  Flttohen  zu  ermitteln, 
boMbte  man  (1863)  und  findet  den  Fall  {d,  1).    Ea  hätte  sich 
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zwar  auch  für  die  Bildebone  I  der  Fall  (1362,  6,  1)  ergeben,  der 
Belehrung  wegen  wurde  jedoch  (rf,  1)  genommen. 

Es  sei  nun  Si  b^ ,  S^  h^  ein  auf  dem  Kegel  S  angenomme- 
ner Stral.  Man  projioiere  ihn  parallel  mit  der  Scheitellinie  Ss 
auf  die  Basisebene  des  Kegels  «,  d.  i.  auf  die  Bildebene  I ,  so 
wird  01  die  Projection  von  aS  und  c,  die  Projection  von  6,  mit- 
hin ist  Ol  C|  der  Schnitt  der  durch  bS  und  8s  gelegten  Hilfs- 
ebene mit  der  Basisebene  I.  Diese  Spur  schneidet  die  Basis  von 
8  in  den  Punkten  d|  und  e^^  folglich  sind  sd^  und  «6,  jene  Stralen 
des  Kegels  «,  welche  mit  Sb  in  einer  und  derselben  Hilfsebene 
liegen,  daher  f^  und  g^  die  ersten  Bilder  des  Durchschnittes  vom 
Strale  Sb  mit  der  Kegelfläche  s. 

Da  das  zweite  Bild  £»2^2  ^^^^  nshe  an  die  Contour  des 
Kegels  S  fällt,  so  fallen  auch  die  zweiten  Bilder  «2  und  /,  sehr 
nahe  an  diese  Contour. 

Suchen  wir  nach  diesem  Verfahren  in  einer  geordneten 
Reihenfolge  noch  genügend  viele  Punkte,  namentlich  aber  die 
besonderen  Punkte,  welche  in  den  Contouren  liegen  und  verbin- 
den wir  sie  während  der  Construction  durch  eine  feine  Linie, 
um  eine  Uebersicht  in  der  Reihenfolge  zu  gewinnen,  so  können 
wir  zuletzt  eine  endgiltige  Verbindung  der  Schnittpunkte  zum 
Bilde  der  Durchdringungslinie  herstellen. 

Das  erste  Bild  der  Durchdringungslinie  in  Fig.  169  besteht 
aus  zwei  geschlossenen  Curven,  deren  jede,  wie  leicht  einzusehen, 
bezüglich  S^  0,  symmetrisch  sein  muss. 

Die  kleinere  Gurve  liegt  ganz  auf  der  Vorderseite  des  Kegels 
8y  mithin  kann  ihr  zweites  Büd  die  Contour  des  Kegels  s  nicht 
überschreiten. 

Die  Grössenverhältnisse  der  beiden  Kegel  sind  überdies 
noch  von  der  Art,  dass  die  tangierende  Ebene,  welche  durch  die 
Scheitellinie  Ss  B.n  den  Kegel  S  geführt  wird,  den  Kegel  s  durch- 
schneidet Die  Schnittstralen  sind  notb  wendiger  weise  Tangenten 
an  die  Sch'nittcurven. 

Würde  die  durch  Ss  gehende  tangierende  Ebene  beide  Kegel 
berühren,  so  würden  auch  die  Schnittcurven  gemeinsame  Tan- 
genten erhalten. 

1374.  Ein  Beispiel  einer  Durchdringung  einer  Kegel- 
fläche mit  einer  Cylinderfl&che  ist  in  Fig.  170  gegeben.  Da- 
selbst ist  ein  Kegel,  mit  seiner  Höhlung  nach  oben  gewendet,  dar- 
gestellt Die  Basislinie  (welche  etwa  als  eine  Kreislinie  angenom- 
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men  werden  kann),  soll  gleichzeitig  auch  die  Basislinie  fiir  den  Cy- 
linder  sein;  dessen  Stralenrichtung  durch  den  Pfeil  L,  L^  gegeben  ist. 

'  Nach  (1362)  findet  man  den  Fall  (b,  3). 

Um  die  Durchdringung  zu  finden,   ziehe  man   die  Scheitel - 

Hnie  beider  Flächen,  welche  nun  durch  8  parallel  zu  L  geht,  und 

suche  ihren  Schnitt  orj^^i  mit  der  gemeinsamen  Basisebene.  Legt 

man  durch  sö  und  irgend  einen  Stral  s^a^y  »a^2   ^^^  Kegels  s 

eine    Hilfsebene ,     so 


/ 
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muss  das  erste  Bild 
1^1  a,  der  Schnittgera- 
den dieser  Hilfsebefte 
mit  der  Basisebene 
sein.  Ca  schneidet  die 
Basislinie  .  noch  in 
einem  Punkte  a',  durch 
welchen  Punkt  ein  Cy- 
linderstral  geht,  der 
mit  dem  Kegelstrale  sa 
in  einer  HUfsebene 
liegt;  mithin  muss  der 
Schnittpunkt  A^  A2 
der  Schnitt  des  Cylin- 
derstrales  a'  A  mit 
der  Kegelfläche  sein. 
Durch  eine  Reihe  der- 
art bestimmter  Schnitt- 
punkte erhält  man  die  Darstellung  der  Durchdringungslinie. 

Wie  aus  der  Construction  hervorgeht,  muss  das  erste 
Bild  der  Durchdringungslinie  durch  jene  Punkte  5,  c,  gehen,  in 
welchen  die  von  <^,  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  den  Kreis 
berühren. 

1375.  Wie  construiert  man  in  irgend  einem  Punkte 
A  einer  Durchdringungslinie  zweier  gekrümmten 
Stralenflächen  eine  Tangente  an  die  Durchschnitts- 
curve?      ' 

Die  Tangente  muss  in  den  tangierenden  Bbenen  liegen» 
welche  sich  in  diesem  Punkte  an  beide  Flächen  legen  lassen, 
also  muss  sie  die  Durchschnittsgerade  beider  tangierenden  £be- 
pen  sein, 
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Je  nach  der  besonderen  Lage  der  beiden  Tangentenebenen, 
läsBt  sich  ihre  Darchschnittsgerade  mehr  oder  weniger  einfach 
bestimmen.  In  Fig.  170  wird  man  in  aj  and  a\  Tangenten  an 
den  Kreis  ziehen,  welche  die  Schnitte  der  beiden  Tangenten- 
ebenen des  Punktes  A  mit  der  Kreisebene  vorstellen,  folglich 
geht  durch  den  Punkt  A'  das  erste  Bild  der  Tangente  in  A. 

1376.  Wenn  zwei  Stralenflächen  eine  Linie  ü.  Ord- 
nung zur  gemeinsamen  Basis  haben,  so  ist  diese  Basis 
schon  eine  Durchdringungslinie  beider  Fl&chen. 
Ausser  dieser  besitzen  sie  aber  noch  eine  Durch- 
dringtthgslinie,  welche  elienfalls  der  ü.  Ordnung  an- 
gehört. 

Beweis: 

a)  Es  seien  in  Fig.  171  SS*  die  Scheitelpunkte  zweier  Kegel- 
flächen (eigentlich  nur  ihre  Bilder),  deren  gemeinsame  Basis  manb 
eine  Linie  II.  Ordnung  ist  Es  sei  yorausgesetzt,  die  Basisebene 
u  schneide  die  Scheitellinie  SS'  im  Punkte  P.  Durch  PSS'  lege 
man  eine  Ebene  ti»,  welche  u  in  der  Oeraden  Pdb^  folglich  die 
Stralenflächen  in  /Sa,  Sb^  S'oy  S'b  schneidet  Die  letzteren  vier 
Oeraden  schneiden  sich  noch  in  zwei  Punkten  c  und  d,  welche 
offenbar  Punkte  der  zweiten  Durchdringungslinie  sind,  um  zu 
beweisen,  dass  alle  wie  c  und  d  bestimmten  Punkte  in  einer  Linie 
n.  Ordnung  liegen,  bedenke  man,  dass  jener  Punkt  6,  in  welchem 
cd  die  Gerade  Pab  schneidet,  der  Durchschnitt  von  cd  mit  der 
Basisebene  u,  und  der  Punkt  Q  der  Durchschnitt  von  ed  mit  der 
Scheitellinie  SS'  ist.  Nun  ist  aber  in  dem  aus  den  vier  Punkten 
abed  gebildeten  yoUständigen  Vierecke  nach  (308)  Paeb  eine 
harmonische  Punktr^|i,  folglich  liegt  e  in  der  Polare  des  Punktes  P 
(409);  also  durchschneiden  alle  Sehnen,  welche  so  wie  cd  bestimmt 
werden,  die  Ebene  ii  in  Punkten  einer  geraden  Linie,  welche  die 
Polare  des  Punktes  P  bezüglich  der  gemeinsamen  Basislinie  ist 

b)  Ferner  ist  auch  nach  (308)  PS'QS  eine  harmonische 
Punktreihe;  weil  aber  die  Punkte  PS'S  unverändert  bleiben,  so 
ist  Q  stets  jener  Punkt ,  in  welchem  alle  wie  cd  bestimmten 
Sehnen  die  Scheitellinie  SS'  schneiden,  und  nun  kann  man  fol- 
gern: weil  alle  wie  cd  bestimmten  Sehnen  sich  in  einem  Punkte 
Q  treffen  und  die  gemeinsame  Basisebene  in  Punkten  der  Polare 
des  Punktes  P  schneiden,  so  liegen  sie  in  einerlei  Ebene.  Also 
ist  auch  die  zweite  Durchdringungslinie  der  beiden  Stralenflächen 
eine  ebene  Curve  und  da  dieselbe  eine  Projection  der  gemein- 

SdÜMlBftr,  G«om«tri«,  26 
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Samen  BaBisIinie  auf  die  .durch  die  Polare  mn  des  Punktes  P  und 
den  in  der  Reihe  PS' 8  mit  P  harmonisch  liegenden  Punkt  be- 
stimmten Ebene  ist,  so  muss  sie  ebenfalls  eine  Linie  II.  Ordnung 
sein  w.  z.  b.  w. 

Für  diö  zweite  Schnittcurve  ist  Q  der  Pol  der  Polaren  mn,  also 
sind  Qm  und  Qn  Tangenten  an  die  .zweite   Durchdringungslinie. 

Es  lässt  sich  somit  das  Bild  der  Durchdringungslinie  nach 
den  Gesetzen  der  perspectiyiscfaen  Collineation  ermitteln. 

Fig.  172. 


1377.  In  Fig.  170  ist  die  construierte  Durchdringungslinie, 
nach  (1376),  eine  Linie  11.  Ordnung  und  nach  (1376,  b)  muss 
ihre  Ebene  die  Gerade  sff  in  einem  Punkte  Q  schneiden,  welcher 
xvai  2.  80  von  s  entfernt  ist,  weil  80  Qoo  eine  harmonische 
Reihe  ist. 

1378.  Ein  Beispiel  über  die  Durchdringung  zweier 

Cylinder  flächen. 

In  Fig.  172  wurde  eine  zur  Bildebene  II  geneigte  Ebene  w 
angenommen ,  auf  welcher  die  tangierenden  Ebenen  zweier  kreis* 
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cylindrischen  gleich  hohen,  einander  senkrecht  durchschneidenden 
Gewolbsflächen,  senkrecht  aufstehen. 

Man  soll  im  zweiten  Bilde  beide  Flachen  sammt  ihrer  Durch- 
dringung darstellen,  also  axonometrisch  abbilden. 

Zeichnet  man  in  einer  zur  Ebene  w  parallelen  etwas  tiefer 
gelegten  Ebene  if/,  welche  man  sich  um  üp's  in  die  Bild- 
ebene II  umgelegt  oder  congruent  projiciert  denkt ,  die  ortho- 
gonalen Projectionen  beider  Cylinder,  so  erscheint  der  eine  als 
das  Rechteck  ofVefd*  ^  der  andere  als  ein  Rechteck,  dem  ^f  als 
Seite  angehört 

Uebertragt  man  den  Abstand  h**'V  nach  oh^  und  zieht  durch 
\  eine  Ordinale  zu  ^X^^  so  erhält  man  ft,.  (Wir  wollen  der  Ein- 
ihchheit  wegen  die  Zeiger  2  überall  weglassen ,  mithin  ist  h  das 
zweite  Bild  jenes  Punktes  h^  welcher  in  der  Ebene  ro  gegen  t^^ 
dieselbe  Lage  einnimmt^  wie  sie  V  gegen  ^\  besitzt) 

Wie  man  die  übrigen  Punkte  des  zweiten  Bildes  der  in  der 
Ebene  vo  liegenden  Figur  construiert,  ist  nach  den  Lehren  der 
axonometrischen  Projection  klar. 

Ist  h^B^  die  Höhe  der  Beruhrungsstralen  über  der  Ebene 
tr,  so  ergibt  sich  aus  B^  das  zweite  Bild  B  und  mit  a&cde/per- 
spectivisch  congruent  das  Bild  ABCDEF  der  Anlaufslinie  der 
Gewolbeflache. 

Um  sowol  die  Bilder  der  E[reise  an  den  Stirnseiten  der  Ge< 
Wölbeflächen,  als  auch  die  Bilder  der  Durchdringungslinie  beider 
Cylinderflächen  zu  erhalten  (1362,  &>  5);  denke  man  sich  die 
E>eise  an  den  Stirnseiten  bei  AB  und  EF  umgelegt ,  wodurch 
sich  in  der  Ebene  w*  über  afb*  und  e/f  als  Durchmesser  Kreise 
ergeben. 

Zieht  man  in  gleichen  Abständen  zu  a'V  und  e'f  paral- 
lele gerade  Linien,  wodurch  sich  die  Punkte  g"hf'  ergeben,  so 
stellen  diese  Linien  die  Schnitte  einer  mit  w  parallelen  Hilfs- 
ebene mit  den  Stirnseiten  der  Gewölbefläche  vor ;  die  orthogonalen 
Projectionen  dieser  Punkte  auf  der  Ebene  to'  erscheinen  in  den 
Punkten  g*  und  A^ 

um  den  Abstand   des  Punktes  G  über   dem  Durchmesser 

AB  zvi  finden,  denke  man  sich  einen  Proportional winkel  mit  b^Bz 

als  Radius,  &£  als  Sehne,  verändere  die  Länge  g'g"  diesem  Winkel 

entsprechend  und  trage  die  veränderte  Länge  von  g  nach  G  auf, 

so  ist  G  ein  Punkt  vom  Bilde  des  Kreises  über  AB^ 

26« 
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Sacht  man  in  gleicher  Art  auch  den  Punkt  H  und  sieht 
durch  beide  Punkte  die  Bilder  der  entsprechenden  Cylinderstralen, 
80  ergibt  sich  in  J  das  Bild  eines  Punktes  der  Durchdringungs- 
linie^  welche,  wie  leicht  nachzuweisen ,  ans  swei  ebenen  Curven, 
also  aus  Linien  der^IL  Ordnung  besteht 

Der  Cylinder  EF  wurde  über  die  Durchdringungslinie  hinaus 
nicht  fortgesetzt. 

K  ergibt  sich  als  der  höchste  Punkt  der  Durchdringung. 

1379.  In  Pig.  173  wurde  ein  Kegel  und  ein  Cylinder  in 
einer  ParallelProjection  abgebildet  und  der  Fall  (1362,  b,  2)  yor- 
ausgesetzt  Dabei  sei  p  das  Bild  der  Schnittgeraden  der  beiden 

Fig.  173. 


Basisebenen  und  m  das  Bild  des  Schnittes  der  Scheitellinie  mit 
der  einen  Basisebene  des  Cylinders.  Die  Durchdringung  ist  eine 
unvollständige  I  indem  Ein-  und  Austrittslinie  einen  zusammen- 
hängenden Linienzug  bilden. 

Von  besonderen  Punkten  sind  jene  zu  erwähnen,  in  welchen 
,  die  Schnittcurve  von  den  Flächenstralen  berührt  wird.  Zieht  man 
durch  m  eine  Tangente  ma*  und  durch  a'  eine  Parallele  zur  Scheitel- 
linie  mS^  so  ergeben  sich  in  der  Kegelbasis  zwei  Schnittpunkte 
a" of"^  wobei  man  findet,  dass  der  Flächenstral  aa*  in  den 
Kegel  in  den  Punkten  1  und  11  ein-  und  austritt  Hieraus  erkennt 
man,  dass  ein  Teil  der  Flächenstralen  des  Kegels  den  Cylinder  nicht 
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Bchneidety  dass  8a^\  Sa'^  die  Grenzen  dieses  Teiles  sind,  und 
dass  somit  in  1  and  11  die  Darchdringongslinie  die  Straten  ^o^^, 
8a'"  berührt 

Ebenso  zeigt  die  in  der  Basisebene  des  Kegels  zur  Scheitel- 
linie mS  parallele  Tangente  jP^/  mittels  der  Geraden  mf  an^  dass 
die  daroh  /  und  i  gehenden  CjUnderstralen  die  Ghrenzen  jener 
Cylinderstralen  bilden,  welche  in  den  Kegel  eindringen,  folglich 
werden  diese  Ghrenzstralen  von  der  Dorchdringangslinie  in  den 
Punkten  6  und  14  berührt. 

Der  Lernende  wolle  die  Durchbrechung  des  Cylinders  und 
die  Combinationsflache  (1369,  b)  darstellen. 

1380.  In  Fig.  174  sind  zwei  senkrechte  Exeiskegelflächen 
gegeben.  Die  Basis  des  einen  liegt  in  der  horizontalen,  jene  des 
anderen  in  der  yertioalen  Projecttonsebene,  jedoch  so,  dass  die 
Kegelaxen  sich  schneiden« 

Nach  (1362)  findet  man  hier  den  Fall  (i,  2).  Nur  ist  zu 
bemerken,  dass  sich  auf  die  Stralen  Sa^  8  b  der  Fall  (a,  2)  an- 
wenden lässt,  indem  die  zu  a^^a^a  ^^  ^^^  Fläche  des  Kegels 
S'  gesuchte  Decklinie  ein  horizontaler  Kreis  ist,  dessen  erstes 
Bild  die  Geraden  iSiag,  8^bi  in  vier  Punkten  schneidet,  welche 
dem  ersten  Bilde  der  Durchdringungslinie  angehören.  Femer  ist 
auch  zu  beachten,  dass  die  Stralen  Scj  Sd  und  S'e,  8'f  in  einer 
Ordinatenebene  liegen,  dass  sonach  ihre  gegenseitigen  Durch- 
schnittspunkte  mittels  einer  dritten  Bfldebene  bestimmt  werden 
können,  wie  dies  aus  der  Ermittelung  des  Punktes  g^g^gi  zu 
ersehen  ist« 

Wird  jetzt  ein  allgemeiner  Flachenstral ,  z.  B.  S^h^j  S^h^ 
angenommen,  so  projiciert  man  nach  (1362,  d^  2)  zwei  Punkte 
des  Strales  8^h^f  8ghi  aus  S'2^\  auf  die  Basisebene  I,  wodurch 
beispielsweise  die  Punkte  t|  k^  erhalten  werden.  Die  Gerade  i^  k^ 
schneidet  die  Basislinie  in  fign,,  folglich  sind  die  Punkte,  in 
welchen  8'm^y  8'n^  die  Gerade  Sh  schneiden,  zwei  Punkte  der 
Durchdringungslinie.  Auf  diese  Weise  construiert  man  noch  eine 
hinreichende  Menge  von  Punkten  und  verbindet  sie  schliesslich 
zu  den  BÜdem  der  Durchdringungslinie. 

Der  Lernende  wolle  nachweisen,  dass  die  Dnrchdringungs- 
linie  sich  auf  einer  zu  den  Kegelazen  parallelen  Ebene  als  ein 
Teil  einer  Hyperbel  projiciert 

1381.  Denkt  man  sich  in  Fig.  164  jeder  Basislinie  eine 
Cunre  umschrieben,  so  entsteht  die  Angabe,  die  Durchdringung 
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einer  Cylinderfläche  mit  einem  abgestutzten  Kegel  sa  bestimmen. 
Dieses  Beispiel  kann  man  nach  dem  Falle  (13629  dj  2)  behan- 
deln, weil  sich  alle  Stralen  des  Kegels  parallel  mit  den  Cylinder- 
stralen  auf  die  Basisebene  des  Cylinders  ohne  besondere  Mühe 
projicieren  lassen. 

Wird   aber  statt  des  Cylinders   ebenfalls  ein   abgestutzter 
Kegel  angenommen,  dann  verfahrt  man  nach  (1362,  dy  3). 

1382.  Es  bleibe  dem 
Lernenden  überlassen» 
die  in  (1362)  erwähn- 
ten hier  nicht  dorohge- 
föhrten  Fälle  auszuarbei- 
ten; auch  Durchdringun- 
gen von  gekrümmten  mit 
ungekrümmten  Stralen- 
flächen,  sowie  die  Netz- 
linien der  Durchs 
dringUBgslinie  im 
Netze  der  einen  oder  der 
anderen  Stralenflache  zu 
construieren. 

1388.  Von  geometri- 
schem Interesse^  sind  die 

Durohdringungslinien 
zweier  nicht  conoentri- 
scher  Stralenfl&chen  der 
n.  Ordnung,  wenn  sie 
einen  Flächenstral  ge« 
meinsam  haben  und  sich 
Iftngs  desselben  a)  be- 
rühren  oder  6)  durch* 
schneiden«  Bei  a)  ent- 
steht eine  Linie  11.  Ord- 
nung; bei  b)  sind  aber 
vier  verschiedene  Fälle  denkbar,  wodurch  die  Baumcurvea  IIL  Ord- 
nung entstehen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  wenn  alle 
Punkte  einer  derselben  aus  einem  beliebigen  Punkte  dieser  Curve 
projiciert  werden,  eine  Stralenflache  der  IL  Ordnung  gebildet  wird. 
1384.  Wenn  dieDurchdringung  abgebildeter  Flachen 

von  beliebiger  Gestalt  zu  suchen  ist,  so  wird  man  stets  sein 
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Aagenmerk  dahin  zu  lenken  haben,  anf  der  einen  Fläche  Linien 
ein&ch  darzustellen  nnd  sie  auf  eine  bequeme  Art  mit  der  ande- 
ren Fläche  zum  Durchschnitt  zu  bringen,  oder  Ebenen  oder  an- 
dere Flächen  zu  legen,  welche  die  gegebenen  Flächen  in  bequem 
abzubildenden  Linien  schneiden.  Das  letzte  Mittel,  wenn  nämlich 
keine  speciellen  zur  Verfikgung  stehen,  Durchschnitte  von  Linien 
mit  Flächen  zu  finden,  ist  die  Anwendung  der  Decklinien* 
Der  Lernende  bearbeite  nun  folgende  Fälle  : 

a)  Es  ist  die  windschiefe  Schraubenflache  (Fig.  151)  am 
oberen  Ende  statt  mit  einer  Ebene  durch  eine  Kugelfläche  zu  be- 
grenzen,  deren  Centrum  in  der  Schraubenaxe  liegt 

b)  Es  ist  ein  Säulenfnss  mit  einem  gleichprofilierten  f\iS8- 
gesimse  einer  ebenen  Wand  zu  verbinden. 

c)  Im  Beispiele  b)  das  Fussgesimse  einer  cjlindrischen  Wand 
zuzuweisen. 

(2)  Es  ist  der  Schnitt  einer  beliebigen  Rotationsfläche  mit 
einer  ezcentrischen  Kugel  zu  bestimmen« 

e)  Es  sind  zwei  Rotationsflächen  zum  Durchschnitt  zu  brin- 
gen, deren  Axen  sich  schneiden.  (Kugelflächen,  deren  Centra  im 
Durchschnittspunkte  beider  Rotationsaxen  liegen,  können  diese 
Rotationsflachen  nur  in  Kreisen  schneiden;  daher  empfehlen  sich 
derartige  Kugeln  bisweilen  als  schneidende  Hilfsflächen.) 

f)  Zwei  Rotations-Ellipsoide  zur  Durchdringung  zu  bringen, 
deren  Axen  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

g)  Die  Durchdringung  von  drei  Kugeln  zu  projicieren.  (Z.  B, 
die  Centra  sind  die  Eckpunkte  eines  gleich^itigen  Dreieckes 
und  jedes  Centrum  liegt  auf  dör  Oberfläche  jeder  der  beiden 
übrigen  Kugeln.) 

Zu  noch  weiterer  Uebung  sei  empfohlen,  diese  Beispiele 
nicht  nur  in  orthogonaler,  sondern  auch  in  schiefer  und  centraler 
Projection  zu  bearbeiten. 


Sechster  Abschnitt* 

Beleuchtungs-Constructionen. 

Allgemeine  Bemerkangen  ttber  BelenehtoDga-Erseheinaiigeii.    Tob- 

grenzen  der  Flächen« 

§.  68. 

1385.  Um  die  Wirksamkeit  einer  geometrischen  Abbildung 
auf  unsere  Vorstellungskraft  zu  erhöhen  ^  sucht  man  in  manchen 
Fällen  an  dem  Bilde  jene  Erscheinungen  nachzuahmen,  welche 
sich  an  dem  abgebildeten  Objecto  durch  unser  Sehorgan  wahr- 
nehmen lassen,  wenn  ersteres  der  Sonnenbeleuohtung ,  oder  der 
Beleuchtung  durch  eine  kräftige,  aber  nicht  umfangreiche  Flamme 
ausgesetzt  wird.  Diese  Erscheinungen  bestehen 

a)  in  der  Wahrnehmung  der  Farbe  des  Gegenstandes  und 

b)  in  der  Helligkeit  oder  Dunkelheit ,  in  welcher  die  be- 
leuchteten Fläch^teilchen  erscheinen. 

1386.  Die  Kunst  des  Malens  ist  kein  Gegenstand  der  Con» 
struction,  es  kann  sich  also  bei  der  geometrischen  Darstellung 
▼on  Beleuchtungs-Erscheinungen  nur  darum  handeln,  blos  die 
verschiedenen  Grade  der  Dunkelheit  einer  beleuchteten  und  ab- 
gebildeten Fläche  im  Bilde  ersichtlich  zu  machen.  Damit  dies  ge- 
schehen könne,  mässen  gewisse  Voraussetzungen  bestehen,  welche 
einer  Construction  zugänglich  sind,  von  den  Thatsachen  aber 
nicht  auffallend  abweichen.  Diese  Voraussetzungen  sind: 

a)  Die  Lichtquelle  L  sei  ein  leuchtender  Punkt  (Leucht- 
punkt) mit  einer  unseren  Zwecken  entspechenden  Leuchtkraft; 

b)  das  Licht  pflanze  sich  geradlinig  fort; 

e)  jede  Eugelfläche,  deren  Centrum  im  Leuchtpunkt  liegt, 
werde  an  allen  Stellen  ihrer  inneren  Fläche  gleich  stark  be- 
leuchtet; 
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d)  die  Oberfläche  eines  jeden  belenchteten  und  abgebildeten 
Körpers  sei  matt  and  reflectire  das  Liebt  nach  allen  Richtungen 
zurück,  insofeme  es  nicht  durch  die  undurchsichtige  Materie 
des  Körpers  daran  verhindert  wird« 

1387.  Was  folgt  aus  den  Voraussetzungen  a)  und  b)? 

Es  folgt,  dass  an  jedem  beleuchteten  Korper  ein  Umriss 
(1030)  für  den  Leuchtpunkt  L  entstehen  wird,  welcher  die  Ghrenze 
zwischen  den  beleuchteten  und  den  unbeleuchteten  Flächenteilen 
bilden  muss,  und  Lichtcontour  genannt  werden  kann. 

1388«  Eine  begrenzte  Ebene,  welche  erweitert  durch  die 
Lichtquelle  L  geht,  ist  auf  keiner  Seite  beleuchtet;  man  sagt,  sie 
befinde  sich  im  Streif  lichte. 

Von  den  einer  Lichtquelle  L  abgewendeten  Teilen  einer 
Fläche  sagt  man,  sie  befinden  sich  im  Selbstschatten;  daher 
bezeichnet  man  auch  die  Lichtcontour  eines  Körpers  als  die 
Grenze  seines  Selbstschattens. 

1389.  Jener  Raum,  dem  das  Licht  durch  die  Undurchsich- 
tigkeit  eines  Gebildes  entzogen  wird,  bildet  den  Schattenraum 
dieses  Gebildes.  Denken  wir  uns  beispielsweise  eine  undurch- 
sichtige Fläche  in  Form  eines  Quadrates  von  einem  Leuchtpunkte 
L  beleuchtet,  welcher  aber  nicht  in  der  Ebene  des  Quadrates 
liegt,  so  ist  eine  Seite  der  Quadratfläche  im  Selbstschatten.  Die 
am  Umfange  des  Quadrates  hinstreifenden  Lichtstralen  bilden 
eine  Stralenfläche  und  jener  von  dieser  Stralenflache  begrenzte 
in's  Unendliche  reichende  Raum ,  welcher  sich  an  die  Selbst- 
schattenseite des  Quadrates  anschliess^  ist  der  Schattenraum  des 
Quadrates. 

Den  Schattenraum  eines  Punktes  bezeichnen  wir  als  einen 
Schattenstral;  [dieser  bildet  daher  die  geradlinige  Verlänge- 
rung des  den  Punkt  treffenden  Lichtstrales. 

1390.  Wird  eine  beleuchtete  Fläche  vom  Schattenraume 
eines  anderen  Gebildes  getroffen,  so  wird  jener  Teil  der  beleuch- 
teten Flache,  dem  das  Licht  durch  den  Schattenraum  des  anderen 
Gebildes  entzogen  ist,  der  Schlagschatten  dieses  Gebildes  auf 
der  Fläche  genannt 

1391.  Welche  Folgerungen  lassen  sich  aus  der 
Voraussetzung  (1386,  e)  ziehen? 

Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  das  Licht  ringsum  vom  Leucht- 
punkt gleichförmig  ausstralt.  Denken  wir  uns  femer  zwei  concen- 
trische  Kugeln  mit  dem  Centrum  im  Leuchtpunkt  und  mit  den  Ra- 
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dien  r  und  B^  von  der  Lichtquelle  L  einseln  beleachtet,  so  witd  das- 
selbe Lichtqnantom  einmal  auf  die  Oberfläche  4tr^Mj  das  andere- 
mal  aof  die  Oberflache  4  R^m  ^eichförmig  ausgebreitet,  woraas 
folgt,  dass  die  grossere  Engel  R  schwicber  erieachtet  ist,  als  die 
kleinere  r.  Beseichnet  man  das  Oesammtqoantmn  Lich^  welches 
in  jedem  Momente  vom  Lencfatpnnkte  angeregt  wird,  mit  1»  so 
entfidlen  auf  die  Flächeneinheiten  der  beiden  Kugeln  die  Qoan- 

^täten  —^1     \i  I  und  weil  sich  die  Helligkeiten  wie  die  Licht- 

qnantitäten  yerhalten,  welche  über  eine  Flächeneinheit  ausgebreitet 

sind,  so  ergibt  sich  hiH^y^i-^^  d.  h.:  Werden  Flächen* 

ieilchen  yon  den  Lichtstralen  senkrecht  getroffen, 
so  verhalten  sich  die  Helligkeiten  derselben  umge- 
kehrt  wie   die   Quadrate   ihrer   Abstände   vo-n   dem 

Leuchtpunkte. 

1392.  Liegt  der  Leuchtpunkt  in 

sehr  grosser  Entfernung,  so  dass 
man  alle  eine  Fläche  beleuchtenden 
Stralen  als  parallel  ansehen  kann, 
dann  ist  die  Helligkeit  einer  ebenen 
Flächeneinheit  von  der  Neigung  der 
Ebene  gegen  die  Lichtrichtung  be- 
dingt, indem  bei  abnehmender  Nei- 
gung immer  weniger  Lichtstralen 
auf  eine  Flächeneinheit  entfallen. 

Denken  wir  uns  die  Flächen- 
einheit in  Gestalt  eines  Quadra- 
tes, dessen  eine  Seite  in  Fig.  175  durch  ah  dargestellt  sein 
soll,  und  versetzen  wir  das  Quadrat  einmal  in  eine  senkrechte 
Stellung  a&,  das  anderemal  in  eine  geneigte  Lage  ah'  gegeu  die 
Richtung  L  des  parallelen  Lichtes,  so  folgt,  dass  die  Licht  mengen, 
welche  auf  die  beiden  Stellungen  des  Quadrates  entfallen,  in  dem 
Verhältnisse  wie  ah:  ac  zueinander  stehen.  Da  a&  die  Einheit, 
so  ist  ac^^cosa^  mithin  ist  die  Helligkeit  einer  ebenen 
Fläche  durch  den  CoBi^us  des  Winkels  zu  messen, 
um  welchen  die  Ebene  von  der  se  nkrechten  Stellung 
zur  Lichtrichtung  abweicht;  vorausgesetzt,  dass  die  Hel- 
ligkeit bei  der  senkrechten  Stellung  mit  1  bezeichnet  wird. 

1393.  Die  Dunkelheit  D  einer  Ebene  setzen  wir  dem  Licht- 
quantum proportional,  welches  auf  die  Ebene  bei  schiefer  Stellung 
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gegea  das  Lioht  weniger  auffallt,  als  bei  Benkrechter  Stellung; 
demzufolge  wird  die  Dunkelheit  der  Ebene  a&  in  Fig.  175  durch 
Null,  jene  der  Ebene  ab^  durch  boy  d.  i.  durch  1  —  cos  a  ge* 
messen. 

Es  sei  bemerkt,  dass  a  dem  vom  Ein&Uslote  zu  ab^  mit 
der  Lichtrichtung  gebildeten  Winkel  (Ein&llswinkel  de%  Lichtes) 
gleich  ist. 

1394.  Wird  a  =  90^,  so  wird  das  Licht  zur  Ebene  parallel 
und  die  Dunkelheit  =  1.  Demzufolge  müssen  alle  Flächen* 
teilchen  l&ngs  der  Selbstschattengrenze  einer  ge- 
krümmten Fläche,  weil  sie  der  Lichtrichtung  parallel  sind, 
die  Dunkelheit  1  besitzen. 

1395.  Welche  Ergebnisse  finden  wir  aus  (1386,  c2)  ? 

Wir  finden,  dass  die  Helligkeit,  in  welcher  uns  die  Flächen- 
teilchen sichtbar  sind,  von  der  Leuchtkraft  der  refleotier- 
ten  Lichtstralen  abhängt;  denn  da  ein  jedes  Flächenteilchen 
das  in  einer  Richtung  empfangene  Licht  nach  unendlich  vielen 
Richtungen  [zurückstralt  (zerstreutes  Licht)  und  die  Oberfläche 
eines  Körpers  mehr  oder  weniger  directes  Licht  absorbiert,  so 
muss  die  Leuchtkraft  eines  jeden  einzelnen  solchen  Strales  schwä- 
cher sein ,  als  jene  eines  directen  Lichtstrales  aus  der  Licht- 
quelle L.  Demzufolge  und  mit  Berücksichtigung  von  (1391) 
haben  wir  an  beleuchteten  Flächen  eine  absolute  und  eine 
scheinbare  Helligkeit  oder  Dunkelheit  zu  unterscheiden. 

1396.  Das  zerstreute  Licht,  welches  von  allen  materiellen 
beleuchteten  Körpern,  sowie  auch  von  den  beleuchteten  Luftteil- 
chen ausgesendet  wird,  bewirkt,  dass  die  im  Selbst-  oder  im 
Schlagschatten  liegenden  Flachen  noch  gewisse  Gh'ade  von  Hel- 
ligkeit erlangen,  aJso  nicht  in  Finsternis  sich  befinden.  Um  der 
Construction  Anhaltspunkte  für  die  Ermittelung  der  Dunkelheiten 
f&r  die  im  Selbst-  oder  im  Schlagschatten  liegenden  Flächen- 
teilchen zu  bieten,  nimmt  man  bei  parallel  einfidlondem  Lichte 
an,  das  von  der  Luft  zerstreut  refleotierte  Licht  ent- 
stamme eiser  unendlich  fernen  Lichtquelle,  deren 
Stralen  jenen  des  directen  Lichtes  gerade  entgegen- 
gesetzt, aber  von  weit  schwächerer  Leuchtkraft  sind. 
Es  soll  dieses  Licht  das  Gegenlicht  des  gegebenen  genannt 
werden. 

1397.  Wenn  nun  zwar  die  direct  beleuchteten  Flachen  kein 
Gegenlicht  im  Sinne  von  (1396)  emp£uigen,  so  wird  dennoch  zer- 
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streutes  Licht  auch  auf  diese  Flächenteilohen  gelangen,  und  be- 
findet sich  ein  Teil  der  direct  beleuchteten  Fläche  im  Schlag- 
schatten, so  wird  dieser  demzufolge  noch  immer  einen  gewissen 
Grad  von  Helligkeit  zeigen,  welcher  aber  geringer  als  jener  des 
Selbstschattens  sein  muss.  Es  ist  also  die  Dunkelheit  der 
Schlags*chatten  eine  grossere  als  jene  der  Seibat- 
schatten. Ueberdies  wird  die  Dunkelheit  des  Schlagschattens  noch 
durch  den  Contrast  erhöht,  so  dass  ein  Schlagschatten  um  so  tiefer 
erscheint,  je  heller  die  an  ihn  grenzende  Fläche  beleuchtet  ist 

1398.  Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  Beleuchtungs- 
erscheinungen wird  auf  die  scheinbare  Dunkelheit  nicht  gerne 
Rücksicht  genommen,  weil  hiedurch  einerseits  die  Constructionen 
umständlich  werden  und  andererseits  die  mit  grossem  Aufwände 
an  Mühe  erzielten  Resultate  dennoch  nicht  in  wünschenswerter 
Uebereinstimmung  mit  den  thatsächlichen  Beleuchtungs- Erschei- 
nungen stehen.  Es  genügt  daher  die  absoluten  Lichtstarken  der 
Flächenteile  nach  den  getroffenen  Voraussetzungen  zu  bestim- 
men, und  beim  Colorit  jene  Abänderungen  zu  treffen,  welche  zur 
ErhöhuDg  des  Eindruckes  beitragen,  den  das  Bild  auf  uns  machen 
soll.  Diese  Abänderungen  in  der  Lichtstärke  beruhen  auf  ErfiA- 
rungen,  die  wir  bei  Beobachtung  von  Beleuchtungs-Erscheinungen 
sammeln  können.  (Man  lese  hierüber  Professor  Guido  Schrei- 
ber's  Schattenlehre,  Leipzig  1868.) 

1399.  Teilen  wir  die  Zunahme  der  Dunkelheit  Null  bis  zur 
Dunkelheit  der  Selbstschattengrenze  etwa  in  10  Abstufungen  oder 
Töne,  und  nehmen  wir  an,  jene  Fläche,  welche  vom  Gegenlichte 
senkrecht  getroffen  wird,  habe  den  Ton  5,  so  wird  eine  Fläche, 
welche  im  directen  Lichte  den  Ton  x  annimmt,  im  Gegenlichte 

den  Ton  5  -f  C  erhalten;  denn  die  Dunkelheit  muss  im  Gegen- 
lichte ebenfalls  grösser  werden,  wenn  die  Neigung  der  Ebene 
gegen  die  Lichtrichtung  kleiner  wird.  Wird  die  Ebene  zum  Lichte 

parallel,  so  wird  der  Ton  der  Selbstschattenseite  ^=:  6  -^  —^=^10^ 

wie  es  sein  soll,  weil  die  Ebene  auf  beiden  Seiten  ein  gleiches 
Verhalten  gegen  das  Licht  zeigt. 

1400.  Für  den  Selbstschatten  nehmen  wir  an,  dass  der  Ton 
mit  15  zu  bezeichnen  sei,   wenn   die  Helligkeit   der  Fläche   im 

directen  Lichte  =  0  wäre,  und  dass  der  Ton  =  15  —  |  werde, 

weim  die  Fläche  im  directen  Lichte  den  Ton  x  annehmen  würde. 
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Unter  diesen  Voraasaetzangen  vermag  man  für  ein  jedes 
Flächenelement,  es  mag  im  directen  oder  im  Gegenlichte  oder 
im  Schlagschatten  liegen,  die  Töne  durch  Zahlen  zu  bezeichnen 
und  diese  durch  Constraction  zu  ermitteln. 

1401.  Wenn  bei  abgebildeten  Körpern  die  Beleuchtungs- 
erscheinungen  geometrisch  darzustellen  sind,  so  ermittelt  man  sich 

a)  die  Selbstschattengrenzen, 

b)  die  Schlagschatten  und 

c)  die  Töne  der  Flftchenteile. 

Bei  gekrümmten  Flächen  sucht  man  Linien  auf,  welche  die 
Punkte  von  einerlei  Ton  verbinden  und  bezeichnet  sie  als  Linien 
gleicher  Beleuchtungsstärke,  als  Licht-Intensitäts- 
linien, oder  auch  als  Tonlinien  oder  Tongrenzen  der 
Fläche. 

1402.  Wenn  mittels  Farben  eine  geeignete  Scala  für  die 
Farbentone  angefertigt  wurde,  oder  wenn  man  selbst  schon  das 
Gefühl  für  diese  Töne  in  sich  trägt,  und  wenn  jeder  Teil  des 
Bildes,  welcher  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Tonlinien 
liegt,  mit  dem  entsprechenden  Tone  angelegt  wird,  so  hat  man 
auf  geometrische  Art  mittels  Farben  die  Beleuchtungserscheinun- 
gen  am  Bilde  eines  Körpers  dargestellt,  das  Bild  coloriert 

1403.  Welche  Erscheinungen  werden  wahrgenom- 
men,  wenn  den  das  Licht  zurückstralenden  Flächen 
nicht  eine  matte,  sondern  eine  möglichst  glatte  Be- 
schaffenheit eigen  ist?         t 

Man  bemerkt,  dass  diese  Flächen  das  Licht  nach  den  be- 
kannten Beflexionsgesetzen  reflectieren,  nämlich: 

€Ci  der  reflectierte  Stral  liegt  in  der  EinfiEdlsebene, 
b)  der  Reflexionswinkel  ist  gleich  dem  Ein£EdlswinkeL 
Die  Folge  davon  ist,  dass  es  bei  einer  glatten  Fläche  Punkte 
oder  auch  Linien  gibt,  welche  das  emp&ngene  Licht  regelmässig, 
d«  h.  nach  den  Reflexionsgesetzen  in  das  projicierende  Auge  re- 
flectieren. Solche  Punkte  und  Linien  einer  Fläche  werden  Re- 
flexe oder  auch  Glanzpunkte  und  Glanzlinien  derFläche 
genannt 

1404.  Wenn  glatte  Flächen  auch  das  von  beleuchteten  Ob- 
jecten  auf  die  Fläche  ansgestralte  Licht  in  ein  Auge  regelmässig 
reflectieren,  so  entsteht  bekanntlich  eine  S  piegelung  der  Objecte 
auf  der  Mäche. 
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1405.  Die  bekannteaten  Spiegeloogen  und  jene  auf  glatten 
Ebenen,  wie  sie  mhig  stehende  Flflsaigkeitsoberäächen  oder  ainal- 
gamierte  Olastafeln  bieten.  Das  dabei  aaftretende  C^entE  laatet 
□ach  den  Lehren  der  Fiaik:  Das  Spiegelbild  eines  Punktes 
erscheint  in  einer  von  dem  Punkte  auf  die  spiegelnde 
Ebene  senkrecht  gefällten  Geraden  hinter  der  Spie- 
gfliebene  als  Pankt,  and  zwar  ebensoweit,  wie  der 
sich  spiegelnde  Pankt  vor  der  Spiegelebene. 

CoDStrnctioB  4cr  SelbstscbetteMgreaEeD  •■  gesnelrlBCheB  OeblldcD. 


1406.  Wie  kann  man  nnteraaohen,  welche  Seite 
einer  orthogonal  dargestellten  Ebene  u  im  directen 
Lichte  sich  befindet? 

flg.  176.  Bezeichnen    wir  die  Licht- 

quelle jederzeit,  ob  sie  im  End- 
lichen oder  im  Uneadlichen  liegt, 
mit  L,  und  ziehen  wir  in  einer 
Projectionsebene,  etwa  in  I^  durch 
£,  eine  Gerade  I,,  so  kann  man 
EU  Ii  in  der  Ebene  «  eine  Einser- 
Deokgerade  If  oonstmieren  (686). 
Ist  dies   geschehen ,    so   erneht 

man  aas  der  zweiten  Projection, 

*  ob  das  zugeordnete  Bild  £,  des 

Lencbtpnnktes  L  aber  oder  unter 

dem  Bilde  2',  der  Deokgeraden 

l'  ti^t;  Im  ersteren  Falle  ist  die 

obere  Seite    der   Ebene    u   dem 

directen,  folglich  die  untere  dem 

Gegenlicht«  ausgesetzt 

/  Aaf  eine  analoge  Art ,   wie 

man  mittels    einer    za    I,    oon- 

strnierten  Deckgeraden  die  direct  beleuchtete  Seite  einer  Ebene 

u  ermittelt,  können  auch  Deckgerade  benätzt  werden,   die   man 

an  einem  anderen  Bilde  2g  oder  l^  eines  Lichtstrales  constrniert. 

In  Fig.  176  sei  der   anendlioh  ferne  Leuditponkt  L  durch 

die  Projection  der  Geraden  £,  £,  bestimmt  and  &c^  sei  die  Ebene^ 

deren  Selbstachattenseite  aoi^sefanden  werden  soll.    Zieht  man  in 
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der  ersten  Büdebene  zu  L^  eine  parallele  Gerade  l^y  so  ist  «i/,, 
«d/a  <U®  zugehörige  Einserdeckgerade  l'.  Zieht  man  in  der  zweiten 
Bildebene  an  63/2  parallel  zu  Lq  einen  Pfeil ,  so  erkennt  maU; 
dass  die  Oberseite  von  63/a,  also  auch  die  Oberseite  der  Ebene 
beS  r<m  der  unendlich  femea  Lichtquelle  L  beleuchtet  wird.  Da  die 
Oberseite  der  Ebene  zugleich  Vorderseite,  so  ist  von  Sbc  weder  in 
der  einen,  noch  in  der  anderen  Bildebene  das  Bild  zu  schraffieren. 
Der  Lernende  wolle  sich  durch  Versinnlichang  die  Wahrheit 
der  Construction  zur  Erkenntnis  bringen. 

1407.  Ist  eine  begrenzte  Ebene  ein  Teil  der  Oberfläche 
eines  undurchsichtigen  Körpers ,  so  kann  die  innere  Seite  der 
Ebene  (wie  immer  vorausgesetzt,  die  Lichtquelle  befinde  sich 
ausseriialb  des  Körpers)  nie  direet  bdeoc^trt  werden.  Würde 
demnach  die  Construction  (1406)  zeigen,  dass  die  innere  Seite 
dem  direcien  Lichte  ausgesetzt  ist,  so  wurden  wir  folgern:  die 
Aussenseite  der  gegebenen  begrenzten  Ebene  u  be- 
findet sich  im  Selbstschatten. 

1408.  Bei  einer  isolierten  begrenzten  Ebene  ist  stets  der 
Umfang  der  Ebene  die  Grenze  des  Selbstschattens. 

1409.  Wie  wird  man  untersuchen,  ob  eine  Kante 
eines  Körpers,  welche  von  zwei  begrenzten  Ebenen 
u  und  V  desselben  gebildet  wird,  der  Selbstschatten- 
grenze angehört? 

Man  zieht  in  einer  Bildebene,  z.  B.  in  I,  durch  £^  eine  Ge- 
rade l^  und  sucht  zu  l^  in  der  Ebene  u  eine  Einser-Deckgerade 
2',  in  der  Ebene  v  eine  Einser-Deckgerade  l\  Findet  man  nach 
(1407),  dass  von  der  einen  Ebene  die  Aussenseite  im 
directen  Lichte,  yon  der  anderen  Ebene  aber  die 
Aussenseite  im  Selbstschat.ten  sich  befindet,  so  ist 
die  von  diesen  zwei  Ebenen  gebildete  Körperkante 
ein   Teil   der  Selbstschattengrenze  des  Körpers. 

Liegen  aber  beide  Aussenseiten  im  directen  Lichte  oder 
beide  im  Selbstschatten,  so  bildet  die  Körperkante  keine  Selbst- 
schattengrenze des  Körpers. 

1410.  Ist  die  Aussenseite  einer  der  beiden  Ebenen  direet 
beleuchtet,  die  Aussenseite  der  anderen  Ebene  aber  im  Streiflichte 
(1388),  so  ist  die  Körperkante  gleich&lls  ein  Teil  der  Selbst- 
schattengrenze. 

1411.  In  Fig.  176  wurde  l^  durch  das  erste  Bild  L^  des 
(unendlich  fernen)  Leuchtpunktes  L  gehend|  so  angenommen,  dass 
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Yon  aDen  f&nf  Ebenen  die  ersten  Bilder  geschnitten  worden, 
durch  sich  auch  fönf  Decklinien  ef^  fg^  ghj  hi  und  %€  ergaben. 
Aus  dem  zweiten  Bilde  findet  man  die  Oberseite  von  f^Siy  <^o 
auch  die  Oberseite  der  Ebene  Sah  beleuchtet  Da  die  Oberseite 
dieser  Ebene  Anssenseite  ist,  was  man  aus  dem  Polygone  e^f^ 
g^h^i^e^  erkennt,  so  folgt,  dass  die  Ebene /Sa i  weder  im  ersten 
noch  im  zweiten  Bilde  schraffiert  werden  darf.  In  der  Ebene  ab  cd 
ergab  sich  jpA  als  Decklinie.  Nun  zeigt  aber  der  zu  g^\  gezo- 
gene Lichtpfeil,  dass  die  Unterseite  von  g^h^y  also  auch  die  Un- 
terseite der  Ebene  ahcd^  welche  Unterseite  zugleich  Innenseite 
des  Körpers  ist,  dem  Lichte  zugewendet  erscheint,  folglich  ist  die 
Anssenseite  im  Selbstschatten.  Da  die  Anssenseite  der  Ebene 
ab  cd  in  der  Bildebene  I  sichtbar  ist,  so  muss  ihr  erstes  Bild 
schraffiert  werden.  Femer  findet  man  noch  die  Aussenseite  der 
Ebene  8 ad  unbeleuchtet,  und  die  Ebene  8dc  im  Streiflichte, 
weil  die  Deckgerade  ie  durch  die  Lichtquelle  L  geht 

Da  von  allen  fünf  Flachen  nur  die  Ebenen  8cb  und  Sha 
beleuchtet  sind,  so  ist  der  Linienzug  ScbaS  die  Grenze  des 
beleuchteten  oder  der  Beginn  des  unbeleuchteten  Teiles  der 
Aussenfläche. 

1412.  Wie  wird  man  die  Selbstschattengrense 
eines  durch  orthogonale  Projectionen  gegebenen  Kor- 
pers oder  einer  Fläche  bestimmen? 

Wenn  die  besondere  Gestalt  des  Körpers  nicht  auch  eine 
besondere  Methode  zulasst ,  so  ist  die  Bestimmung  der  Selbst- 
schattengrenze  folgende:  Man  zieht  in  einer  Bildebene,  z.  B.  I, 
durch  das  Bild  X|  der  Lichtquelle  L  eine  Reihe  von  geraden 
Linien  l^m^n^  . .  .^  welche  das  erste  Bild  des  Körpers  durch- 
schneiden; zu  jeder  dieser  Geraden  sucht  man  das  zweite  Bild 
der  Decklinie  auf  der  Fläche  und  zieht  an  diese  Bilder  aus  JLj 
Tangenten.  Jeder  Berührungspunkt  gehört  dem  zweiten  Bilde 
der  Selbstschattengrenze  an.  Durch  eine  genügende  Anzahl  solcher 
Berührungspunkte  lassen  sich  die  Bilder  der  Selbstschattengrenze 
ziehen,  welche  nach  (1030)  die  Contour  des  Körpers  für  den 
Punkt  L  ist.  In  Fig.  176  genügte  eine  einzige  Gerade  ^. 

1413.  Wie  ermittelt  man  auf  eine  specielle  Art 
die  Selbstschattengrenzen  einer  Stralenfläche  ? 

Man  legt  durch  den  Leuchtpunkt  L  berührende  Ebenen  an 
die  Stralenfläche;  die  Beruhrungsstralen  bilden  dann  die  Selbst- 
schattengrenze. Denn  zieht  man  vom  Leuchtpunkt  L  aus  in  einer 


dieser  Tangierungsebenen  beliebige  Straten ,  so  müssen  sie  die 
Stralenfläche  berühren  and  zwar  in  einem  Punkte  jener  Geraden^ 
l&ngs  welcher  die  Ebene  die  Stralenfläche  beröhrt. 

a)  Ist  die' Stralenfläche  eine  Pyramiden-  oder  eine  Kegel- 
fläche^  so  ermittelt  man  nach  (1066)  oder  nach  (1067,  a)  die  tan- 
gierenden Ebenen,  welche  durch  die  Lichtquelle  L  gehen. 

6)  Bei  Prismen-*  oder  Cjlinderflächen  ziehe  man,  wenn  der 
Leuchtponkt  L  im  Endlichen  liegt  ^  durch  L  eine  Parallele  l  zu 
den  Flächenstralen,  suche  den  Schnitt  von  l  mit  einer  Basisebene 
der  Parallel-Stralenflache  und  ziehe  von  diesem  Schnittpunkte  Tan- 
genten an  die  Basislinie,  so  müssen  die  durch  die  Berührungspunkte 
gezogenen  Flächenstralen  der  Selbstschattengrenze   angehöre^. 

e)  Befindet  sich  bei  Parallel-Stralenflachen  der  Leuchtpunkt 
L  im  Unendlichen,  so  lassen  sich  die  tangierenden  Ebenen  nach 
(1067,  b)  legen. 

Man  kann  aber  auch  in  der  Parallel  -  Stralenfläche  irgend 
einen  Flächenstral  p  annehmen,  durch  einen  Punkt  desselben 
einen  Lichtstral  l  ziehen  und  seinen  Schnitt  mit  der  Basisebene 
der  Stralenfläche  ermitteln.  Durch  diesen  Schnittpunkt,  sowie 
durch  den  Basispunkt  des  angenommenen  Flächenstrales  geht  eine 
Oerade,  zu  welcher  parallele  Tangenten  an  die  Basis  zu  ziehen 
sind.  Diese  Tangenten  stellen  die  Schnitte  der  Basisebene  mit 
jenen  Ebenen  vor,  welche  man  parallel  zur  Lichtrichtung  tangie- 
rend an  die  Fläche  legt.  Durch  die  Berührungspunkte  der  er- 
wähnten Tangenten  gehen  die  Flächenstralen,  welche  die  Selbst- 
schattengrenzen sind. 

1414.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  der  Selbstschatten- 
grenze einen  Lichtstral,  so  muss  man  hieraus  erkennen,  welcher 
Teil  der  Fläche  dem  Lichte  zugewendet,  sonach  beleuchtet  ist. 

1415.  Ist  eine  Stralenfläche  durch  Basisebenen  begrenzt,  so 
gehört  jener  Teil  einer  Basislinie  der  Selbstschattengrenze  an, 
welcher  entweder 

a)  die  beleuchtete  Mantelfläche  von  der  unbeleuchteten  Basis- 
ebene, oder 

b)  die  unbeleuchtete  Mantelfläche  von  der  beleuchteten  Basis- 
ebene trennt 

1416.  BeispieL  In  Fig.  177  ist  ein  Kegel  (senkrechter 
Kreiskegel)  dargestellt  und  die  Richtung  der  parallelen  Lichtstralen 
durch  Ir|  L^  gegeben.  Da  der  Lichtstral  l  durch  den  Scheitel  S 
die  Basisebene  an  einem  unbenutzbar   liegenden  Orte   schneidet 
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flo  wurde  parallel  zur  Üaaisebene  eine  Hilis- Basieebeoe  gelegt, 
welche  ron  l  in  einem  Punkte  a^a,  geBcbnitten  wird.  Der  Schnitt 
mit  der  Kegelääcfae  ist  eine  zur  B&sia  perspecUvitcb  Ihnliche 
Figur,  in  unserem  Falle  also  eiu  Kreis.  Zieht  man  von  a  Tan- 
genten ab,  ac  an  diese  Hilfsbasis,  eo  sind  die  Geraden  •ybB  and 
ScC  die  gesuchten  SelbstBchattengrenzen.  Ein  an  S^Bj  mit  ^ 
paralleler  Pfeil  läset  die  äussere  Selbstschattenseite  des  Kegels 
erkennen,  folglich  ist  im  ersten  Bilde  B,  S,  C,  D,  Bi  der  im  Selbst 
schatten  liegende  innere  Teil  der  oben  offenen  KegelSäche, 

1417.  Beispiel.  In  Fig.  177  sind  die  orthogonalen  Bilder 
eines  Cylinders   mit  der  Basis  in  der  Bildebene  I  gegeben.     Es 
Ffg.  177. 


wurde  irgend  ein  Flftchenstral ,  etwa  jt^ner  durch  e,  e,  gezogen 
ein  Punkt  /,/,  angenommen,  durch  f  eine  Parallelo  zu  l  gedacht 
und  deren  Schnitt  j,  mit  der  Basisebene  I  ermittelt  Eine  pa- 
rallele Tangente  zu  e,^,  gibt  Ä, ;  folglich  geht  durch  A,  das 
erste  Bild  der  einen  Selbstschattengrenzo.  (Weil  die  übrigen  Bilder 
der  Selbstschattengrenzen  beiden  projicierenden  Augen  unsichtbar 
sind,  so  wurden  sie  in  Fig.  177  nicht  gezeichnet.) 
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1418.  Beispiel.  Der  Lernende  zeichne  sieb  in  zwei  zu- 
geordneten Bildern  eine  horizontale  cylindrische  Kinne,  welche 
aus  einer  verticalen,  zur  Bildebene  II  nicht  parallelen  -  Wand,  in 
welcher  sich  eine  kreiscylindrische  Oeffnung  befindet,  senkrecht 
zur  Wandfiäche  hervortritt.  (In  Fig.  178  wurde  das  erste  Bild 
wegen  Raumersparnis  weggelassen.)  Sodann  nehme  er  die  Rich- 
tung £,  Z>2  des  parallelen  Lichtes  an,  und  lege  durch  einen  Flächen- 
stral,  z.  B.  ab,  eine  Ebene  parallel  zur  Richtung  des  Lichtes.  Ist 
J3i  ß^  der  Schnitt  des  durch  den  Punkt  ^,  62  gehenden  Lichtstrales 
mit  der  verticalen  Basisebene,  so  sind  nur  mit  0^32  parallele 
Tangenten  an  die  Basislinie  zu  ziehen.  Hiedurch  ergibt  sich  das 
zweite  Bild  c^clj  der  Selbstschattengrenze.  Für  das  Bild  der 
cylindrischen  Höhlung  ergibt  sich  diese  Grenze  durch  ^2* 

Nach  (1415,  b)  ist  die  Basislinie  von  d  über  h  nach  /  ein 
Teil  der  Licbtcontonr  der  Rinne;  der  Flächenstral  fe  gehört 
gleichfalls  der  Selbstschattengrenze  an. 

1419.  Beispiel.  In  Fig.  179  sind  zwei  vereinigte  verticale 
Cylinderflächen  dargestellt  Weil  die  Flächenstralen  auf  der  Bild- 
ebene I  senkrecht  stehen,  so  lehrt  die  Construction  in  (1413,  c), 
dass  man  nur  zu  L  ^  parallele  Tangenten  an  die  Basislinien  ziehen 
darf,  um  die  Punkte  a,  6j  zu  erhalten,  durch  welche  die  Selbst- 
schattengrenzen gehen.  Bezüglich  des  oberen  Cylinders  beachte 
man  (1415). 

1420.  Wie  construiert  man  bei  einer  allgemeinen 
cntwickelbaren  Fläche,  auf  eine  specielle  Art  die 
Selbstschattengrenze? 

Nach  (1206,  n)  wird  diese  Grenze  ein  Flächenstral ;  man 
construiert  dieselbe,  wenn  man  den  lieröhrungsstral  jener  Tan- 
gentenebene aufsucht,  welche  durch  die  Lichtquelle  L  geht. 

a)  Wendet  man  das  in  (1412)  gelehrte  Verfahren  nur  ein- 
mal an,  um  einen  Punkt  der  Lichtcontour  zu  erhalten,  so  zieht 
man  durch  diesen  Punkt  eine  Tangente  an  die  Rückkehrkante 
(1205)  der  entwickelbaren  Fläche,  welche  ein  Stral  der  Fläche, 
also  auch  deren  Selbstschattengrenze  ist.  In  manchen  Fällen  er- 
Iiält  eine  allgemeine  entwickelbare  Fläche  mehrere  Flächenstralen 
als  Selbstschattengrenzen  der  beleuchteten  Fläche. 

b)  Legt  man  durch  den  Leuchtpunkt  L  und  durch  die  Rück- 
kehrkante der  entwickelbaren  Fläche  eine  Stralenfläche,  so  ist 
klar^  dass  jene  Ebene  u,  welche  die  entwickelbare  Fläche  längs 
der  Selbstschattengrenze  berührt  (1206,  a),   auch  die  erwähnte 

27* 


Straleafläche  berährt  (Oeon  weil  die  Ebene  u  swei  «ifeinaBder- 
folgende  Tangeoten  der  Scheitellinio  oder  Rückkehrkante  entbält 
Fig.  178,  (1206,  ft),    und    die«« 

Tangenten    ancfa     die 
/  Stralenfläcbe       berüb- 

ran,  Bo  folgt,  da»  die 
Ebene  u  die  genannte 
StralenflKcbe  sogar  in 
,  «wei  aufeinanderfol- 
genden Seitenelemen- 
ten  berOhrt) 

Wenn  nan  die 
Scbnittcarren  beider 
Flächen  mit  irgend 
einer  Ebene  u)  gesacbt 
werden,  bo  mufw  der 
Schnitt  der  Ebene 
u  mit  w  beide  Oor- 
Ten  tangieren,  nnd 
dnreh  jenen  Pankt,  in 
welchem  die  Schnittcurvo  der  entwickelbaren  Fläche  berührt  wird, 
geht  die  SelbstschatteDgrenze  der   entwickelbaren  Fläche. 

c)  Bei  parallelem  Lichte 
kann  man  Farallelkegel- 
flächen  benutzen.  Man  irähle 
sich  aaaserhalb  der  enlwickel- 
baren  Fläche  einen  beliebigen 
Punkt  8  and  ziehe  darch  jS  zu 
idlen  Stralen  der  entwickel- 
~  baren  Fläche    parallele    Stra- 

len ;    diese    bilden     eine    Ke- 
gelfläche S  and  man  kann  be> 
hbnpten,  zu  jedem  Seiten- 
elemente   der    entwickel- 
baren Fläobe  gibt  es  ein 
paralleles  Seltene  lern  ent 
auf  der  Kegelfläcfae.  Sncht 
man  an  dieser  leteteren  jene  BerUhmngsebeoe ,    welche  bu  den 
Lichtstralen  parallel  läuft,  so  enthält  diese  Ebene  ein  Seitenelement 
der  Stralenfläcbe,  folglich  ist  sie  auch  zu  einem  Seitenelemente 
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der  entwickelbaren  Flftohe  paralleL  Zieht  man  demnach  bu  der 
Selbstschattengrenze  des  Kegels  einen  parallelen  Stral  auf  der 
entwickelbaren  Fläche,  so  ist  dieser  auch  die  Selbstschattengrenze 
der  entwickelbaren  Fläche. 

Bei  Anwendung  eines  Parallelkegels  wird  man  die  Basis 
desselben  in  einer  Ebene  construieren,  in  welcher  schon  eine 
Schnittoorve  mit  der  entwickelbaren  Fläche  bekannt  ist^  weil 
man  dann  nur  den  Schnitt  der  zum  Lichte  parallelen  Berührungs- 
ebene des  Kegels  mit  der  Basisebene  soweit  parallel  verschieben 
darf,  bis  er  die  Schnittcurve  der  entwickelbaren  Fläche  berührt. 
Durch  diesen  Berührungspunkt  geht  die  Selbstschattengrenze  der 
entwickelbaren  Fläche. 

1421.  Dieses  Verfahren  mittels  Parallelkegelflächen  wird 
auch  bisweilen  bei  Kegelflächen  mit  Vorteil  angewendet,  wenn 
man  den  Schnitt  des  durch  den  Scheitel  gehenden  Lichtstrales 
mit  der  Basisebene  nicht  benutzen  kann. 

1422.  Wie  construiert  man  auf  eine  specielle  Art 
die  Selbstschattengrenze  einer  windschiefen  Fläche? 

Man  legt  durch  genügend  viele  Flächenstralen£benen;  welche 
durch  die  Lichtquelle  L  gehen,  sucht  nach  (1234)  oder  mittels 
windschiefer  Hyperboloide  und  Paraboloide  die  Berührungspunkte 
und  verbindet  diese  entsprechend  durch  eine  Curve,  welche  die 
gesuchte  Selbstschattengrenze  ist. 

1423.  Wie  construiert  man  auf  eine  specielle 
Weise  bei  einer  projectivischen  Fläche  die  Selbst- 
schattengrenze ? 

'  Man  ermittelt  von  hinreichend  vielen  Stralenflächen,  welche 
die  projectivische  Fläche  in  Form-  oder  in  Seitenliniea  berüh- 
ren, die  Selbstschattengrenzen  (1413).  Die  Punkte,  in  welchen 
die  Selbstschattengrenze  einer  die  projectivische 
Fläche  umhüllenden  Stralenfläche  die  Form-  oder 
Seitenlinie  durchschneidet,  gehören  gleichfalls  der 
Selbstschattengrenze  der  projectivischen  Fläche  an; 
denn  zieht  man  durch  einen  solchen  Punkt  einen  Lichtstral ,  so 
streift  er  die  Stralenfläche,  und  weil  diese  die  projectivische 
Fläche  in  jenem  Punkte  berührt,  so  streift  der  Lichtstral  ia  jenem 
Punkte  auch  die  projectivische  Fläche ,  woraus  nun  folgt ,  dass 
genannter  Punkt  der  Selbstschattengrenze  der  letzterwähnten 
Fläche  angehört. 
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1424.  Wie  ermittelt  man  in  apecieller  Weise  die 
Selbstschattengrenz  0  an  RotationsflftcliQD  ? 

a)  Nach  derselben  Art  wie  die  Selbstsc'altengreoze  an  pro- 
jectiviecben  Flächen. 

b)  In  dem  Falle,  wenn  pwalleles  Licht  voraus<;eaetzt  wird, 
ist  die  Setbetschattengrenze  einer  Kugel  ein  Kreis, 
dessen  Ebene  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehend  auf 
der  Richtung  des  Lichtes  senkrecht  steht.  Sucht  man  den 
Mittelpunkt  einer  Kugel ,  welche  die  Rotationsfläche  längs  eines 
Parallelkreises  berührt,  und  legt  durch  den  Kugelmittelpunkt  eine 
Ebene  senkrecht  auf  die  Lichtrichtung,  so  müssen  die  Pmikte,  in 
welchen  diese  Ebene  den  Parallelkreis  schneidet,  der  Selbstschat- 
tengrenze  der  Kugel  und  auch  jener  der  Rotationsfläche  angehören, 


weil  jeder  Lichtstral ,   welcher   durch  < 
die  Rotationsfläche  berührt. 


lolchen  Punkt  geht, 


Auf  diese  Art  bestimmt  i 


1425.  In  Fig.  180  ist 
eine  Ring6äche  darge- 
stellt, deren  Aze  auf  der 
Bildebene  II  senkrecht 
steht.  Die  Richtung  des 
Lichtes  ist  durch  L,L^ 
gegeben.  Legt  man  durch 
ir({end  einen  Punkt  a,  o, 
der  eratea  Contour  einen 
Parallelkreis  und  durch 
das  Centrum  o,  0,  jener 
Kugel,  welche  die  Rota- 
tionsfläche in  diesem  Fa- 
rallelkreise  berührt,  eine 
senkrechte  Ebene  auf 
den  Lichtstral  L,  so  sind 
&i  &,,  C]  c,  zwei  Punkte 
der  Selbstschattengrenze 
(135!)). 
I  eine  hinreichende  Menge    von 


Pnnkten    und  findet,  dass  es  zwei  Cnrven   auf  der  Fläche    gibt, 
deren  ^de  eine  SelbstechatteDgrcnza  ist. 

1426.  Wie  findet  man  jene  Punkte  der  Setbst- 
schattengreoze  einer  Curvenfläche,  welche  in  eicer 
Contour  der  Fläche  liegen? 


428 

Da  die  durch  die  Contour  gehende  projicierende  Stralen- 
fläche  auf  einer  Bildebene  senkrecht  steht,  so  wird  naan  nach 
(1419)  nur  in  jeder  Bildebene  an  die  Contour  des  Bildes  Tangenten 
ziehen ,  •velche  durch  das  Bild  der  Lichtquelle  gehen.  Die  Be- 
rührungspunkte gehören  den  Bildern  der  Selbstschattengrenzen  an. 
Auf  diese  Art  wurden  die  Punkte  defghi  in  Fig.  180  bestimmt. 

1427.  Was  versteht  man  unter  Selbstschatten- 
Uebergangspunkten  ? 

Jene  Punkte  einer  Selbstschattengrenze,  in  welchen  die 
Linien  des  Selbstschattens  in  jene  der  Schlagschattengrenze;  oder 
auch  umgekehrt,  übergehen. 

In  Fig.  180  ergeben  sich  Bilder  von  Selbstschatten  Ueber- 
gangspunkten in  k^m^^  in  welchen  sich  die  Schlagschattencurve 
anschliessen  würde,  die  entstünde,  wenn  man  den  Schlagschatten 
der  Curve  mnk  auf  der  Ringfläche  suchte. 

Ebenso  werden  q^  und  r,  Selbstschatten-Uebergangspunkte, 
sobald  das  Licht  nicht  gebindert  wird,  die  Fläche  zu  beleuchten. 
Durch  Versinnlichung  der  Fläche,  sowie  der  Selbstschatten- 
grenze erkennt  man,  dass  die  Curventeile  von  k  über  h  nach  q 
und  von  m  über  t  nach  r  so  beschaffen  sind,  dass  eine  jede  zur 
Lichtrichtung  parallele  Gerade,  welche  die  Ringfluche  in  irgend 
einem  Punkte  dieser  Curventeile  berührt,  die  Ringfläche  noch  in 
zwei  Punkten  schneiden  wird. 

In  welcher  Beziehung  stehen  die  Selbstschatten-Uebergangs- 
punkte  zu  den  Contour- Uebergangspunkten  in  (1352)? 

CoDstroctlon  der  Schlagschatten  auf  ebenflAchigen  Gebilden. 

Schlaglicht. 

§.  70. 

1428«  Wodurch  entstehen  die  Grenzen  eines 
Schlagschattens  ? 

Durch  den  Schnitt  des  Schattenraumes,  welcher  von  der 
Selbstschattengrenze  eines  Gebildes  hervorgebracht  wird,  mit 
einer  beleuchteten  Fläche  (1390). 

Um  daher  eine  Schlagschatten-Construction  durchführen'  zu 
können,  muss  man  vor  Allem  die  Selbstschattengrenze  jenes  Kör- 
pers oder  jener  Fläche  ermitteln,  welche  einen  Schattenraum 
veranlasst;  sodann  werden  durch  hinreichend  viele  Punkte  der 
Selbstschattengrenze  Schattenstralen  (1389)  gezogen,  ihre 
Schnitte   mit   der  Fläche   construiert,   auf  welche   der    Schlag- 
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Bchatten  fällt ,  and  diese  Scfanittpnnkte  entspredtend  dnrcb  eme 
Linie  verbunden,  welche  das  BeBultat  der  Constniotion  ist 

1429.  Wenn  ein  Pnntt  und  mehrere  Flächen  ge- 
geben sind,  wie  untersucht  man,  auf  welch^FlSche 
der  Schlagschatten  des  Punktes  fallt? 

Man  ermittelt  die  Durchschnitte  vom  Schatteostrale  des 
Punktes  mit  den  beleuchteten  Flächen;  jener  Schnittpunkt,  welcher 
dem  Schatten  werfenden  Punkte  am  nächsten  liegt,  ist  der  Schlag- 
schatten des  Punktes. 

Fig.  181. 


1430.  Trifft  der  Ltchtstral  eines  Punktes  eine  undurch- 
sichtige Fläche,  so  liegt  der  Punkt  im  Schattenraum  jener  Fläche 
und  kann  deshalb  selbst  keinen  Schlagschatten  werfen. 

1431.  Welche  besondere  Verhältnisse  können  zwi- 
schen einer  ebenen  Linie  und  ihrem  Schlagschatten 
auf  einer  Ebene  bei  parallelen  Licbtstralen  sich  er- 
geben? 
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'  a)  Ist  eine  beliebige  ebene  Linie  m  parallel  zur  Ebene  u^ 
auf  welche  der  Schlagschatten  m'  von  m  fällt;  so  ist  der  Schlag- 
schatten m'  eine  mit  m  perspectivisch-congruente,  also  auch  pa- 
rallele Linie,  und  kann  nach  §.  9  construiert  werden  ,  sobald 
von  irgend  einem  Punkte  der  Linie  tn  der  Schlagschatten  auf 
der  Ebene  u  auf  gewöhnliche  Weise  ermittelt  wurde« 

b)  Wird  die  Ebene  einer  Linie  zur  Lichtrichtung  parallel, 
so  liegt  die  Ebene  im  Streiflichte  (1388),  folglich  wird  der  Schlag- 
schatten der  beliebigen  ebenen  Linie  eine  gerade  Strecke,  deren 
Endpunkte  von  jenen  Punkten  herstammen,  in  welchen  die  ge- 
gebene Linie  vom  Lichte  berührt  wird* 

e)  Steht  eine  gerade  Linie  p  auf  einer  Ebene  u  senkrecht, 
so  ist  die  Ebene  des  Schattenraumes  der  Geraden  p  auch  auf  t« 
senkrecht  (101);  hieraus  folgt  jiun,  dass  der  Schlagschatten  der 
Gieraden  p  auf  der  Ebene  u  parallel  sein  muss  zur  ortho- 
gonalen Projection  eines  Lichtstrales  auf  der  Ebene  ti. 
(Dieser  Satz  ist  für  die  Gonstruction  der  Schlagschatten  bei  allen 
Projectionsarten  von  der  höchsten  Bedeutung,  und  soll  daher  vom 
Lernenden  einer  vorzüglichen  Beachtung  gewürdigt  werden.) 

d)  Schneidet  eine  Gerade,  oder  überhaupt  eine  Linie,  eine 
Ebene,  oder  kann  man  den  Schnitt  derselben  mit  der  Ebene  be- 
stimmen, so  muss  der  Schlagschatten  der  Linie  durch 
diesen  Schnitt  gehen,  falls  der  Schatten  soweit  reicht.  Das- 
selbe gilt  auch  für  gekrümmte  Flächen. 

e)  Ist  eine  Gerade  zur  Richtung  des  Lichtes  parallel,  so  ist 
ihr  Schlagschatten  ein  Punkt. 

1432.  Bei  der  Gonstruction  der  Schlagschatten  kommt  man 
bisweilen  in  die  Lage,  nicht  die  Schatten-,  sondern  die  Licht- 
stralen  der  verschiedenen  Punkte  einer  Linie  mit 
einer  Ebene  zum  Durchschnitte  bringen  zu  müssen«  Die 
so  entstandene  Linie  soll  zum  Unterschiede  vom  Schlagschatten 
das  Schlaglicht  der  gegebenen  Linie  genannt  werden. 

1433.  Durchdringt  eine  Linie  p  eine  beleuchtete  Fl&che  und 
projiciert  man  p  parallel  mit  der  Lichtrichtung  auf  die  Fläche, 
vrodurch  eine  Linie  p*  entsteht,  so  besteht  p'  teils  aus  Schlag- 
schatten, teils  aus  Schlaglicht  der  Linie  p.  Die  gemeinsamen  Gren- 
sen  beider  Schlaggebilde  sind  die  Durchsohnittspunkte  von 
2  mit  der  Flache. 

1434.  Wie  construiert  man  den  Schlagschatten, 
velchen  eine  Linie  auf  eine  andere  Linie  wirft? 


Maa  eucbt  von  beiden  Linien  auf  einer  passend  gelegenen 
Fläche,  am  einfachsten  auf  einer  Ebene,  die  Schlagschatten. 
Schneiden  eich  die  Schlagschatten  in  einigen  Ponkten,  so  mnss  jede 
Gerade,  welche  durch  einen  solchen  Punkt  zur  Lichtquelle  ge- 
zogen wird,  beide  Raumlinien  schneiden,  folglich  ist  der  von  der 
Lichtquelle  entfernter  liegende  Punkt  ein  Schlagschatten,  welchen 
die  eine  Linie  auf  die  andere  wirft 

1435.  Beispiel.  In  Fig.  181  wurde  eine  Schrauben- 
■inte  auf  einem  zur  Bildebene  I  senkrechten  Kreis- 
cylinder  angenommen;  ea  soll  der  Schlagschatten  be- 
stimmt werden,  welchen  ein  horizontaler  Kreis  A|  A, 
auf  die  Schraubenlinie  wirft. 

rig.  IP2. 


Man  bestimme  von  allen  Punkten  der  Schraubenlinie  den 
Schlagschatten  auf  der  Bildebene  I,  wodurch  eine  verschlungene 
Curre  entsteht,  welche  in  o,  beginnt  und  in  6'  endigt.  Ebenac 
bestimme  man  den  Schlagschatten  des  Kreises  k ,  welcher  ein 
Kreis  k'  congruent  zu  k  sein  muss,  und  dessen  Centrum  </  d«i 
Schlagschatten  des  Mittelpunktes  o,  o,  ist  (1431,  a).  Der  Schatten- 
kreis  k'  schneidet  den  Schatten  der  Schranbenlinie  in  vier  Pnnktei 
&d'e'f,  welchen  in  der  Schraubenlinie  die  Punkte  cde  und/ ent 
sprechen.    Da  alle  diese  vier  Punkte  von  der  unendlich  fornei 
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Lichtquelle  L  entfernter  liegen,  als  die  den  Punkten  &d*e'f  im 
Kreise  entsprechenden  Punkte  CDEF^  so  folgt ,  dass  cde  und 
/  die  Schlagschatten  der  Kreislinie  auf  der  Schraubenlinie  sind. 

1436.  Stellt  man  den  Kreis  k  als  eine  undurchsichtige 
Scheibe  vor,  so  liegen  die  Teile  der  Schraubenlinie  von  c  bis  d 
und  von  e  bis  /  im  Schattenranm  der  Kreisscheibe ,  weil  die 
Schlagschatten  von  c*  bis  d*  und  von  e'  bis  f  im  Schlagschatten 
der  Scheibe  sich  befinden. 

1437.  Wenn  es  sich  in  manchen  Fällen  blos  um  den  Schlag« 
schatten  handelt,  welchen  eine  Linie  auf  eine  andere  wirfl,  dann 
genügt  es  auch,  wenn  man  von  beiden  Linien  überhaupt  nur 
Schlaggebilde  (1432)  construiert.  So  z.  B.  hätte  man  in  Fig.  181, 
anstatt  den  Schlagschatten  beider  Linien  auf  der  Bildebene  I  zu 
construieren ,  das  Schlaglicht  der  Schraubenlinie  auf  der  Ebene 
des  Kreises  k  construieren  können ,  wodurch  die  Punkte  CDE 
und  F  unmittelbar  gefunden  worden  wären. 

1438.  Besondere  Bemerkung  über  den  Schlag- 
schatten, welchen  eine  Schraubenlinie  auf  eine  zur 
Schraubenaxe  senkrechte  Ebene  bei  parallelen 
Lichtstralen  wirft 

Construiert  man  gleichzeitig  mit  den  Schlagschatten  der 
verschiedenen  Punkte  der  Schraubenlinie  die  Schlagschatten  jener 
Kreise  des  Schraubenliniencylinders,  auf  welchen  die  erwähnten 
Punkte  liegen,  so  ist  ohne  besondere  Mühe  und  ohne  Rechnung 
Folgendes  zu  erkennen: 

Der  Schlagschatten  der  Schraubenlinie  ist  eine  Cjkloide 
und  zwar: 

a)  eine  gemeine  Kreis  -  Cykloide,  wenn  der  Schlag- 
schatten der  Ganghöhe  dem  Umfange  der  Cylinderbasis  an  Länge 
gleich  ist; 

b)  eine  gemeine  verlängerte  Kreis-  Cjkloide 
(Fig.  1dl),  wenn  der  Schlagschatten  der  Ganghöhe  kleiner  ist, 
als  die  Länge  der  Cylinderbasis; 

ö)  eine  gemeine  verkürzte  Kreis  -  Cykloide,  wenn 
der  Schlagschatten  der  Höhe  des  Schraubenganges  länger  als  der 
Umfang  von  der  Basis  der  Kreiscylinderfläche  wird,  auf  welcher 
die  Schraubenlinie  liegt. 

1439.  Beispiel.  In  Fig.  182  sei  eine  verticalc  Wand  W,  W^ 
gegeben,  auf  welcher  ein  Laden  a^  a,  als  Unterlage  fftr  mehrere 
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Balken ,   wie  h,  h^  einer  ist ,    sich  befindet ,   die  noch  auf  einer 
zweiten  Maner  aufrahen,  welche  jedoch  weggelassen  wurde. 

Diese  Oegenstände,  sowie  ein  noch  beliebig  gelegter  Balken 
0|e,  werfen  ^  eine  angenommene  lUchtang  L,  L,  des  Lichtes 
Schlagschatten,  die  za  construieren  sind. 

Aoflösung.  Von  jedem  Balken  i,  i,   sind  belenchtet:    die 
vordere  Stirnseite,  die  obere  und  die  linke  Seite,  folglich  kennt 
man  die  Selbstschattengrenzen  eines  jeden  dieser  Balken. 
Fig.  183. 


Vom  Balken  c,e^  ist  die  Stirnseite  links,  die  Ober-  and  die 
Vorderseite  beleuchtet,  also  kennt  man  auch  hier  die  Grenzen 
des  SelbstachatteDs.  Bei  der  Unterlage  a|  a,,  deren  Vordersüte 
mit  der  Vorderseite  der  Wand  W  in  einer  Ebene  liegt,  wird  die 
unterste  Vorderkante  keinen  Schlagschatten  werfen  können ,  weil 
sie  als  eine  Gerade  inmitten  der  verticalen  Ebene  W  angesehen 
werden  muss. 

Nachdem  die  Selbstschattengrenzen  ermittelt  sind,  beginnt 
die  Scblagscbattenconatruction.  Dabei  ist  es  in  der  Regel  empfe- 
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lenswert,  mit  denjenigen  Objecten  zu  beginnen,  welche  der  Licht- 
quelle näher  liegen;  in  diesem  Falle  also  mit  dem  Balken  c^  c,. 

Da  der  Balken  c  auf  die  Balken  b  Schlagschatten  wirft,  so 
denke  man  sich  die  obere  Ebene  der  Balken  6  als  vollständig 
vorhanden,  and  ermittle  den  Schlagschatten  von  c  anf  derselben; 
schliesslich  wird  von  demselben  nur  soviel  benutzt,  als  auf  den 
Balken  b  liegt 

Die  Balken  6  veranlassen  auf  der  Unterlage  a  einen  Schatten, 
welcher  von  der  oberen  Längenkante  rechts  herrührt,  und  mit 
diesen  Kanten  parallel  läuft. 

Der  Balken  c  erzeugt  auf  der  Oberseite  der  Unterlage  a 
keinen  Schatten. 

Die  Balken  6,  so  wie  die  Unteriage  a  werfen  auf  die  hori- 
zontale Ebene  der  Wand  einen  Schlagschatten,  wie  es  die  Fi- 
gur zeigt. 

Nun  ermittelt  man  die  Schatten^  welche  die  Balken  b  und 
e  sowol  auf  die  verticale  Wand  werfen  (1431,  c) ,  als  auch  jene, 
welche  noch  auf  der  BUdebene  I  entstehen  (1431,  a). 

Für  den  Schlagschatten  der  oberen  rückwärtigen  Okigen- 
kante  des  Balken  c  auf  der  verticalen  Wand  W,  gilt  der  Schnitt- 
punkt d^d^  als  Probepunkt  (1431,  d). 

1440.  Beispiel  In  Fig.  183  wurde  eine  verticale  Wand 
Ai  A^y  welche  mit  einer  geneigten  Dachfläche  B^B^y  deren  First- 
linie a^a^  ist,  in  Verbindung  steht,  dai^estellt  Femer  wurde 
noch  ein  zweites  niedrigeres  Dach  6^  angenommen,  dessen  First 
durch  6|6g  gegeben  ist.  (Im  ersten  Bilde  wurde  blos  die  eine 
Hälfte  dieses  Objectes  gezeichnet ;  der  Lernende  wolle  die  zweite 
Hälfte  selbst  hinzuzeichnen).  Zum  Abschlüsse  der  Dachflächen 
wurden  Giebelmauern  angewendet,  welche  die  Dachflächen  über- 
ragen. Die  Vorderwand  des  Vorbaues  O  besitze  in  C|  ihre 
erste  Spur. 

Um  in  der  Zeichnung  die  Neigung  der  Dachdäche  B  er- 
sichtlich zu  machen,  wurde  die  Ebene  der  Stirnseite  u  als  dritte 
Bildebene  gewählt  Denkt  man  sich  auf  diese  Ebene  t«  das  ge- 
gebene Object  orthogonal  projiciert,  und  die  Zeichnung  über  die 
Projectionsaxe  ,J^  dorthin,  wo  der  bequemste  Platz  dazu  vor- 
handen ist,  aber  so  versetzt,  dass  alle  ersten  Ordinaten  unge. 
ändert  bleiben,  dann  kann  dieser  sogenannte  Querriss  u  in 
Verbindung  mit  dem  Bilde  in  der  Ebene  I  benützt  werden,  das 
zweite  Bild  des  Gegenstandes  darzustellen«  Wenn  man  nach  der 
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Richtung  des  Sehpfeiles  III  auf  die  Querrissebene  u  sieht ,  and 
den  verticalen  Schnitt  durch  e^g^  betrachtet ,  so  bemerkt  man 
ein  Stuck  des  Daches  B  in  der  Geraden  «,  d^ ;  sodann  die  First- 
linie 6  in  \;  femer  eine  verticale  Oerade  durch  c,  als  Schnitt 
mit  der  durch  c,  gehenden  Wand;  weiters  die  Ansicht  g^h^  der 
inneren  Seite  des  Qibelsaumes,  und  die  Ansicht  h^i^  der  durch 
%i  gehenden  verticalen  Mauerkante  hü  Die  Neigung  der  Dach- 
fläche C  gegen  den  Horizont  wurde  gleich  jener  der  Dachfläche 
B  angenommen ;  also  muss  /|  d^ ,  d.  i.  das  erste  Bild  der  Durch- 
schnittsgeraden  der  Dachflächen  B  und  C  den  rechten  Winkel  bei 
/i  halbieren.  Die  Übrige  Darstellung  ist  nun  leicht  verständlich. 
Um  die  Schlagschatten  dieses  Objectes  darsustellen ,  kann 
man  bezuglich  der  Annahme  der  Lichtrichtung  zwei 
Wege  einschlagen;  entweder 

a)  man  wählt  die  Projection  der  Lichtrichtung  L  belie- 
big, oder 

6)  man  sagt,  ein  bestimmter  Punkt  des  Gegenstandes  solle 
seinen  Schlagschatten  auf  einen  bestimmten  Punkt  einer  gegebe- 
nen beleuchteten  Fläche  werfen. 

Wir  wollen  einmal  diesen  letzteren  Weg  wählen  und  in 
Fig.  183  annehmen ,  der  Punkt  k^  k^  k^  erhalte  seinen  Schlag- 
schatten auf  der  Dachfläche  Bin  k/.  Ist  k'^  mittelst  einer  Einser- 
Spurparallelen  der  Ebene  B  bestimmt,  so  ist  ä:^^'^  ^^  zweite  c^nd 
k^k'^  die  dritte  orthogonale  Projection  eines  Lichtstrales,  folglich 
kennt  man  die  Richtung  der  parallelen  Lichtstralen  und  kann 
nun  die  Selbstschattengrenzen  beurteilen.  Sind  diese  gefunden ,  so 
kann  mit  Hilfe  des  zweiten  und  dritten  Bildes  und  mit  Berück- 
sichtiiping  von  (1431)  der  Schlagschatten  auf  den  Wand-  und 
Dachflächen  leicht  construiert  werden. 

Bequem  wird  die  Schattenermittelung,  wenn  man  das  erste 
Bild  des  Gegenstandes  vollkommen  ausfertigt  und  mit  Benützung 
dieser  Projection  die  Schatten  construiert. 

Der  Lernende  wolle  auch  die  Schlagschatten  an  dem  ver- 
vollständigten ersten  Bilde  darstellen,  und  auf  Probepunkte  nicht 
vergessen,  welche  aus  der  Zusammen  Wirkung  aller  drei  Projectio* 
nen  entstehen. 

144L  Wie  diese  zwei  Beispiele  (1439, 1440)  zeigen,  finden  wir 
unter  den  vorhandenen  Bauwerken  eine  reiche  Menge  von  Moti- 
ven, welche  einesteils  durch  ihre  bildliche  Darstellung,  anderenteils 
durch  die  an  ihnen  vorzunehmenden  Schatten-Constructionen  die 
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mannigfachsten  Gelegenheiten  geben,  die  Lebren  der  darstellenden 
Geometrie  anzuwenden  und  den  Scharfsinn  in  dem  Gebrauche  der 
einfachsten  Constructionsmittel  zu  Oben.  Noch  mehr  erhöht  sich 
das  Interesse  der  bildlichen  Darstellung ,  wenn  derlei  Objecte  in 
axometrischer ,  schiefer  oder  centraler  Projection  direct  abge- 
bildet werden.  Der  Lernende  versuche  es,  leichtere  Ge- 
genstände mittels  eines  Massstabes  oder  allenfalls 
durch  Abschätzung  der  Dimensionen  aufzunehmen 
und  im  verkleinerten  Masse  bildlich  darzustellen, 
um  sich  so  für  den  praktischen  Zweck  der  darstellenden  Geo- 
metrie einzuschulen. 

CoDBtrvcflon  der  Schlagschaffen  tod  gekrttmmten  Flichea  aaf 

Ebenen  oder  krammen  Fliehen. 

§.  7L 

1442.  Welche  Mittel  werden  anzuwenden  sein,  um 
den  Schlagschatten  einer  Linie  auf  einer  krummen 
Fläche  zu  construieren? 

a)  Das  allgemeine  Mittel,  welches  immer  dann  angewendet 
wird,  wenn  sich  kein  besonderes  einfacheres  darbietet,  besteht 
darin,  durch  die  Punkte  der  Schatten  werfenden  Linie  Schatten- 
stralen  zu  ziehen,  und  mittels  Decklinien  die  Schnittpunkte  dieser 
Stralen  mit  den  belefichtelen  Flächen  aufzusuchen  (1009). 

b)  Besteht  eine  Fläche  aus  geraden  Linien  und  ist  die  Schlag- 
schatten werfende  Linie  r  eine  ebene  Linie,  so  sucht  man  von 
den  erwähnten  geraden  Linien  die  Sehlaglichter  auf  der  Ebene  r 
(1432);  schneiden  diese  die  Linie  r,  so  gehen  durch  die  Schnitt- 
punkte die  Schattenstralen ,  welche  die  auf  der  krummen  Fläche 
angenommenen  Geraden  in  den  gesuchten  Schlagschattenpunkten 
durchschneiden. 

c)  Lassen  sich  von  einer  Reihe  von  geraden  oder  krummen 
Linien  einer  Fläche  F  die  Schlagschatten  oder  Schlaglichter  auf 
einer  Ebene  u  bequem  bestimmen,  so  wird  man  auf  der  Ebene 
u  auch  das  Schlaggebilde  der  Schatten  werfenden  Linie  con- 
struieren und  nach  (1434)  die  Schlagschatten  auf  den  krummen 
Linien  der  Fläche  ermitteln.  (Dieser  Fall  enthält  auch  b)  in  sich.) 

1443.  Was  kann  man  von  den  Schlagschatten  zweier 
beleuchteten  und  sich  schneidenden  Linienelemente 
behaupten,  wenn  die  durch  diese  zwei  Linienelemente 
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bestimmte  Ebene  zur  Richtung    des  Lichtes  parallel 
ist,  oder  überhaupt  durch  die  Lichtquelle  L  geht? 

Fallen  ihre  Schlagschatten  auf  eine  Ebene,  so  liegen  sie 
in  einer  und  derselben  geraden  Linie;  fallen  sie  aber  auf 
eine  krumme  Fläche ,  so  bilden  sie  die  Elemente  einer  stetig 
gekrOmmten  Linie*  Die  Richtigkeit  dieses  Satses  ist  leicht  einzu- 
sehen^ sobald  man  sich  die  genannten  Dinge  vorstellt. 

1444.  Wozu  wird  dieser  Satz  gebraucht? 

Wenn,  eine  'Schlagschatten  werfende  Linie  in  irgend  einem 
Punkte  eine  Spitze  oder  ein  Eck  besitzt,  so  ist  der  Schlag- 
schatten dieses  Eckes  nur  dann  wieder  ein  Eck,  wenn  die  Ebene, 
welche  durch  die  in  jener  Ecke  zusammentreffenden  zwei  Linien- 
elemente bestimmt  ist,  nicht  durch  die  Lichtquelle  geht 
Geht  sie  aber  durch  die  Lichtquelle,  so  ist  der  Schlagschatten 
des  Eckes  kein  Eck  im  Schlagschatten  der  Linie,  es 
mag  der  Schlagschatten  auf  eine  ebene  oder  auf  eine  gekrümmte 
Fläche  fallen. 

1445.  Beispiel.  Es  ist  der  Schlagschatten  zu  con- 
struieren,  welchen  der  Fig.  177  dargestellte  Kegel  auf 
den  Cylinder  wirft. 

Der  Cylinder  besteht  aus  geraden  Linien,  deren  Schatten 
sich  bequem  auf  der  Bildebene  I  konstruieren  lassen.  Man  suche 
daher  auch  den  Schlagschatten  8^  B'  der  Schatten  werfenden  Linie 
SB  auf  der  Bildebene  I  und  ziehe  durch  den  Punkt  i*'^  in  wel* 
chem  sich  dieser  Schatten  mit  dem  eines  Cylinderstrales  durch  e^ 
schneidet,  den  Schattenstral ,  welcher  die  Cylindergerade  durch  e^ 
in  i'  trifft,  welcher  Punkt  sofort  der  Schlagschatten  der  Geraden 
8B  auf  jener  Geraden  ist.  Bestimmt  man  auf  diese  Art  eine 
genugende  Anzahl  von  Schlagschattenpunkten,  so  lassen  sich  die- 
selben durch  eine  Linie  zur  Grenze  des  Schlagschattens  ver- 
binden, welchen  der  Kegel  auf  den  Cylinder  wirft 

1446.  Zu  welcher  besonderen  Bemerkung  gibt  der 
Schlagschatten  der  Kegelfläche  noch  Veranlassung? 

Die  Schlagschatten  der  Eckpunkte  B  und  C,  in  welchen 
die  geradlinigen  Selbstschattengrenzen  die  Basislinie  schneiden, 
bilden  keine  Ecken  im  Schlagschatten  des  Kegels.  Denn  die 
Ebene,  welche  den  Kegel  z.  B.  in  C  berührt,  enthält  sowol  ein 
Linienelement  von  SC  als  auch  vom  Kreise;  und  weil  diese 
Ebene  zur  Richtung  des  Lichtes  parallel  ist ,  so  folgt  hieraus  die 
Itusgesprochene  Behauptung  (1446).    Es  muss  daher  in  Fig.  177 
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C  ein  Punkt  sein,  in  welchem  der  geradlinige  Kegelschatten  den 
krummlinigen  tangiert. 

1447.  Wie  ermittelt  man  den  Schlagschatten  des 
Kegelrandes  CDB  ins  Innere  der  Kegelfläche? 

Ist  D\  /S|  das  erste  Bild  eines  Strales  der,  Kegelfiäche,  auf 
welchen  ein  Schlagschattenpunkt  fallt  ^  so  ist  nur  das  Schlaglicht 
dieses  Strales  auf  der  Basisebene  des  Kegels  zu  suchen.  Wäre 
der  Schnitt  des  durch  S  gehenden  Lichtstrales  mit  der  Basis- 
ebene  bekannt,  so  wäre  dieser  Punkt  den  Schlaglichtem  aller 
Kegelstralen  gemeinsam;  da  aber  dieser  Punkt  nicht  bekannt, 
so  bestimme  man  zunächst  das  Schlaglicht  der  Spitze  auf  der 
zur  Basis  parallelen  Hilfsebene  in  o^  a, ;  alsdann  ist  D"^  a|  das 
Schlaglicht  des  Strales  D*  S  auf  der  Hilfsbasisebene.  Zieht  man 
nun  D\  jDj  parallel  zu  D\  a^ ,  so  ist  D\  D^  das  gesuchte  Schlag- 
licht von  SD*j  folglich  ist  Di  das  Bild  jenes  Punktes  im  Bande 
der  Kegelbasis,  welcher  seinen  Schlagschatten  auf  SD  wirft. 
Wird  nun  durch  D^  eine  Parallele  zu  X,  gezogen,  so  ergibt  sich 
in  S^  das  Bild  des  Schlagschattens  von  D  auf  das  Innere  der 
Kegelfläche. 

Nach  (1376)  ist  die  Ghrenze  des  Schlagschattens  eine  Linie 
der  n.  Ordnung. 

1448.  Beispiel.  Man  soll  die  Schlagschatten  an  den 
in  Fig.  178  dargestellten  Gebilden  construieren. 

Die  Schlaglichter  (1432)  der  Stralen  von  der  cylindrischen 
Höhlung,  aus  welcher  die  Rinne  hervorragt,  sind  zu  den  Schlag- 
schatten der  Rinnenstralen,  also  die  zweiten  Bilder  der  Schlag- 
lichter zu  02  B^  parallel.  Zieht  man  sonach  durch  tj  eine  Pa- 
rallele zu  Oa  B^y  bis  der  Rand  des  Cylinders  in  t',  getroffen  wird, 
und  zeichnet  durch  i\  eine  Parallele  zu  Z^,  so  ergibt  sich  ein 
Punkt  des  Schlagschattenbildes  in  Z,. 

1449.  Ermittelt  man  den  Schlagschatten  der  Rinne  auf  die 
Wand,  so  kann  im  Schlagschatten  des  Punktes  d  kein  Eck,  also 
auch  im  Bilde  in  D^  kein  Eck  enstehen  (1444). 

Der  Lernende  wolle  auch  in  der  Bildebene  I  den  Schlag- 
schatten in  das  Innere  der  Rinne  construieren. 

1450.  Beispiel.  In  Fig.  179  kann  man  die  Schnitte  der 
vom  unteren  Rande  des  oberen  Cylinders  gezogenen  Schatten- 
stralen  mit  der  unteren  Cylinderfläche  direct  construieren ,  ohne 
zu  Schlaglichtern  seine  Zuflucht  nehmen  zu  müssen.  Von  beson- 
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deren    Funkten    sind    nar  jene   iD    der  Contour  und  jene  in  der 
SelbstBcbatten grenze  dea  nnteren  Cylindere  hervorzuheben. 

1451.  Ddr  Schlagschatten  auf  den  Bildebenen  Ist  eine  Zu- 
sammenaetzung  aua  einem  Stück  Kreisbogen  n"  d'  als  Scblag- 
achatten  des  unteren  Cylinderrandea ,  aus  den  Schlagschatten  der 
geradlinigen  Sei batsc hatte ngrenzen  beider  Cylinder  und  aus  dem 
Schlagschatten  dee  oberen  Kreiarandes  vom  oberen  Cylinder. 
Fig.  184. 


Der  Lernende  construiere  den  Schlagschatten  auf  der  Bild- 
ebene vollständig,  und  suche  in  dem  Punkte,  in  welchem  der 
Schatten  des  Kreiaes  die  Bildaxe  schneidet,  (in  Fig.  179  nicht 
mehr  dargestellt),  an  diesen  Schatten  in  beiden  Bildebenen  die 
Tangente.   Dabei  ist  (1431,  A)  zu  beachten. 

1452.  Beispiel.  In  Fig.  184  ist  ein  cylindriech  gewölbter 
Durchgang  in  schräger  Stellung  gegen  die  Bildebene  II  mit  zwei 
Stufen  dargestellt.  Die  Form  dea  Unterbogena  iat  elliptisch;  die 
Pfeilhöhe  ungefähr  ein  Viertel  der  Spannweite.  Die  Länge  des 
Durchgaugea  wurde  eo  angenommen,  dass  man  im  zweiten  Bilde 
noch  das  Ende  desselben  teilweise  sieht    (Wegen  Ersparung  an 


43S 

Raum  wurde  der  Grundriss  nicht  vollständig  dargestellt)  Die 
Richtung  deis  Lichtes  wird  durch  Xj  L2  gegeben. 

Um  die  Selbstschattengrenze  zu  finden ;  halte  man  sich  an 
die  in  (1067,  b)  gelehrte  Construction  einer  zu  der  Lichtrichtung 
parallelen  Tangentenebene  des  Cylinders.  Zieht  man  dann  eine 
Tangente  f,  parallel  zu  Q^  ^2  ^^  ^^^  ^^^  ^^^  Ellipse ,  so  finden 
wir  ag  als  Bild  des  Berührungspunktes;  mithin  ist  der  durch  a 
gezogene  Cylinderstral  die  Selbstschattengrenze  des  Cylinders. 
Vom  Cylinderrand  gehört  der  Bogen  von  a  bis  Q  (a,  Q^  ist  dessen 
Bild)  zur  Selbstschattengrenze ,  welche  sich  von  Q  längs  der  ver- 
ticalen  Mauerkante  bis  zum  Boden  fortsetzt. 

Die  SchlagschattenbestimmuDg  auf  der  inneren  verticalen 
Wand,  auf  den  Stiegenstufen,  sowie  auf  der  inneren  Gewölbs- 
fläche  bietet  nach  dem  Vorgekommenen  keinerlei  Schwierigkeiten 
mehr  9  bedarf  daher  keiner  weiteren  Erläuterung.  Nur  sei  noch 
bemerkt,  dass  der  Berührungspunkt  ct^j  nachdem  die  Ellipsen- 
tangente schon  gezogen  war,  nach  (445)  construiert  wurde. 

1453.  Man  soll  untersuchen,  ob  die  Tangente  t^ 
(Fig.  184)  das  Bild  der  Schlagschattencurve   berührt? 

Bezeichnen  wir  das  in  a  sich  anschliessende  Linienelement 
des  Schatten  werfenden  Bogens  mit  ai,  so  fällt  von  b  der  Schlag- 
schatten schon  auf  einen  gewissen  Punkt  b*  der  inneren  Cylinder- 
fläche y  wobei  ab'  ebenfalls  eine  unendlich  kurze  Strecke  sein 
wird.  Da  aber  die  äussere  Wandebenc  auf  der  Cylinderfläche 
senkrecht  steht ^  so  folgt ,  dass  dad  Linienelement  aV  mit  dem 
Elemente  ab  irgend  einen  messbaren  Winkel  einschliessen  muss^ 
woraus  sich  weiter  ergibt,  dass  diq  Tangente  in  a  an  die  Schlag- 
schattencurve eine  andere  ist,  als  die  Tangente  in  a  an  die  Basis* 
linie  des  Cylinders.  Weil  femer  die  Ebene  beider  Tangenten  nicht 
auf  der  Bildebene  II  senkrecht  steht,  so  können  auch  im  zweiten 
Bilde  die  beiden  Tangenten  in  Oa  nicht  in  eine  Qerade  zusam- 
fallen.    (Man  sehe  übrigens  1376.) 

1454.  Beispiel.  Ein  für  den  Lernenden  schon  schwierigeres 
Beispiel  von  Schattenbestimmungen  ist  in  Fig.  185  gegeben.  Da- 
selbst steigt  ein  verticales  Rohr  A  (z,  B.  ein  Gasrohr)  aus  einer 
horizontalen  Ebene  empor,  biegt  sich  oben  im  Halbkreise  als 
Rotationsfläche  (Ringfläche)  B  um,  steigt  in  C  vertical  abwärts, 
beschreibt  in  D  neuerdings  eine  Ringfläche,  geht  dann  in  eine 
verticale  Lage  E  über,  und  wird  durch  einen  Deckel  F  ge- 
schlossen.   An  das  Rohr  E  setzt   sich   ein    horizontales   mit  E 
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gleich  weites  Rohr  (?  an,  am  von  hier  die  Leitung  ii^ndwie 
weiter  zu  fuhren.  Die  parallelen  Äxen  der  Cylinder^,  C  and  £ 
liegen  in  einer  vcrticalen  Ebene  u,  welche  gegen  die  Bildebene  11 
eine  gegebene  oder  eine  angenommene  Neigung  besitzt.  Die  lüch- 
tong  des  Lichtes  ist  wieder  durch  £,  L^  gegeben.  Man  soll  die 
FIScben  darstellen  und  die  Schatten  constroieren. 
Kg.  186. 


AnflSaung.  Wenn  die  Langen  der  Röhren  und  der  mitt- 
lere Radius  der  Ringfläche  durch  Maße  angegeben  sind,  so  kann 
man  eich  die  beilänfige  Höhe  und  Breite  des  Grund-  und  Auf- 
risses (d.  h.  des  ersten  und  zweiten  Bildes)  berechnen,  um  so  den 
Raum  in  Erfehrung  zu  bringen,  welchen  die  Zeichnnng  auf  dem 
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gegebenen  Zeichnungsblatte  annäherungsweise  einnehmen  wird. 
Rechnet  man  noch  dazu^  dass  auch  der  Schlagschatten  auf  beiden 
Bildebenen  noch  durch  Zeichnung  dargestellt  werden  soll,  und 
skizziert  man  den  Maßen  und  der  Stellung  ungef&hr  entsprechend 
den  Schnitt  der  Axenebene  u  mit  der  äussersten  Fläche  (gerade 
Linien  und  Kreise) ,  so  vermag  man  dann  auch  die  ungefähre 
Breite  des  Schattens,  welcher  ausserhalb  des  Objectbildes  fallen 
wird,  anzugeben.  Sind  diese  Umstände  ermittelt,  so  vermag  man 
dann  zu  beurteilen,  wo  die  Projectionsaxe  und  wo  die  drei  ver- 
ticalen  Cylinderaxen  anzunehmen  sind,  auf  dass  die  Gtesammt- 
zeichnung  den  mittleren  Teil  jenes  Raumes  einnimmt,  der  ihr 
zugewiesen  ist.  Eine  derartige  Calculation  soll  der  Zeichnende 
immer  vornehmen,  damit  er  im  vorhinein  die  Ueberzeugung  ge- 
winnt, es  werde  die  Zeichnung  an  die  richtige  Stelle  seines 
Blattes  kommen. 

Die  Darstellung  der  drei  Cylinder  Ay  C  und  E  ergibt  sich 
ohne  Mühe.  Die  Ringäächen  B  und  D  wird  man  mit  Rücksicht 
auf  die  vorzunehmenden  Schattenconstructionen  durch  eine  grös- 
sere Anzahl  von  Parallelkreisen  bestimmen,  deren  Bilder  im 
Grundrisse  als  gerade  Linien  erscheinen.  Will  man  sich  aber 
diese  Muhe  ersparen,  so  lege  man  durch  oder  parallel  mit  ü^ 
eine  Bildebene  III  senkrecht  zur  Bildebene  I  und  wähle  den 
Sehpfeil  ID^  wie  es  die  Figur  zeigt  Ermittelt  man  das  dritte  Bild 
der  Fläche,  dessen  Contouren  nur  aus  geraden  Linien  und  Kreisen 
bestehen  und  sucht  in  der  dritten  und  ersten  Projectionsebene  die 
Bilder  jener  Linie ,  längs  welcher  ein  Cylinder ,  dessen  Stralen 
auf  der  Bildebene  II  senkrecht  stehen,  das  ganze  Flächengebilde 
berührt,  so  ist  diese  Linie  die  zweite  Contour  der  Fläche.  Con- 
struiert  man  der  Linie  zweites  Bild,  so  ist  die  in  Fig.  185  dar- 
gestellte Contour  des  zweiten  Bildes  der  Röhrenleitung  gefunden. 
(In  Fig.  185  wurden  überdies  noch  die  beiden  verticalen  Quer- 
schnitte der  Ringfläcben  angegeben.) 

Die  Durchdringung  des  Cylinders  £7  mit  G  gibt  zwei  Halb - 
ellipsen ,  die  im  zweiten  Bilde  zusammen  eine  herzförmige  Gestalt 
annehmen. 

Nach  dieser  Darstellung  sucht  man  das  dritte  Bild  L^  der 
Lichtrichtung  L  und  sucht  die  dritten  und  ersten  Bilder  der  Selbst- 
schattengrenzen, aus  welchen  sich  das  zweite  Bild  finden  lässt. 
Bezüglich  der  Ringfläche  beachtet  man  den  bei  Fig.  180  eingehal- 
tenen Vorgang.  Da  wir  aus  jener  Figur  schon  wissen ,  dass  mög- 
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licherweise  bei  der  inneren  Selbstschattengrenze  der  Ringfläche 
Uebergangspunkte  vorkommen  können,  so  sucben  wir  gleich  die 
Schnitte  jener  Schattenstralen ,  welche  von  a  angefangen  (an  der 
Rotationsfläche  nach  aufwärts  gehend)  die  Rotationsfläche  be- 
rühren ^  mit  der  Cylinderfläche  A  und  sodann  (weiter  oben)  mit 
der  Ringfiäche  B.  Die  Schnittcurve  (wenn  sich  eine  ergibt) ,  ist 
der  Schlagschatten ,  welchen  das  Flächengebilde  auf  sich  selbst 
wirft.  TrifiFt  die  Schlagschattengrenze  in  irgend  einem  Punkte  b 
(im  zweiten  Bilde  in  b^)  mit  der  Selbstschattengrenze  zusammen, 
80  ist  b  ein  Selbstschatten-Uebergangspunkt.  (^In  Fig.  185  wurde 
noch  das  zweite  Bild  der  Selbstschattengrenze  gezeichnet,  wel- 
ches sich  innerhalb  des  Schlagschattens  fortsetzt,  und  durch  eine 
dunklere  Schraffierung  der  Schlagschatten  ersichtlich  gemacht.) 

Auf  eine  ähnliche  Art  verfährt  man  bei  der  Selbst-  und 
Schlagschattenbestimmung  an  der  unteren  Ringfläche  D ,  woselbst 
sich  gleichfalls  ein  Uebergangspunkt  c  (1427)  ergibt. 

Die  Cylinderfläche  E  wirft  Schlagschatten  auf  die  Rotations- 
fläche D  (welcher  im  ersten  Bilde  sich  als  eine  zu  L^  parallele 
Gerade  ergibt),  und  auf  die  Cylinderfläche  C  (endend  im  zweiten 
Bilde  in  d\).  Von  d*'  angefangen  erhält  man  auf  dem  Cylinder 
C  ein  Stück  Schlagschatten  vom  unteren  Kreisrand  des  Deckels  F. 
An  diesen  schliesst  sich,  ohne  ein  Eck  zu  bilden  (1444),  der 
Schlagschatten  der  geradlinigen  Selbstschattengrenze  des  Deckels 
F  und  geht  abermals  ohne  ein  Eck  zu  bilden,  in  den  Schlag- 
schatten des  oberen  Kreisrandes  über,  welcher  Schatten  teilweise 
auf  die  Ringfläche  fällt. 

Die  Durchschnitte  der  verschiedenen  Schattenstralen  mit  den 
Rotationsflächen  wird  man  am  schnellsten  mittels  Einser-Deck- 
linien aus  dem  ersten  und  dritten  Bilde  ermitteln. 

Der  Schlagschatten  des  Cylinderdeckels  Fauf  den  Cylinder 
E  wird  wie  bei  Fig.  179  bestimmt. 

Die  Schlagschatten  auf  den  Bildebenen  entstehen  durch  die 
Schnitte  der  von  den  Selbstschatten  herstammenden  Schattenstra- 
len mit  den  Bildebenen.  Dabei  kommt  der  Schatten  von  /"  iiber 
g"  bis  A"  von  der  auf  der  äusseren  Seite  der  Ringfläche  jB,  sowie 
zum  Teil  von  der  auf  der  Cylinderfläche  C  liegenden  Selbstschatten- 
grenze her,  und  schliesst  sich  in  h^^  über  i^'  fort  der  Schlag- 
schatten vom  oberen  Kreisrande  des  Deckels  F  an.  Bei  k'  sieht 
man  in  der  Bildebene  I  den  Schlagschatten  der  unteren  gerad- 
linigen Selbstschattengrenze  desCylinders  Q^  an  welchen  Schatten 
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sich  jener  von  der  Aussenseite   der  Rotationsfläcbe  D  hergelan- 
gende anschiiesBt. 

1455.  Gibt  es  auch  eine  Methode,  den  Schlag, 
schatten  einer  Fläche  vorher,  und  aus  diesem  erst  die 
Selbstschattengrenze  der  Fläche  zu  construieren? 

Die  Methode  ist  folgende:  Man  sucht  von  einer  Reihe  auf 
der  Fläche  F  dargestellten  Linien  a,  bj  e  ...  die  Schlagschatten 
a' f  b\  c* ...  auf  einer  Ebene  E  gerade  so,  als  ob  die  Linien 
a,  hj  c...  frei  für  sich  im  Räume  lägen.  An  diese  Schlag- 
schatten zieht  man  eine  umhüllende  Linie,  welche  offenbar  die 
Ghrenze  des  Schlagschattens  ist,  welchen  die  Fläche  F  auf  die 
Ebene  u  wirft.  (Denkt  man  sich  die  Richtung  des  Lichtstrales 
als  eine  auf  die  Ebene  E  schief  projicierende  Richtung,  so  ist 
die  Grenze  des  Schlagschattens  die  Contour  des  Bildes,  welches 
durch  schiefes  Projicieren  auf  der  Ebene  E  entsteht.) 

Zieht  man  durch  die  Berührungspunkte  der  Umhüllungslinie 
mit  den  Linien  a',  V ^  &  .. .  die  Schattenstralen ,  bis  sie  die  Raum- 
linien aj  hy  c  treffen,  so  sind  die  so  gefundenen  Punkte,  der 
Selbstschattengrenze  angehörend. 

Es  mögen  die  Schlag-  und  Selbstschatten  der  in  Fig.  156 
dargestellten  Rotationsfläche  nach  dieser  Methode  construiert 
werden. 

1456.  Aufweiche  Art  kann  man  den  Schlagschat- 
ten einer  Fläche  F  auf  einer  Fläche  P  bestimmen, 
ohne  vorher  die  Selbstschattengrenze  der  Fläche  F 
zu  ermitteln? 

Man  bestimme  den  Schlagschatten  /  der  Fläche  F  auf  eine 
geeignete  Ebene  E  (z.  B.  auf  eine  Bildebene)  nach  (1455).  Die 
Fläche  F'  wird  eine  Reihe  von  Linien  enthalten ,  welche  die  Ge- 
stalt der  Fläche  bestimmen  (z.  B.  Stralen  bei  Stralenflächen,  Form- 
oder Seitenlinien  bei  projectivischen  Flächen).  Denkt  man  sich 
eine  solche  Linie  R'  frei  im  Räume,  so  kann  man  von  ihr  den 
Schlagschatten  r*  auf  der  Ebene  E  construieren.  Die  Grenzen 
des  Schlagschattens  /  werden  r*  in  Punkten  schneiden.  Ist  m 
ein  solcher  Punkt,  so  geht  durch  m'  ein  Schattenstral ,  welcher 
von  einem  unbekannten  Punkte  der  Selbstschattengrenze  der 
Fläche  F  herrührt  und  die  Linie  R  der  Fläche  F  in  einem 
Punkte  M*  schneiden  muss ,  welcher  der  Grenze  des  Schlagschat- 
tens von  der  Fläche  F  auf  der  Fläche  F  angehört,  sobald  man 
erkennt,   dass  M'  ein  Punkt  auf  der  beleuchteten  Seite  von  P 
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ist.    Mit  Hilfe  des  Schattenatrales  darcb  m*  findet  man  auch  einen 
Punkt  M  der  Selbstscbattengrenze  von  F. 

Als  Beispiel  wähle  man  zwei  Rotationsflächen  mit  verti- 
calen  Axen. 

1457.  Zur  Uebung  in  der  Darstellung  gegebener  Gebilde 
und  der  Schattenbestimmungen  eignen  sich  mehrere  der  in  den 
früheren  Abschnitten  vorgekommenen  Gebilde;  insbesonders  sind 
aber  dem  Anfänger  die  Anfertigungen  von  Detail-Zeichnungen 
verschiedener  Objecto  zu  empfehlen.  Weil  nicht  selten  der  Ler- 
nende fragt;  welche  Gegenstände  für  constructive  Uebungen  ge- 
eignet sindy  so  sei  im  Nachfolgenden  auf  einige  hingewiesen,  die 
entweder  selbst  wegen  ihrer  einfachen  Formen  ftir  Darstellungen 
in  orthogonalen ,  schiefen  oder  perspectivischen  Projectionen  ge- 
eignet sind,  oder  welche  für  die  Construction  lehrreiche  Details 
enthalten. 

Diese  Gegenstände  sind :  Ziegel-  oder  Quadersteinmaaem 
mit  Schmatzen,  die  verschiedenen  Holzverbindungen,  Dachstüle 
Decken,  Bohlenbögen,  Dachflächen  mit  Schornsteinen,  Wetter- 
fahnen und  Blitzableitern ,  Gesimsglieder,  einfache  und  verkröpfte 
Gesimse,  Gesimse  mit  Consolen,  Postamente,  Säulenfusse,  Ka- 
pitale, cannelierte  Säulen ,  gothische  Pfeiler ,  gothische  Bögen  und 
gothisches  Masswerk,  Denksäulen,  Grabmale,  öffentliche  Brun- 
nen, Arcaden,  Portale,  Hallen,  Stiegen  zu  Altanen,  Pavillons, 
Kanzeln,  Erker,  Thürmchen,  Kapellen,  Gartenhäuser,  Block- 
und  Schweizerhäuser;  ferner  hölzerne,  steinerne  und  eiserne 
Brücken,  Durchlässe,  Viaducte;  Gegenstände  des  Hausbedarfes: 
wie  Lampen,  Pulte,  offene  Schränke  u.  s.  w.;  Geräthschaften  für 
gewerbliche  Verrichtungen;  Instrumente,  sowie  viele  einfache  und 
complicirte  Mechanismen,  Gestelle  und  Maschinen,  als:  Zahn- 
räder, Trillinge,  Schwungräder,  Wasserräder,  Zapfenlager,  Wa- 
gengestelle, Haspel,  Krahne,  Göpel  u.  s.  f. 

Die  genannten  Objecto  oder  ihre  Einzelnheiten  sind  wo 
möglich  nach  der  Natur  aufzunehmen,  wobei  man  sich  bei  dem 
Skizzieren  teils  der  orthogonalen,  teils  der  schiefen  Projectionen 
bedienen  kann. 
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SehlagsehattenbeBtImmttiig  b<*i  Anwendung  der  ttbrigen 

Projeetionsarten. 

§.  72. 

1458.  Welchen  Weg  muss  man  bei  der  Schlagschat- 
tenbestimmung einhalten,  wenn  gegebene,  durch  pa- 
rallele Lichtstralen  beleuchtete  Objecte  in  axonome- 
trischer,  schiefer  oder  centraler  Projection  abgebil- 
det werden? 

Man  muss  die  Richtung  des  Lichtstrales  durch  alle  jene 
Projectionen  bestimmen,  durch  welche  das  Object 
angegeben  wird,  und  in  diesen  Projectionen  alle  jene  bei  den 
orthogonalen  Abbildungen  erläuterten  Operationen  durchführen, 
welche  Behufs  der  Schattenbestimmung  durchzunehmen  sind.  Na- 
mentlich wird  man  aber  (1431)  berücksichtigen. 

1459.  Bei  der  axonometrischen  Projection  wird  man  a)  die 
Lichtrichtung  orthogonal  auf  die  yerticale  Bildebene  II,  ß)  ortho- 
gonal auf  die  als  Grundrissebene  zur  Bildebene  II  geneigte  Ebene 
Z  (855),  und  y)  diese  Projection  wieder  orthogonal  auf  die  Bild- 
ebene n  projicieren. 

1460.  Bei  der  schiefen  Projection  treten  zwei  Fälle  ein. 
a)  Entweder  werden  die  Objecte  durch  zwei  schief  zugeordnete 
Projectionen  gegeben  (nämlich  einmal  schief  und  einmal  ortho- 
gonal auf  die  Zeichnungeebene  projiciert);  oder  ß)  man  stellt  von 
den  Objecten  und  von  deren  orthogonaler  Projection  auf  einer 
horizontalen  Grundrissebene  die  schiefen  Projectionen  auf  einer 
verticalen  Bildebene  dar.  Die  Richtung  der  Lichtstralen  ist 
in  beiden  Fällen  durch  die  erwähnten  Projectionen  darzustellen. 

1461.  Bei  der  centralen  Projection  ergeben  sich  dieselben 
Umstände  wie  bei  der  schiefen,  (man  lese  1460  und  setze  statt 
„schief"  central),  nur  wird  man  die  parallelen  Richtungen  wo 
möglich  durch  ihre  Fluchtpunkte  bestimmen. 

1462.  Beispiel.  Zu  einem  Plateau  P  führen  von 
einer  horizontalen  Ebene  E  zwei  Rampen  BB'  mit 
hölzernem  und  eine  steinerne  Stiege  mit  eisernem  Ge- 
länder. Man  soll  Rampen,  Treppe  und  Geländer  in 
schiefer  Projection  darstellen  und  die  vorkommen- 
den Schatten  construieren. 

Angaben:  1.  Die  Plateauebene  P  liege  6  Fuss  höher  als 
die  Ebene  E.    2.  Die  geraden  Durchschnitte  der  beiden  ebenen 


RampenbÖBcbuQgeD  r  uod  r'  mit  der  Ebene  E  stehen  aofeinander 
senkrecht.      3.  Die  verticale   Mittenebene  der  Stiege   halbiere 


dieaen  rechten  Winkel.  4.  Die  Treppe  sei  6  Fubs  breit,  jede 
Wangenmaucr  1  Puse  dick.  5.  Die  Treppe  enthalte  12  Stufen 
von  je  1  Pubs  Breite,  i  Fnas  Höhe.    6.  Die  Wangenmauer  Über- 


448 

rage  .auf  der  inneren  Seite  in  yerticaler  Richtung  jede  Stufe  um 
i  Fu88.  7.  Ueber  der  obersten  Stufe  in  einer  Höhe  von  }  Fuss 
enden  die  Wangenmauern  in  einer  horizontalen  Ebene,  auf  welche 
zwei  eiserne  Gelandersäulchen  zu  setzen  sind.  8.  Jede  Bampen- 
boschung  gehe  durch  die  ihr  zugewendete  obere  Kante  der  Wan- 
genmauer. 9.  Die  am  Fusse  von  der  Wangenmauer  an  gemes- 
sene Länge  jeder  Böschung  betrage  60  Fuss.  10.  Der  Schnitt 
der  Bamp;e  mit  dem  Plateau  stehe  auf  der  geneigten  oberen 
Kante  der  Böschung  senkrecht.  11.  Das  eiserne  Geländer  ent- 
halte auf  jeder  Seite  drei  Gelandersäulchen  von  ^  Fuss  Durch- 
messer. 12«  Die  geraden  Anhaltstangen  seien  in  verticaler  Sich- 
tung 2^  Fuss  über  der  Wangenmauer.  13.  Das  hölzerne  Gelän- 
der ist  ^  Fuss  von  der  Böschungskante  entfernt.  14.  Je  zwei 
Geländersäulen ,  im  Querschnitte  quadratisch ,  zur  Seite  f  Fuss, 
seien  16  Fuss  von  einander  entfernt.  15.  Der  Geländerholmi  von 
denselben  Dimensionen  wie  die  Geländersäule,  werde  durch  eine 
Zwischensäule  unterstützt  16.  Unterhalb  des  Geländerholms, 
1^  Fuss  in  verticaler  Richtung  entfernt,  läuft  ein  schwächerer  Ge- 
länderriegeL 

1463.  Anordnung.  Als  Hauptobject  der  Darstellung  be- 
trachte man  die  Stiege  und  stelle  dieselbe  so  auf,  dass  die  Wan- 
genmauern auf  der  Zeichnungsebene  II  senkrecht  stehen.  Den 
Modulus  der  schiefen  Projection  (868,  2)  wähle  man  ==  ^ ;  denn 
ftir  den  Modulus  =  1  (876)  würde  die  Stiege  zu  lang  gestreckt 
erscheinen.  Die  schiefe  Ordinale  0, 0^  (872)  sei  unter  45®  zur 
horizontalen  Axe  ^X2  geneigt 

1464.  Construction  des  Bildes.  In  Fig.  186  ist  O2  der 
Augpunkt,  0«  der  Nebenpunkt  (881)  und  k  der  Distanzkreis;  B 
und  C  sind  zwei  Distanzpunkte,  folglich  sind  OgB  und  0«  C  die 
Richtungen  der  Fusslinien  der  beiden  Böschungen  r  und  K  Nun 
wähle  man  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Fusslinien  in  D 
und  ziehe  zu  O9B  und  O^C  Parallelen,  so  ist  das  schiefe  Bild 
vom  Fusse  einer  jeden  Böschung  gefunden  2).  Zieht  man  ab  pa- 
rallel zu  18^2  uiid  von  einer  Länge  =  4  Fuss  4),  so  gehen  durch 
a  und  b  die  den  Böschungen  zugewendeten  Kanten  der  Wangen- 
mauem,  deren  Dicke  1  Fuss  von  a  und  b  aus  auf  ab  aufgetra- 
gen wird.  Die  Steigung  der  Stiege  (Höhe  durch  die  Anlage)  ist 
=  i  nach  1)  und  5).  Macht  man  also  OjJB  =  der  halben  Di- 
stanz, so  ist  O9E  die  Bichtung  der  schiefen  Wangenmauerkanten, 
folglich  können  acj  6d  u.  s.  w.  gezogen  werden.  Auf  der  innere 
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Seite  von  b  d  tragt  man  in  'verticaler  Richtung  von  d  nach  ab- 
wärts i  Fuss,  6)  und  zieht  eine  Parallele  zu  b  d,  so  liegen  in  der- 
selben die  Eckpunkte  der  Stufen.  Construiert  man  die  unterste 
Stufe  von  ^  Fuss  Höhe,  so  ergibt  sich  ein  Punkt  «,  von  wo  in 
einer  zu  0, 0^  parallelen  Geraden  b*f  die  Stufenbreiten  (1  Fuss, 
mal  dem  Modulus  \)  au%etragen  werden«  Elrrichtet  man  im  End- 
punkte dieser  Geraden  eine  Verticale/gr  von  6  Fuss  Höhe,  1),  und 
trägt  12mal  die  Stufenhöhe  auf,  so  können  die  Schnittlinien  der 
Stufen  mit  der  Wangenmauer  b'd^  sowie  die  Bilder  der  Stufen 
gezeichnet  werden.  Auch  lassen  sich  die  Wangenmauem  bei  d 
und  c  jetzt  zum  Abschlüsse  bringen. 

Projiciert  man  die  äussere  Kante  einer  Wange  auf  die  Qrund- 
ebene,  so  erhält  man  ah\  Lässt  man  die  Rampenebene  Bf  zwei 
Fuss  weit  heröbergreifen,  wodurch  h*&  =  2'  mal  Modulus  \  zu 
setzen  ist,  so  schneidet  die  Verticale  durch  o*  die  Wangenkante 
in  jenem  Punkte  c,  durch  welchen  die  Krone  %  der  Rampe  R' 
zu  ziehen  ist.  Könnte  man  die  Länge  aZ  =  60  Fuss,  9),  auf  der 
Geraden  äl  auftragen  (891),  so  wäre  nur  l  mit  c  zu  verbinden 
und  die  Kante  %  wäre  gefunden.  Weil  aber  dies  nicht  angeht, 
80  mache  man  an  =  dem  funfben  Teile  von  al  also  =  12^  (891), 
ziehe  nm*  \\  ac'y  nm  y  ac  und  setze  nm  sc  ^  ac^  so  muss  em  die 
gesuchte  Gerade  i,  e'm*  ihre  Horizontalprojection  sein  (selbstver- 
ständlich in  schiefer  Abbildung). 

Wird  nun  O^F  parallel  zu  &m'  gezogen,  so  v&\  0^  F  die 
wahre  Richtung  von  c'm',  und  wird  0,!jP'  1_  O^F  errichtet,  so 
stellt  OtF*  die  Richtung  des  Schnittes  der  Rampenebene  R'  mit 
der  horizontalen  Plateauebene  P  im  schiefen  Bilde  vor  und  kann 
deshalb  o\\  OtF*  gezogen  werden. 

Ziieht  man  gleichfalls  durch  e'  eine  Parallele  zu  OtF*  und 
trägt  ^  Fuss,  13)  plus  |  Fuss,  14)  auf  dieser  Parallelen  nach  (891 ) 
(mittels  Anwendung  eines  Proportional winkels ,  O^F*  Radius, 
OtF*  Sehne)  aui^  so  kann  man  durch  diese  Punkte  zwei  Parallele 
zu  c*m*  ziehen,  welche  die  Horizontal-Projectionen  des  Geländer« 
holmes  p  sind.  Es  lassen  sich  nun  nach  14)  die  Horizontal-Pro- 
jectionen  der  Geländersäulen,  sowie  auch  deren  Bilder  sammt  dem 
Bilde  des  Holmes  p  und  des  Riegels  q  herstellen.  Analog  ist  die 
Darstellung  der  Bilder  des  Geländers  auf  der  Rampe  i2.  Nach 
diesen  Erläuterungen  wird  es  dem  denkenden  Constiiicteur  nicht 
mehr  schwer  fiftllen,  auch  die  Bilder  des  Stiegengeländers  zu 
finden. 
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1465.  Schatten-ConBtractioD.  Wir  wählen  die  Rich- 
tung des  Lichtes  von  links  gegen  rechts  in  einer  unter  45^  zur 
Bildebene  II  geneigten  VerticalebenC;  unter  45®  zur  Bildebene  I. 
Wird  demnach  die  Verticale  OtAg  =^  der  Distanz  gesetzt,  so  ist 
AsB  die  Richtung  eines  Lichtstrales  in  schiefer  Projection  und 
OtB  das  schiefe  Bild  seiner  orthogonalen  Horizontal-Projection; 
mithin  ist  die  Bedingung  (1458  und  1460,  ß)  erföUt. 

Aus  der  Richtung  Ogß  der  Horizontal-Projection  eines  Licht- 
strales erkennt  man  die  durch  b^  gehende  Wangenkante  als  eine 
Selbstschattengrenze«  um  den  Schlagschatten  von  dieser  Kante 
auf  der  Grundebene  zu  finden,  sucht  man  den  Schatten  von  OgE, 
indem  man  O^HW  0,B  und  EH\\  AgB  zieht  und  H  mit  0,  ver- 
bindet; zu  OtH  geht  dann  durch  b*  eine  Parallele  bis  an  die  erste 
Stufe.  Sucht  man  den  Schnitt  von  der  Wangenkante  b'  mit  der 
verticalen  Stufenebene,  so  findet  man  den  Schatten  der  Wangen- 
kante b^  auf  dieser  verticalen  Ebene  (1431 ,  d).  Gelangt  dieser 
Schatten  an  die  horizontale  Ebene  der  ersten  Stufe,  so  geht  er 
auf  dieser  mit  OaH  parallel  bis  an  die  zweite  Stufe  u.  s.  w. 

1466.  um  die  Schlagschatten  der  eisernen  Geländersäulen 
auf  den  schiefen  Wangenebenen  zu  finden ,  ziehe  man  durch  E 
die  Gerade  S2  parallel  zu  ^x^  (884),  und  suche  den  Schnitt  OgJ 
der  durch  den  Lichtstral  A^B  gelegten  Verticalebene  mit  u ,  dann 
darf  man  nur  an  die  eisernen  Cjlindersäulen  in  der  schiefen 
Wangenebene  Tangenten  zu  OgJ  parallel  ziehen,  um  den  Schlag- 
schatten der  Säule  auf  der  schiefen  Wangenebene  zu  erhalten. 
Durch  die  Berührungspunkte  gehen  die  Selbstschattengrenzen 
dieser  Geländersäulen. 

1467.  Der  Schlagschatten  der  eisernen  Geländersäulen  auf 
den  Stiegenstufen  ragt  über  jenen  der  Wangenkante  b'  hinaus 
und  ist  an  den  Vorderseiten  der  Stufen  vertical,  auf  den  Horizon- 
talebenen parallel  zu  O^B. 

1468.  Sucht  man  auf  P  den  Schlagschatten  jener  Stelle,  wo 
die  mit  bd  parallele  obere  Laufstange  in  die  oberste  Geländersäule 
eingreift,  so  geht  von  dort  der  Schatten  auf  der  Plateauebene  mit 
O9  FI  parallel  bis  an  die  Elante  der  obersten  Stufe.  Zieht  man  durch 
jene  Stelle  eine  Parallele  zu  bd^  so  ergeben  sich  alle  Stellen,  an 
welchen  der  Schatten  der  Anhaltstange  die  Kanten  der  Stufen 
treffen  wird.  An 'den  verticalen  Ebenen  der  Stufen  sind  die 
Schatten  zu  jenen  der  Wangenkante  durch  b'  parallel. 
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1469.  Um  den  Schlagschatten  der  Geländersäulen  auf  der 
Böschung  r*  zu  finden^  ziehe  man  zu  ihr  die  Fluchtebene  v  mit 
der  Fluchtspur  v^j  welche  durch  C  und  E  geht.  Der  Schnitt  der, 
durch  die  Verticale  A^Ot  und  den  Lichtstral  AtB  gelegten  Bbene 
mit  der  Fluchtebene  v^  ist  die  Gerade  O^k*  (zufällig  mit  dem 
schiefen  Bilde  der  zur  Bildebene  II  senkrechten  Geraden  0  0^, 
zusammenfallend),  mithin  gehen  die  Schlagschattengrenzen  der 
Geländersäulen  auf  der  Böschung  r*  mit    Otk*  parallel. 

1470.  Die  Schatten  der  Laufstangen  auf  r'  sind  zu  den  Lauf- 
stangen  parallel.  Sucht  man  den  Schatten  der  Laufstange  auf 
der  Plateauebene  P  parallel  zu  0,H  (1468),  und  verbindet  jene 
Punkte,  wo  o  geschnitten  wird,  mit  den  in  om  liegenden  Punkten^ 
so  ergeben  sich  die  Schatten  der  Laufstangen  auf  der  Rampen- 
ebene R\ 

147J.  Dieser  Schatten  begegnet  der  hölzernen  Gebändesäule  L 
Um  den  Schatten  an  der  yerticalen,  der  nächsten  Säule  zuge- 
wendeten Ebene  zu  erhalten,  sucht  man  sich  die  Fluchtspur  w^ 
der  längs  einer  Geländerstange  zum  Lichtstral  parallel  gelegten 
Fluchtebene,  indem  man  durch  das  Hilfsauge  zu  der  Lichtrichtung 
eine  Parallele  zieht  und  ihren  Schnitt  mit  der  Bildebene  sucht, 
und  die  Fluchtspur  %  der  zur  Säulenebene  t  parallelen  Ebene  y. 
Zur  Schnittgeraden  0«  M  läuft  der  gesuchte  Schatten  parallel. 

1472.  Die  Schlagschatten  der  Geländerstangen  auf  der  yer- 
ticalen, der  Stiege  zugewendeten  Säulenebene  ergeben  sich  pa- 
rallel zu  der  Durchschnittsgeraden  O^N  der  Fluchtebene  w  mit 
der  zur  Säulenebene  parallelen  Fluchtebene. 

Wie  nun  der  Schlagschatten  der  hölzernen  Geländer  teils 
auf  sich  selbst,  teils  auf  die  Rampenebene  zu  bestimmen  ist,  soll 
dem  Lernenden  überlassen  bleiben. 

Aus  dem  eben  durchgeführten  Beispiele  kann  man  entneh- 
men*, wie  die  in  §.  44  entwickelte  Methode  geeignet  ist,  Gegen- 
stände direct  in  schiefer  Projection  abzubilden.  Auf  eine  ähnliche 
Art  verfährt  man  auch,  um  Objecto  in  der  Perspective  direct 
darzustellen ,  wobei  die  in  den  §§.  45  bis  49  vorgetragenen  Lehren 
vollkommen  ausreichen« 

1473.  Der  Lernende,  welcher  im  Stande  war,  das  Beispiel 
in  Fig.  186  durchzuarbeiten,  möge  die  analogen  Constructionen 
für  die  centrale  Projection   durchfahren,   unter  folgender 

Voraussetzung:  1.  Die  Wangenmauem  sollen  auf  der 
Bildebene  II  (Central-Bildebene)  senkrecht  stehen ,  2.  die  Central- 


_    447 

Bildebene  gehe  durch  die  Vorderfläche  der  ersten  Stufe,  3.  die 
durch  den  Augpunkt  und  das  Auge  gelegte  Verticalebene  sei  eine 
Symmetrieebene  der  Treppe  ^  4.  die  Horizontsebene  liege  8  Fuss 
über  der  Flateauebene;    und  5.  die  Augdistanz  betrage  30  Fuss. 

Das  perspeotiyisohe  Bild  wird  in  derselben  Reibenfolge  der 
einzelnen  Abbildungen  entstehen^  wie  das  Bild  bei  der  schiefen 
Projection  entstand.  Als  Grundebene  dient  jene,  in  welcher  von 
jeder  Rampe  der  Fuss  der  Böschung  liegt.  Wegen  der  nicht  un- 
bedeutenden Distanz  von  30  Fuss  kann  es  vorkommen ,  dass  für 
manche  Strecken,  Behufs  des  Auftragens  bestimmter  Längen, 
der  Teilungs-Modulus  ^  oder  ^  wird  angewendet  werden  müssen 
(961).  Wählt  man  die  Richtung  des  parallelen  Lichtes  wie  in 
Fig.  186 ,  so  wird  der  Fluchtpunkt  der  Lichtstralen  30  Fuss  unter- 
halb des  Hgrizontes  und  eben  so  weit  rechts  von  der  zur  Bild- 
ebene senkrechten  Verticalebene  de's  Augpunktes  liegen. 

Sowie  es  bei  der  schiefen  Projection  notwendig  war,  den 
Grundriss  wenigstens  teilweise  in  schiefer  Projection  darzustellen, 
so  ist  es  auch  bei  der  centralen  Projection  angezeigt,  den  Grund- 
riss (orthogonale  Projection  auf  einer  horizontalen  Ebene)  per- 
spectivisch  abzubilden. 

1474.  Würde  man  den  Grundriss  auf  der  Plateauebene  be- 
stimmen, und  nebst  dem  perspectivischen  Bilde  des  Objectes  auch 
das  vollständige  Bild  des  Grundrisses  darstellen,  so  wären  diese 
beiden  Bilder  zwei  zugeordnete  orthogonale  Projectionen  eines 
Raumgebildes,  welches  eine  räumliche  CoUinear-Projection  der 
Stiege  sammt  Rampen  (ein  Relief)  für  ein  Auge  ist,  welches  um 
8  Fuss  näher  an  der  Central-Bildebene  liegt,  als  das  Gontrum 
für  das  ebene  perspectivische  Bild  (993). 

Constructlon  der  Donkelheitsmasse  an  Ebenen.  Aufgaben  ttber  das 

regalara  Dodekaeder  and  Ikosaeder. 

§.  73. 

1475.  Wie  construiert  man  den  Grad  der  Dunkel- 
heit einer  direct  beleuchteten  Ebene  u? 

a)  Wenn  wir  die  Einteilung  der  Tone  wie  in  (1399)  bei- 
behalten, so  ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Axe 
,  Ä2  einen  Lichtstral  L^  i„  legen  durch  eine  orthogonale  Projec- 
tion, z.  B.  durch  L^,  Fig.  187  eine  verticale  Bildebene  lU,  ermitteln 
durch  einen  beliebig  in  L,  Z^  angenommenen  Punkt  aj'a2  das  dritte 
Bild  £3,  tragen  von  A  auf  Z3  zehn  beliebig    lange,  aber  gleiche 
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Teile   bis   O3  auf ,   bestimmen  die  Bilder  des  fQnften   Teilongs- 
punktes  B^  und  beschreiben  aus  A  mit  AB^  einen  Kreis  k. 

h)  Ist  nun  irgend  eine  Ebene  u  gegeben,  so  kennt  man  ent- 
weder ü^  02  od®^  ^^^  kann  mittels  Spurparallelen  die  Richtungen 
von  üiü^  construieren*  Setzen  wir  also  die  Richtungen  ▼onü^üg 
als  bekannt  voraus^  so  kann  man  von  B  eine  Normale  p  auf  die 
Ebene  u  fidlen  (706) ,  und  die  erste  Spur  v^  jener  Ebone  v  er- 

;  Fig.  187. 


mittein,  welche  durch  den  Lichtstral  AB  und  durch  die  Normale 
Py  also  senkrecht  auf  die  Ebene  u  gefuhrt  wird.  In  Fig.  187  sollen 
Bf  C| ,  B^  C2  die  orthogonalen  Bilder  der  auf  u  gefällten  Nor- 
malen p  sein,  mithin  ist  ACi  die  erste  Spur  der  Normalen- 
ebene V. 

e)  Der  von  dem  Licbtstrale  BA  mit  der  Normale  BC  ge- 
bildete Winkel  a  ist  der  Einfallswinkel  des  Lichtstrales  fÜV  die 
Ebene  u  (1393),  folglich  ist  sein  Cosinus  das  Mass  der  Hellig- 
keit und  1  —  CO8  a  das  Mass  der  Dunkelheit  der  dem  directen 
Lichte  ausgesetzten  Seite  der  Ebene  ti. 
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d)  Um  den  Winkel  a  in  wahrer  Qrösae  zu  finden,  verfiihrt 
man  nach  (740),  indem  man  Bi  2?,  senkrecht  auf  v^  ftllt.  Die 
Umlegnng  (oder  Congruenz-Projection)  B'  des  Punktes  B  muss 
von  A  ebensoweit  entfernt  sein,  wie  B  im  Räume  von  A,  also 
muss  B*  im  Kreise  k  liegen.  Den  Punkt  D^  findet  man  immer 
im  Durchschnitte  von  v^  mit  dem  über  AB^  beschriebenen  Kreise 
k'  (350).  Wird  nun  JB'  mit  A  und  C^  verbunden ,  so  ist  A  B*  Cj 
der  gesuchte  Winkel  et. 

e)  Würde  AB  die  Längeneinheit  sein,  so  wäre  offenbar  die 
halbe  Sehne  B^E  der  Cosinus  von  a.  Betrachtet  man  aber  AO^ 
als  Einheit,  so  ist  die  ganze  Sehne  B'E  =  cos  a.  Wird  nun  B'E 
von  ^  gegen  0,  hin  nach  x  aufgetragen,  so  ist  O^x  das  Mass 
der  Dunkelheit  der  auf  der  Geraden  B  C  senkrechten  Ebene  u. 

/)  Weil  OzX>2  aber  <  2^,  so  wird  man  flir  uden  Ton  2 
wählen.  Läge  aber  Ox  zwischen  2^  und  3,  so  würde  man  den 
Ton  3  für  die  direct  beleuchtete  Seite  der  Ebene  u  annehmen. 

g)  Die  indirect  beleuchtete  Seite  von  ti  erhält  den  Ton 
5  +  i  .  2,  d.  i.  6  (1399)  und  Mt  ein  Schlagschatten  auf  ti,  so 
ist  dessen  Ton  mit  15  —  ^.2,  also  mit  14  zu  bezeichnen  (1400). 

Wie  leicht  einzusehen,  ist  es  nicht  noth wendig  die  Gerade 
B'A  zu  ziehen. 

1476.  Denkt  man  sich  den  Kreis  k  mit  der  Sehne  B*E  um 
t;,  gedreht ,  so  beschreibt  k  eine  Kugel ,  in  welcher  B'E  stets 
eine  Sehne  bleibt,  also  auch  dann  noch  eine  Sehne  ist,  wenn  B*E 
die  Lage  B  C^  einer  Normale  zu  u  angenommen  hat  Aus  dieser 
Wahrnehmung  ergibt  sich  nun,  wenn  man  bedenkt,  dass  B  der 
hellste  Punkt  der  Kugelfiäche  ist,  der  folgende  Satz: 

Zieht  man  vom  hellsten  Punkte  B  einer  Kugel- 
fläche eine  Normale  zu  einer  Ebene  u,  so  ist  die  auf 
der  Normale  liegende  Kugelsehne  (146)  das  Mass  der 
Helligkeit  der  Ebeneu,  wobei  der  Kugeldurchmesser 
als  Mass  der  Dunkelheit  einer  zum  Lichte  parallelen 
Ebene  angenommen  wird. 

1477.  Aufgabe,  a)  Es  ist  das  reguläre  Ikosaeder  in  einer 
solchen  Stellung  orthogonal  abzubilden,  auf  dass  das  zweite  Bild 
einer  Axe  vertical,  diese  selbst  aber  nicht  vertical  werde,  h)  Pur 
eine  angenommene  Richtung  der  parallelen  Lichtstralen  sollen  die 
Tone    der  einzelnen  Ebenen  des  Ikosaeders  bestimmt  werden. 

Auf  losung.  ad  a)  Ein  reguläres  Ikosaeder  ist  bekanntlich 
jener  Körper,  welcher  von  20  gleichseitigen  Dreiecken  umschlossen 
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wird,  wobei  immer  in  jeder  der  12  Körperecken  fünf  Kanten  sbu- 
sammentreffen.  Das  reguläre  Ikosaeder  besitzt  einen  Mittelpankt; 
je  zwei  Ecken,  deren  Verbindungsgerade  darch  das  Centram  geht, 
sind  einander  gegenüberliegend.  Um  das  Ikosaeder  zu  zeichnen, 
wird  man  eine  Ebene  3  ^^  ^ig-  1^^  derart  annehmen,  wie  die 
Ebene  3  in  Fig.  109  bei  der  axonometrisohen  Projection,  und 
wie  dort  gelehrt  wurde ,  die  zweite  Congruenz  -  Projection  der 
Ebene  3  sammt  der  in  ihr  liegenden  orthogonalen  Projection  des 
Ikosaeders  construieren. 

Fig.  188. 


Wenn  die  Länge  der  Ikosaederkante  nicht  gegeben  ist,  so 
beschreibe  man  in  der  Ebene  3  *^b  o'  mit  einem  beliebigen  Ra- 
dius r  einen  Kreis  und  verzeichne  in  denselben  ein  reguläres 
Zehneck;  es  stellt  dies  die  Contour  eines  orthogonalen  Bildes 
vom  Ikosaeder  dar.  Verbindet  man  fünf  getrennt  liegende  Eck- 
punkte mit  o'  durch  volle,  die  übrigen  fUnf  durch  gestrichelte 
Linien,  ferner  die  ersteren  ftlnf  Punkte  unter  einander  mit  vollen, 
die  andern  fünf  durch  gestrichelte  Linien  zu  zwei  regulären  Fünf- 
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ecken,  so  ist  eine  orthogonale  Projection  des  Ikosaeders  auf  der 
Ebene  3  vollständig  bestimmt. 

In  Fig.  188  wurde  das  Zehneck  so  angenonmien,  dass  zwei 
Seiten  der  Fünfecke  parallel  zu  3s  werden,  wodurch  die  Kanten 
ab  und  od  im  zweiten  Bilde  in  wahrer  Länge  erscheinen.  Die 
Axe  ef  des  Ikosaeders  ist  im  Bilde  der  Ebene  3  ^^^  Punkt  o% 

Q. 

in  der  Bildebene  III  eine  Qerade  e^f^  senkrecht  zu  3s   ^^^  ^^ 
zweiten  Bilde  J_  zu  3a*  Li^S^  der  Punkt  e  in  der  Ebene  3f  bo 

befindet  sich  e^  in  ^3. 

Die  Endpunkte  der  von  e  oder  von  /  ausgehenden  fünf 
Kanten  bilden  die  Eckpunkte  regulärer  Fünfecke,  die  izu  der  Ebene 
3  parallel  sind,  um  im  dritten  Bilde  die  Nullseiten  dieser  Ebenen 
zu  finden,  denke  man  sich  durch  g'h'  eine  Bildebene  IV  senk- 
recht zur  Ebene  3  g^l^  ^i^d  zeichne  die  vierten  Bilder  in  der 
durch  ab  zur  Ebene  3  parallel  gelegten  Ebene«  Zu  diesem  Behufe 
setzt  man  a^J**  =  a^b^  und  nun  kann  man  behaupten,  in  dem 
Raum-Dreiecke  /ab  besitzt  die  von  /  auf  ab  gezogene  Höhe  die 
Länge  f^i%  erhält  aber  im  orthogonalen  Bilde  auf  der  Ebene  3 
nur  die  Länge  o'i'i  hieraus  construiert  man  nun  (indem  0^/4  senk- 
recht zu  o*i'  mit  dem  aus  i'  mit  dem  Radius  i'f'  beschriebenen 
Kreise  zum  Durchschnitt  gebracht  wird)  das  vierte  Bild  von  /,  so- 
wie auch  jenes  von  h  und  weiss  jetzt,  dass  die  erwähnten  Fünfecks- 
ebenen  von  den  ihnen  am  nächsten  liegenden  Endpunkten  der 
Axe  ef  um  o*f^  entfernt  sind.  Trägt  man  0'/^  von  6,  und/,  auf 

6,/g  auf  und  zieht  zu  33  Parallele,  so  kann  man  auf  bekannte 
Art  das  dritte  und  sodann  das  zweite  Bild  des  Ikosaeders  be- 
stimmen. (Die  Gerade  xx  lässt  sich  am  bequemsten  benützen,. um 
die  Abstände  der  dritten  Bilder  der  Eckpunkte  des  Korpers  von 
^/s  anzugeben.) 

ad  b)  Um  die  Töne  der  einzelnen  Begrenzungsebenen  des 
Ikosaeders  zu  finden,  wird  man  von  der  Richtung  eines  Licht- 
strales das  zweite  und  dritte  Bild  angeben,  das  Centrum  A  der 
Hil&kugel  in  ^X^  annehmen,  und  bezüglich  der  Bildebene  II  und 
III  genau  so  verfahren,  ,wie  bezüglich  der  Bildebene  I  und  11 
in  (1475)  geschehen  ist  Die  Auflösung  bleibe  dem  Fleisse  des  Ler- 
nenden überlassen. 

1478.  Aufgabe,  a)  Es  ist  ein  reguläres  Dodekaeder  orthogo- 
nal so  darzustellen ,  dass  keine  Fünfecksebene  zur  Bildebene  I 
parallel  werde,  b)  Es  sind  die  Dunkelheiten  der  Seitenebenen  für 
eine  angenommene  Richtung  der  parallelen  Lichtstralen  zu  messen. 
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Fig.    189. 


Auflösung!  ada)  Versetzt  mau  ein  reguläres  Dodekaeder, 
welches,  wie  bekannt,  aus  zwölf  regulären  Fünfecken  besteht,  die 
sich  zu  zwanzig  dreikantigen  Ecken  vereinigen,  in  eine  solche 
Lage,  dass  zwei  Punfecksebenen  zu  einer  Ebene  w  parallel  wer- 
den, so  erscheinen  die  orthogonalen  Projectionen  der  genannten 
zwei  Fünfecke  (Fig.  189)  gegeneinander  genau  in  derselben  Lage 

wie  in  Fig.  188  im  vierten  Bilde 
die  dort  besprochenen  zwei  Fünf- 
ecke. Man  zeichne  sich  demnach 
zwei  derartige  Fünfecke,  von 
welchen  eines  voll,  das  andere 
gestrichelt  zu  ziehen  ist 

Nun   sind    aber    von  jedem 
Körperecke  die  drei  Seitenwinkel 
bekannt,  deren  jeder  ein  Winkel 
eines    regulären    Fünfeckes    ist, 
mithin  kann  man  von  jedem  drei- 
seitigen   Körperecke    des  Dode- 
kaeders, dessen  Scheitel  ein  Eck- 
punkt der  abgebildeten  Fünfecke  ist,  die  dritte  Kante  nach  (1183) 
abbilden,  wodurch   man   das  Dodekaeder   in    zwei    zugeordneten 
orthogonalen  Projectionen  erhalten  kann« 

In  Fig.  189  wurde  durch  den  Mittelpunkt  o'  und  durch  a'  eine 
Gerade  a^f  gezogen,  in  welche  ofifenbar  das  orthogonale  Bild 
einer  Kante  des  Dodekaeders  fällt.  Der  Punkt/  liegt  überdies  in 
der  durch  e'  auf  a'b'  senkrecht  gezogenen  Geraden  und  selbst- 
verständlich auch  in  jener,  welche  durch  &'  auf  afe'  senkrecht 
gezogen  wird.  Beschreibt  man  aus  o'  als  Centrum  einen  durch 
f  gehenden  Kreis,  so  liegen  in  ihm  alle  übrigen  Eckpunkte 
g'  h'  ,  .  .  der  Contour  vom  orthogonalen  Bilde  des  Dodekaeders, 
welches  nun  dargestellt  werden  kann. 

Um  die  senkrechten  Entfernungen  der  durch  g  und  h  zu 
abcde  parallel  gelegten  Ebenen  zu  finden,  bedenke  man,  dass 
i'g'  die  orthogonale  Projection  einer  Geraden  von  der  abso- 
luten Länge  i'  d*  ist.  Construiert  man  demnach  aus  i*  g*  als  Ka- 
thete und  Vi'  als  Hypothenuse^  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  i' g' g^\ 
so  ist  g'g"  der  senkrechte  Abstand  der  durch  g  zur  oberen  Fünf- 
ecksebene parallel  gelegten  Ebene,  in  welcher  ebenfalls  fünf  Eck- 
punkte des  Dodekaeders  liegen. 
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Indem  'nun  V  g^  V  g**  das  Mass  der  Neigung  der  Ebene 
ahhgf  gegen  abcde  ist,  und  i^g'^  als  Nullseite  der  ersteren  Ebene 
erscheint,  so  ergibt  sich  in  f^F  die  senkrechte  Entfernung  des 
Punktes  /  von  der  Ebene  abcde,  mithin  kann  man  jetzt  die 
zweite  Abbildung  des  Dodekaeders  in  analoger  Art  durchfuhreni 
wie  jene  des  Ikosaeders  in  Fig.  188.  Der  Lernende  wolle  diese 
Aufgabe  y  sowie  die  Aasmittelung  der  Dunkelheitsmasse  selbst 
durchfuhren. 

Kann  man  auf  die  Dodekaeder  und  Ikosaeder  (1369,  b)  an- 
wenden, und  wenn,  wie  wird  man  die  einfachen  Flächen  dar- 
stellen, welche  die  genannten  Korper  als  Flächen-Combinationen 
liefern  ? 

1479.  Man  soll  die  Dunkelheitsmaße  der  dem  di- 
recten  Lichte  ausgesetzten  Seite  der  Ebenen  eines 
Ebenenbüschels  bestimmen. 

Man  lege  durch  den  hellsten  Punkt  B  einer  Kugel,  deren 
Durchmesser  =  10  das  Mass  der  Dunkelheit  der  Selbstschatten- 
grenze sein  soll,  eine  Ebene  w  senkrecht  auf  die  Axe  a  des 
Ebenenbüschels  (820).  und  bestimme  den  Kreis  w,  in  welchem 
die  Ebene  w  die  Kugel  schneidet.  Zieht  man  in  diesem  Kreise 
w  vom  hellsten  Punkte  B  eine  Sehne  «,  so  muss  s  eine  Normale 
zu  irgend  einer  Ebene  u.des  Ebenenbüschels  sein  und  nun  ist 
die  Länge  von  8  das  Mass  der  Helligkeit  (1476) ,  folglich  10  — s 
das  Mass  der  Dunkelheit  der  Ebene  u. 

Zieht  man  in  dem  Kreise  w  von  B  aus  Sehnen ,  welche 
die  Längen  1,  2,  3  ...  10  erhalten,  (wenn  w  kein  grösster  Kugel- 
kreis ist,  so  wird  die  grösste  Sehne ,  nämlich  der  Durchmesser 
von  Wf  stets  kleiner  als  10  sein),  und  führt  auf  diese  Sehnen  durch 
die  Axe  a  des  Ebenenbüschels  senkrechte  Ebenen,  so  erhalten 
diese  auf  der  dirQct  beleuchteten  Seite  beziehungsweise  die  Dun- 
kelheiten 9,  8,  7  ...  0. 

Die  praktische  Ausführung ,  die  besprochenen  Sehnen  im 
Kreise  w  zu  finden,  bietet  keine  Schwierigkeiten,  wenn  das  Cen- 
trum A  der  Kugel  in  der  Projectionsaxe  angenommen  wird. 

Construetion  der  Tongrenzen  an  gekrümmten  Flächen. 

§.  74. 
1408.   Man   soll    das   Mass    der  Dunkelheit   einer 
Ebene  u  bestimmen,    welche  eine  Kugel  K  in   einem 
Punkte  C  berührt. 
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Es  sei  B  der  hellste  Punkt,  A  das  Centrom  einer  Kugel, 
mithin  ist  die  Gerade  A  C  eine  Normale  zu  u» 

Weil  aber  ^JB  die  Richtung  der  Lichtstralen,  so  ist  BAC 
gleich  dem  Einfallswinkel  a  der  Lichtstralen  zur  Ebene  u.  Wird 
nun  aus  C  eine  Senkrechte  CD  auf  AB  gefällt,  so  ist  AD  =z 
C08  a,  wenn  der  Kugelradius  als  Einheit  vorausgesetzt  wird, 
folglich  BD  =  l  —  cos  cc  das  Mass  der  Dunkelheit  der  direct  be* 
leuchteten  Seite  der  Ebene  u, 

Fig.  190. 


1481.  Legt  man  durch  den  Berührungspunkt  C  der  Ebene  u 
eine  Ebene  W'  senkrecht  auf  den  Lichtstral  AB^  so  geht  diese 
Ebene  u^  durch  den  schon  erwähnten  Punkt  D  und  man  erkennt 
folgende  Wahrheit: 

Jede  zur  Richtung  des  Lichtes  senkrecht  geführte 
Ebene  u'  schneidet  die  helle  Seite  einer  Kugel  in 
einem  Kreise,  dessen  Punkte  eine  Dunkelheit  be- 
sitzen, welche  durch  die  senkrechte  Entfernung  der 
Ebene  u'  vom  hellsten  Punkt  der  Kugel  gemessen 
wird. 

Betrachtet  man  die  vom  Lichte  auf  der  inneren  Seite  ge- 
troffene hohle  Halbkugel,  so  gilt  für  sie  ebenfalls  der  Satz,  nur 
liegt  jetzt  der  heilste  Punkt  dem  vorerwähnten  diametral  ent- 
gegengesetzt 
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1482.  Man  soll  die  Tonlinien  einer  Eugelfläche 
bestimmen. 

Jede  Ebene,  welche  auf  der  Richtung  paralleler  Licbtstralen 
senkrecht  steht,  soll  eine  Hellebene  genannt  werden.  Teilen 
10  Hellebenen  den  durch  den  hellsten  Punkt  einer  Kugel  gehen- 
den Radius  in  zehn  gleiche  Teile,  so  haben  nach  (1481)  die 
Schnittkreise  vom  hellsten  Punkt  angefangen  die  Dunkelheiten 
Oy  1,  2, . .  . .  bis  lO.  Teilen  weitere  vier  Hellebenen  den  Radius, 
welcher  cum  hellsten  Punkt  der  indirect  beleuchteten  Fläche  geht, 
in  fünf  gleiche  Teile,  so  entstehen  von  der  Selbstschattengrenze 
angefangen  Tonlinien  mit  den  Dunkelheiten  10,  9,  8,  7,  6,  5  (1400). 
Da  man  nun  die  Schnitte  von  Ebenen  mit  einer  Eugelfläche  abbil- 
den kann,  so  lassen  sich  auch  die  Tonverhältnisse  einer  durch 
parallele  Stralen  beleuchteten  Kugel  durch  Projectionen  darstellen. 

1483.  Man  soll  jene  Punkte  einer  auf  einer  Fläche 
F  liegenden  Linie  s  bestimmen,  welchen  bestimmte 
Töne  «ukommen? 

Man  lege  durch  eine  Reihe  von  Punkten  der  Linie  8  berüh- 
rende Ebenen  an  die  Fläche  F  (1025),  und  zu  jeder  derselben 
eine  parallele  berührende  Ebene  an  die  Kugel,  wodurch  auf  der 
Kugel  eine  Berührungslinie  8*  derart  entstehen  wird,  dass  jedem 
Punkte  in  8  ein  Punkt  in  s'  entspricht.  Die  Linie  s'  wird  die  auf 
der  Kugel  dargestellten  Tonlinien  in  Punkten  m',  n\  o', .  . .  schnei- 
den. Sucht  man  in  8  jeqe  Punkte  m,  riyOj  .  .  .,  welche  m',  n^  oS . . . 
entsprechen,  so  besitzen  die  Flächenelemente  bei  m,  n,  o,  .  .  .  jene 
Dunkelheiten,  welche  den  Tonlinien  der  Kugel  entsprechen,  in 
denen  die  Punkte  m\n\  o^ . .  .  liegen. 

Wie  Hesse  sich  der  Satz  (1476)  anwenden,  um  dieselbe  Auf- 
gabe zu  lösen  ? 

1484.  Wie  construiert  man  die  Tonlinien  irgend 
einer  Fläche  jP? 

Es  bieten  sich  zwei,  im  Wesentlichen  aber  nicht  verschie- 
dene Wege  dar: 

a)  Man  construiert  ftir  jede  einer  Reihe  von  Linien  der 
Fläche  F  nach  (1483)  die  Dunkelheiten  ihrer  Punkte  und  ver- 
bindet  die  gleichbezeichneten  zu  einer  Tonlinie;  oder 

b)  man  construiert  zu  den  verschiedenen  Ebenen,  welche 
die  Kugel  in  Punkten  einer  und  derselben  Tonlinie  berühren, 
die  parallelen  berührenden  Ebenen   an  die  Fläche  F.     Die  Be- 
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rührungspunkte,  in  entsprechender  Weise  verbunden ,  geben  eine 
Tonlinie  der  Fläche  F. 

1485.  Wie  construiert  man  die  Tonlinien  einer 
senkrechten  KreiBkegelfläche? 

Man  construiere  eine  die  Kegelfläche  in  einem  Kreise  k  be« 
rührende  Kugel  Ä*;  lege  durch  ihr  Centram  0  und  iBren  hellsten 
Punkt  B  je  eine  Hellebene  (1482)>  suche  die  Schnitte  beider  Hell- 
ebenen mit  der  Ebene  des  Kreises  k  und  teile  den  zwischen  beiden 

Fi^.  191.  Geraden  liegenden  Parallelstrei- 

fen  in  10  gleich  breite  Streifen, 
so  stellt  jede  dieser  teilenden 
Geraden  den  Schnitt  einer  Hell- 
ebene  der  Kugel  mit  der  Elreis- 
ebene  £  vor  (1482).  Die  Punkte, 
in  welchen  diese  Teillinien  den 
Kreis  k  schneiden ,  gehören 
auch  der  Kugel  und  zwar  deren 
Tonlinien  an;  mithin  sind  auf 
der  Kegelfläche  im  Kreise  k 
Punkte  von  bestimmter  Dun- 
kelheit gefunden.  Dieselben 
mit  der  Kegelspitze  verbun- 
den^ geben  die  Tonlinien  der 
Kegelfläche. 

1486.  Wenn  von  vielen 
senkrechten  Kreiskegelflächen 
deren  Axen  sämmtlich  auf  derselben  Bildebene,  z.  B.  auf  I,  senk- 
recht stehen  ,  die  Tonlinien  für  dieselbe  Richtung  des  Lichtes  zu 
suchen  sind,  dann  ist  es  angezeigt,  in  der  Biidaxe  ^  X^  einen  Punkt 
A  als  Centrum  einer  Hilfskugel  zu  wählen,  Fig.  190,  und  eine  Ebene 
H^  durch  den  hellsten  Punkt  imd  eine  Ebene  H^^  durch  das 
Centrum  der  Kugel  zu  führen-  In  der  Figur  wurde  der  hellste 
Punkt  B  im  Bilde  S,  gesucht;  zieht  man  S3Z)  _L  Z3 ,  so  ist  -B,2) 
die  Nullseite  von  H^  jmd  durch  D  geht  die  erste  Spur  S^  von 
H^.  Von  £r«  0  geht  J?, » <>  durch  A  Beide  Spuren  ßind  senkrecht 
auf  L^.  Teilt  man  etwa  längs  ^X^  den  Abstand  ^  JE  beider  Spuren 
in  10  gleiche  Teile  und  zieht  durch  die  Teilpunkte  Parallelen  zu 
JS,  ^,  so  sind  diese  die  ersten  Spuren  der  übrigen  Hellebenen  der 
Kugel.  (In  Fig.  190  wurde  jede   zweite  Hellebene   weggelassen, 
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auch  wurden  die  Spuren  jener  Hellebenen  nicht  gezeichnet,  welche 
die  Selbstschattenseite  der  Kugel  durchschneiden.) 

Denkt  man  sich  diese  Constructionen  für  dieselbe  Licht- 
richtung an  einer  Kugel  durchgeführt ,  deren  Radius  nmal  grösser 
ist,  als  jener  in  Fig.  190,  so  werden  auch  die  Entfernungen  zwi- 
schen den  Spuren  der  Hellebenen  nmal  grösser  werden.  Aus  dieser 
Ursache  wird  es  möglich,  sich  "bei  neuen  Kugeln  die  erwähnten 
Constructionen  zu  ersparen;  denn  wenn  man  mit  Bezug  auf 
Fig.  190  die  Proportion  aufstellt:  Kugebadius:  il £7  =  neuer  Ku- 
gelradius: A'E%  so  erhält  man  die  der  neuen  Kugel  entsprechende 
Strecke  A*E'. 

Behufs  dieser  Aenderung  oonstruiert  man  einen  Proportional- 
winkel a  zu  Fig.  190,  bei  welchem  der  Kugelhalbmesser  der 
Badius  und  AE  oder  etwa  der  fünfte  Teil  von  AE  (wie  in  der 
Figur)  die  Sehne  ist. 

1487.  Um  nun  an  einer  senkrechten  Kreiskegelfläche,  Fig.  191, 
die  Tonlinien  zu  erhalten,  suche  man  das  Centrum  o  (dessen  Bil- 
der die  Punkte  o^  und  Ä,  sind,  h^  o,  _L  &^  &»)  einer  Kugel,  welche 
den  Kegel  längs  der  Basislinie  berOhrt,  und  lege  durch  o 
eine  Hellebene  B}^  senkrecht  zu  L,  indem  man  durch  o  eine 
Zweier-Spurparallele  od  zieht  {p^d^  J_  L^y  S^d^  \\ ,  JT,)  und  deren 
Schnitt  d^dj  mit  der  Basisebene  des  Kegels  sucht  Zieht  man 
durch  d^^  eine  Senkrechte  W  ^  auf  L, ,  so  ist  das  erste  Bild  des 
Schnittes  gefunden.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  durch  den  hellsten 
Punkt  und  durch  das  Centrum  der  Kugel  zu  L  senkrecht  geführten 
Hellebenen  die  Basisebenen  in  zwei  parallelen  Geraden  schneiden, 
die  von  einander  eben  so  weit  entfernt  sind ,  wie  die  ersten  Spuren 
dieser  Ebenen.  Man  kann  daher  den  Radius  o,  b^  der  den  Kegel 
berührenden  Kugel  als  Radius  in  ^den  Proportionalwinkel  a  der 
Fig.  191  eintragen,  und  die  Sehne  des  Bogens  in  Fig.  191  von 
c2|  aus  auf  dar  zu  |^a  parallelen  Geraden  auftragen,  um  Punkte 
zu  erhalten,  durch  welche  die  Schnitte  der  Hellebenen  der  Kugel 
mit  der  Basisebene  des  Kegels  gehen.  Diese  Schnitte  treffen  die 
Basis  in  den  Punkten  8,  6,  4,  2,  0  und  man  kann  nun  die  Bilder 
der  Tonlinien  des  Kegels  darstellen.  (In  Fig.  191  sind  dieselben 
nur  in  der  zweiten  Projectionsebene  abgebildet;  ferner  ist  es  zu- 
fällig, dass  der  Schnitt  der  Hellebene  H^  noch  die  Basis  berOhrt.) 

1488.  Trägt  man  die  aus  dem  Proportionalwinkel  entnom- 
mene Sehne  von  d^  aus  nach  ^/f.«  auf,  und  zieht  dui*ch  «, 
eine  Senkrechte  auf  L^ ,  so  müssten  die  Schnittpunkte  mit  dem 
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Kreise  die  Tonnummer  8  bekommen;  weil  aber  die  Hellebene  die 
Kugel  auf  der  Selbstschattenseite  trifft,  so  erhält  der  erwähnte 
Kreispunkt  die  Nummer  5  4~  i  •  ^9  d.  i«  9;  weil  aber  die  ungerad 
bezeichneten  Tonlinien  wegbleiben,  wird  erst  die  nächste  Ton- 
linie 8  eingezeichnet 

Dieses  Ver&hren  gilt  auch  für  senkrechte  Kreiscylinder,  weil 
diese  Kegelflächen  mit  unendlich  fernem  Scheitel  sind. 

1489.  Wie  construiert  man  die  Tongrenzen  einer 
beliebigen  senkrechten  Cylinderfläche? 

Man  führe  durch  den  Mittelpunkt  A  einer  Hil&kugdi  eine 
Ebene  u'  parallel  zur  Basisebene  der  senkrechten  Cylinderfläche 
Z  und  bestimme  die  Schnitte  der  10  oder  5  Hellebenen  der 
Kugel  (1482)  mit  dieser  Ebene  u^  und  mit  dem  Kreise  u%  in  wel- 
chem sie  die  Kugel  schneidet.  Die  Schnittpunkte  sind  mit  den  den 
Hellebenen  entsprechenden  Tonnummern  zu  bezeichnen.  Zieht  man 
in  jedem  solchen  Punkte  eine  Tangente  an  uf  und  dazu  eine  paral- 
lele Tangente  an  die  Basis  u  des  Cy linders  Z,  so  geht  durch  den  ge- 
fundenen Berührungspunkt  ein  Flächenstral,  welcher  die  mit  dem 
Berührungspunkte  gleichbezifferte  Tonlinie  der  Cylinderfläche  ist. 

Auf  diese  Art  sucht  man  noch  alle  übrigen  Tonlinien ,  wo- 
bei jedoch  sehr  darauf  zu  achten  ist,  dass  die  Töne  des  directen 
und  des  Gegenlichtes  nicht  verwechselt  werden. 

Selbstverständlich  kann  man  nach  dieser  Methode  auch  Ebenen 
eines  Ebenenbüschels  mit  bestimmten  Tönen  construieren. 

1490.  Wie  construirt  man  die  Tonlinien  einer  Ro- 
tationsfläche? 

Sucht  man  den  Mittelpunkt  einer  Kugel;  welche  die  Rota- 
tionsfläche in  einem  Parallelkreise  berührt  (siehe  Fig.  162),  und 
construiert  die  Tonpunkte  des  Parallelkreises  wie  an  dem  Basis- 
kreise des  Kegels  in  Fig.  191  ^  so  kann  man,  sobald  f&r  hinrei- 
chend viele  Parallelkreise  Tonpunkte  gefunden  sind,  die  gleich 
bezifferten  zu  Tonlinien  verbinden. 

1491.  Man  soll  die  Tongrenzen  einer  windschiefen 
Fläche  construieren. 

Wenn  man  durch  irgend  einen  Flächenstral  einer  wind- 
schiefen Fläche  eine  beliebige  Menge  von  Ebenen  legt,  so  ist 
jede  derselben  eine  Berührungsebene  dieser  Fläche.  Legt  man 
gerade  jene  Ebenen,  welche  bestimmte  Töne  besitzen,  so  kommen 
diese  Töne  auch  den  Berührungsstellen  mit  der  windschiefen 
Fläche  zu.    Es   handelt   sieh    demnach   bei  der  Tongrenzen-Be- 
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Stimmung  einer  windschiefen  Flache  um  zwei  Dinge:  a)  Wie  con- 
struiert  man  Ebenen  von  bestimmten  Tönen,  und  b)  wie  findet 
man  ihre  Berühnmgsstellen? 

Die  erste  Constniction  f&hrt  man  nach  (1479)  ^  oder  in  den 
meisten  Fällen  einfiicher  nach  (1489)  durch;  die  zweite  Constnic- 
tion beruht  auf  (1234)  oder  (1269).  Im  letzteren  Falle  hat  man 
jedoch  nicht  in  einem  gegebenen  Punkte  einer  windschiefen  Fläche 
eine  Tangentenebene  zu  legen,  sondern  nur  umgekehrt  die  Be- 
rührungsstelle der  bereits  vorhandenen  Tangentenebenen  zu  con- 
struieren.  Da  diese  eine  Gerade  einer  Schaar  des  windschiefen 
Hyperboloides  oder  Paraboloides  enthält ,  welches  die  gegebene 
Fläche  längs  jener  Geraden  berührt ,  so  wird  man  nur  die  Schnitt- 
punkte mit  noch  zwei  Geraden  derselben  Schaar  suchen ;  die  Ver- 
bindungsgerade beider  Punkte  schneidet  die  der  gegebenen  wind- 
schiefen Fläche  angehörige  Gerade  in  dem  gesuchten  Berüh- 
rungspunkte. 

Es  ist  wol  eine  selbstverständliche  Sache,  dass  in  specieUen 
Fällen ,  wenn  die  Stralen  einer  windschiefen  Fläche  eine  einfache 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  annehmen,  auch  die  allge« 
meinen  Methoden  Verein£Achungen  gestatten  werden;  diese  auf- 
zufinden bleibt  der  Gewandtheit  des  Construierenden  überlassen. 

Eingehendere  Untersuchungen  dieses  Gegenstandes  findet 
man  in  dem  ausführlichen  mit  zahlreichen  Beispielen  illustrierten 
Werke:  „Die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungs-Construc- 
tionen,  von  Fn  Tilscher,  Wien  1862." 

CoBstroetioB  einiger  dorch  Hplegeiang  ersrogter  Gebilde. 

§.  75. 

1492.  Wenn  ein  leuchtender  Punkt  B  sich  vor  einer  spie- 
gelnden Ebene  E  befindet,  auf  welche  ein  beobachtendes  Auge 
0  sieht,  so  wird  es  einen  Punkt  b  des  Spiegels  geben,  welcher 
den  von  B  dem  b  zugesendeten  Lichtstral  nach  den  Reflexions- 
gesetzen (1403)  ins  Auge  reflectiert,  wodurch  bekanntiich  dem  Auge 
0  das  Spiegelbild  B^  des  Punktes  B  in  der  Geraden  Ob  erscheint. 

1493.  Ist  O  zugleich  das  auf  die  Bildebene  projicierende 
Auge,  so  werden  der  Punkt  b  und  das  Spiegelbild  B'  für  dies 
Auge  Deckpunkte  sein,  und  hieraus  muss  man  schliessen,  dass 
es  für  das  projicierende  Auge  ganz  einerlei  ist,  ob  es  das  Spiegel- 
bild B'  eines  Punktes  B,  oder  ob  es  den  Punkt  b  der  Spiegel- 
ebene projiciert,   welcher  den  aus  B   kommenden  Lichtstral  in 
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das  Auge  refleciiert  Der  Punkt  b  eoU  zum  Unterschiede  vom 
Spiegclbilde  B'  der  Reflex  des  Punktes  B  auf  der  Spiegelebene 
fiir  das  Auge  0  genannt  werden,  (lieber  Reflexe:  Sitzungsberichte 
der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Wien,  1866,  von  Hrn. 
R.  Niemtschiky  Prof.  am  Joanneum  in  Ch-az.) 

1494.  Das  Spiegelgebilde  eines  beliebigen  Raumgebildes 
liegt  mit  dem  letzteren  perspectiviscb  affin.  Hierausfolgt,  dass 
einem  jeden  Systeme  von  Linien  des  einen  Gebildes  ein  pro- 
jectivisch  verwandtes  System  von  Linien  im  anderen  Qebilde 
entsprechen  muss.  Nun  kann  man  alle  Geraden,  welche  von  den 
Reflexen  b  (1493)  der  verschiedenen  Punkte  B  eines  Gebildes 
in  das  projicierende  Auge  0  gelangen,  als  ei|i  System  von  Che« 
raden  des  Spiegelgebildes  betrachten ,  weil  sie  durch  die  den  Re- 
flexen b  entsprechenden  Spiegelbilder  B'  gehen;  also  muss  diesem 
Stralenbüpdel  0  auch  ein  Stralenbündel  des  gegebenen  Gebildes 
entsprechen,  dessen  Scheitel  der  zum  Auge  0  verwandte 
Punkt  Ay  d.  i,  das  Spiegelbild  des  Auges  0  sein  muss. 

1495.  Die  Spiegelebene  ist  die  Begegnungsebene  der  beiden 
perspectivisch  affinen  Gebilde,  es  schneiden  sich  sonach  je  zwei 
verwandte  Gerade  in  ihr;  mithin  kann  man  mit  Berücksichtigung 
von  (1494)  erklären: 

Projiciert  man  ein  Baumgebilde  j8  aus  dem  Spie- 
gclbilde A  des  Projections-Centrums  O  auf  die  Spiegel- 
ebene £^  so  ist  diese  Projection  6  identisch  mit  jener, 
welche  entsteht,  wenn  man  das  Spiegelbild  B'  aus  0 
auf  die  Ebene  E*  projiciert 

1496.  Ist  die  Spiegelebene  zugleich  Bildebene,  so  kann  man 
sagen:  Projiciert  man  ein  Raumgebilde  B  aus  dem  zur  Bildebene 
symmetrisch  gelegenen  Punkte  A  des  Auges  0  auf  die  Bildebene, 
so  ist  die  so  entstehende  Projection  das  central«)  Bild  des  Spie- 
gelbildes B\ 

Wenn  man  demnach  von  irgend  einem  Objecte  B  ein  per- 
spectivisches  Bild  b  für  eine  angenommene  Stellung  des  Auges  O 
anfertiget,  so  ist  die  Zeichnung  ganz  identisch  mit  jener,  welche 
entstünde,  wenn  der  2^eichner  sich  hinter  der  Bildebene  in  glei- 
cher Distanz  bei  unverändertem  Augpunkte  aufstellen,  und  das 
vom  Objecte  B  durch  Spiegelung  auf  der  Bildebene  entstandene 
Bild  B'  auf  die  Bildebene  proji  eieren  w^rde. 

Wenn  mithin  ein  Constructeur  den  Standpunkt  0  seines 
Auges  symmetrisch  zur  Bildebene  nach  A  verlegt,  und  jetzt  die 
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perBpectivischen  Bilder  jener  Gegenstände  conetraiert,  welche 
bei  dem  ersten  Stande  0  des  Anges  hinter  ihm  lagen,  so  sind 
diese  Projectionen  die  Bilder  yon  jenen  Spiegelbildern,  welche 
den  hinter  dem  Auge  0  liegenden  Objecten  angehören ,  wobei  wie 
schon  oben  erwähnt,  die  Zeichnungsebene  als  Spiegelebene  gilt. 
Der  Lernende  wolle  von:  irgend  einem  hinter  ihm  liegenden 
Objecto  das  centrale  Bild  des  Object-Spiegelbildes  oonstruieren. 

1497.  Wie  werden  die  centralen  Projectionen  von 
Spiegelbildern  dargestellt,  wenn  die  Spiegelebene  E' 
nicht  mit  der  Zeichnnngsebene  E  zusammenfällt? 

Bei  diesen  Zeichnungen  wird  stets  vorausgesetzt,  dass  das 
projicierende  Auge  0  auch  jenes  Auge  sei,  in  welches  das  Licht 
von  der  Spiegelfläche  regelmässig  reflectiert  wird.  Ist  nun  B  ein 
Punkt  vor  der  Spiegelebene  E^  und  B'  sein  Spiegelbild ,  so  schnei- 
det der  von  B*  ins  Auge  gezogene  Stral  B'O  die  Spiegelebene 
E'  in  dem  Reflexe  b  (1493),  die  Bildebene  E  in  einem  Punkte  b', 
welcher  das  centrale  Bild  sowol  von  b  als  auch  von  B^  ist. 

Wenn  man  demnach  alle  geraden  Linien,  welche  das  Ori- 
ginalgebilde B  aus  dem  Spiegelbilde  A  des  Auges  0  auf  die 
Spiegelebene  E^  projicieren,  central  abbildet,  und  die  centralen 
Bilder  b^  der  Schnitte  b  dieser  Geraden  mit  der  Spiegelebene  E 
sucht,  so  ist  hiedurch  die  centrale  Projection  b^  des  Spiegelbildes 
B'  oder  des  Reflexes  b  gefunden. 

Zur  Construction  des  Bildes  b^  gibt  es  nun  zwei  Wege: 
a)  Man  bildet  die  Normale  vom  Punkte  B  auf  die  Spiegelebene 
E*  und  den  in  ihr  jenseits  von  E'  im  B  symmetrisch  liegenden 
Punkt  B'  central  ab.  Oder  b)  man  fuhrt  in  centraler  Projection 
alle  Construotionen  durch,  welche  notwendig  sind,  um  ein  gege- 
benes Gebilde  aus  dem  Spiegelbilde  A  des  Auges  0  auf  die  Spie- 
gelebene E'  zu  projicieren. 

1498.  Aufgabe.  In  Fig*  192  sei  0,  der  Augpunkt,  iTder 
Distanzkreis  ^der  einfachen  Erklärung  der  weiteren  Constructionen 
wegen,  wurde  die  Distanz  kleiner  als  die  natürliche  Sehweite 
genommen),  O^H  der  Horizont  und  ^X^  die  Spur  einer  horizon- 
talen Bildebene  I.     Die  Spiegelebene  E*  ist  durch  E\   und  die 

Fluchtspar  E\  gegeben,  und  von  einer  dreiseitigen  Pyramide 
BCI)F  sei  ihr  centrales  Bild  ÄC7>.-P.  und  jenes  ihrer  orthogo- 
nalen Projection  auf  der  Bildebene  I  bekannt  Man  soll  die  cen- 
trale Projection  vdm  Spi^elbilde  der  Pyramide  saoheo. 
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AuflöBung.  Durch  Oa  legt  man  eine  Bildebene  m  senk- 
recht  auf  JE'^^   sucht  die   dritte  Spur  aO^  der  zu  E'  parallelen 

o 

Fluchtebene  und  sieht  hiezu  die  Nullseite  Bf^  der  Ebene  E* 
parallel.  Wird  O9  A.  senkrecht  auf  die  Nnllseite  von  P  gezogen 
und  03^43  ==  O3  03  gesetzt,  so  ist  A^  das  dritte  Bild  vom  Spiegel- 
bilde A  des  Auges  O,  mithin  A.  in  der  Geraden  BO2  das  centrale 
Bild  von  A^  weil  der  Stral  Oil  die  Bildebene  II  in  A.  schneidet 

Vig.  182. 


Das  zweite  Bild  At  von  A  liegt  ebenMs  in  sO^^  und  im  Abstände 
A^A^  vor  der  Central  -  Bildebene  befindet  sich  A  selbst.  Zieht 
man  durch  den  vertical  unter  A^ia  ^X^  liegenden  Punkt  a'  eine 
Gerade  durch  den  Augpunkt  Oa ,  so  muss  sich  in  ihr  das  centrale 
Bild  A^.  vom  ersten  Bilde  Ai  des  Punktes  A  befinden,  folglich 
liegt  Ai.  dort,  wo  die  Central-Ordinale  Oaa'  die  durch  A.  zu 
i^ir,  senkrechte  Gerade  trifft.  * 

um  nun  das  centrale  Bild  b\  vom  Spiegelbilde  b  eines  Punk- 
tes B  zu  ermitteln,  zieht  man  vorher  von  der  Spiegelebene  B* 
das  centrale  Bild  £^,._der  ersten  Spur  E'i  sowie  durch  den 
Punkt  rrj  der  Spur  E'q  das  centrale  Bild  einer  Einser  -  Spur- 
parallelen p  dieser  Ebene  E\  (der  Schnitt  F  von  £",  mit  dem 
Horizonte  HO2  ist  der  Fluchtpunkt  der  ersten  Spur;  die  Spur- 
parallele p  wurde  so  angenommen ,  auf  dass  ihr  centrales  Bild  p. 
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in  den  Hoiizont  fiel;  das  ente  Bild  p^.  geht  gleichfalls  wie  p. 
durch  F).  Nun  zeichnet  man  die  Geraden  A.B.,  A^,B^.  und 
sucht  zu  ^|.  j8|.  die  Deckpunkte  m,n.f  von  welchen  ersterer  in  E'^.^ 
letztere  in  p.  liegt  Die  Verbindungsgerade  tn.n.  ist  das  centrale 
Bild  der  Oeckgeraden  mn  und  schneidet  A.B.  im  Punkte  b*,^ 
welcher  das  centrale  Bild  des  Durchschnittes  der  Geraden  BA 
mit  der  Ebene  E%  also  das  centrale  Bild  vom  Spiegelbilde  B 
oder  dem  Reflexe  b  ist 

Sucht  man  auf  dieselbe  nun  sehr  ein&che  Art  auch  die  cen- 
tralen Bilder  der  Reflexe  der  übrigen  Eckpunkte  CDF^  so  erhält 
man  schliesslich  das  centrale  Bild  vom  Spiegelbilde  der  Pyramide. 

1499.  Welche  Flächenteile  vom  Spiegelbilde  eines 
sich  spiegelnden  Körpers  sind  dem  Auge  sichtbar? 

Wenn  man  sich  beispielsweise  eine  Dreiecksebene ,  welche 
auf  der  einen  Seite  weiss^  auf  der  anderen  roth  gefärbt  ist,  vor 
einen  ebenen  Spiegel  so  hält,  dass  das  Auge  die  rothe  Seite 
sowol  vom  Dreiecke y  als  auch  von  seinem  Spiegelbilde  sieht,  so 
wird  man  zwei  Dinge  bemerken:  a)  es  muss  die  rothe  Seite  der 
Dreieoksebene  der  Spiegelebene  zugewendet  sein,  und  h)  die 
Aufeinanderfolge  der  Ecken  des  Dreieckes  ist  in  dem  Spiegel- 
bilde jener  im  Originale  entgegengesetzt 

Diese  Erscheinung  muss  nun  auch  in  der  centralen  Abbil- 
dung auftreten ,  und  sie  ist  das  Kennzeichen ,  ob  man  vom  Spie« 
gelbilde  einer  Ebene  und  von  der  Ebene  dieselbe  Seite  sieht  (Man 
findet,  dass  bei  der  Spiegelung  dies  Kennzeichen  gerade  entgegen- 
gesezt  jenem  ist,  welches  in  (619)  aufgestellt  wurde.) 

In  Fig.  192  ist  die  Aufeinanderfolge  fr^c^d^  entgegengesetzt 
jener  von  B.C.D.y  also  ist  b\e\d\  als  eine  sichtbare  Dreiecks- 
ebene zu  behandeln. 

Von  dem  Dreiecke  B  CF  ist  die  innere  Seite  (die  im  Innern 
der  Pyramide  liegt)  dem  Auge  O  zugewendet ;  weil  aber  die  Auf- 
einanderfolge b'.&.j\  nicht  entgegengesetzt  jener  von  B.CF,  ist, 
so  folgt,  dass  im  Spiegelbilde  die  Aussenseite  jenes  Dreieckes 
dem  Auge  O  zugewendet  ist ,  dass  demnach  b'.  cf.f.  als  das  cen- 
trale Bild  einer  sichtbaren   Seite  einer  Ebene  zu  betrachten  ist. 

Die  Anhaltspunkte  für  die  Beurteilung  der  sichtbaren  Flä- 
chen, die  man  bei  einem  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Körper 
gewonnen  hat ,  sind  auch  die  Mittel  für  die  Beurteilung  der  sichte 
baren  Flächenteile  der  Spiegelbilder  gekrümmter  Flächen, 
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1500.  Wenn  von  einem  Objecte  die  orthogonale  und  cen- 
trale Projection  auf  der  Central-Bildebene  gegeben ,  so  ist  die 
Methode  der  Bestimmung  des  centralen  Bildes  vom  Spiegelbilde 
nur  insoweit  von  (1499)  Terschieden;  als  zur  Bestimmung  der 
Stralensohnitte  Zweier- Deckgerade  verwendet  werden. 

1501.  Welche  Eigentümlichkeit  wird  in  der  Con- 
struction  sich  ergeben,  wennron  sehr  vielen  Punkten 
einer  Ebene  u  die  centralen  Projectionen  ihrer  Spie- 
gelbilder'zn  ermitteln  sind? 

Das  Spiegelbild  einer  Ebene  u  liegt  mit  dieser  Ebene  per- 
spectivisch  affin;  bei  der  centralen  Projection  werden  die  Bilder 
der  affin  projicierenden  Stralen,  nämlich  die  Bilder  der  Nor- 
malen zur  Spiegelebene  E^  im  Bluchtpunkie  A  zusammen- 
treffen,  folglich  liegt  das  centrale  Bild  vom  Spiegelbilde  einer 
Ebene  u  mit  dem  centralen  Bilde  der  Ebene  u  perspectivisch 
coUinear;  der  Fluchtpunkt  A.  der  Normalen  zur  Spiegelebene  ist 
das  Projections-Centrum  und  das  centrale  Bild  des  Schnittes  von 
u  mit  der  Spiegelebene  die  Begegnnngsgerade.  Wird  demnach 
von  dem  Spiegelbilde  E*  eines  Punktes  der  Ebene  u  das  centrale 
Bild  gesucht,  so  können  alle  übrigen  Bilder  nach  den  Gesetzen 
der  perspectivischen  CoUineation  bestimmt  werden. 

1502.  Was  ist  bei  der  Construction  centraler  Ab- 
bildungen von  Spiegelbildern  projectivischer  Flä- 
chen zu  beachten? 

Wenn  man  von  jenen  Stücken,  welche  eine  projectivische 
Fläche  bestimmen,  die  centralen  Bilder  der  Spiegelbilder  suchte 
dann  düf  man  nur  aus  diesen  Bestimmungsstücken  das  centrale  Bild 
einer  projectivischen  Fläche  construieren ,  um  die  centrale  Pro- 
jection des  Spiegelbildes  der  gegebenen  Fläche  zu  erhalten.  Wenn 
man  demnach  beispielsweise  von  der  Basislinie  und  dem  Scheitel- 
punkte einer  Eegelfläche  die  centralen  Projectionen  der  Spiegel- 
bilder sucht,  so  kann  man  hieraus  schon  die  Projection  des  Spie- 
gelbildes der  Eegelfläche  ergänzen« 

1503.  Welche  Bemerkungen  knüpfen  sich  an  die 
Schlagschattenbestimmungen,  wenn  eine  spiegelnde 
Fläche  vorhanden  ist? 

Es  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  a)  die  Lichtquelle  L 
liegt  hinter,  b)  sie  liegt  vor  der  Spiegelebene.  Der  erste  Fall 
bietet  nichts  bemerkenswertes  dar,  als  dass  bei  besonderen  Lagen 
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der  Spiegelebene  manche  Punkte  möglicherweise  im  Schlagschatten 
der  Spiegelfläche  liegen  können. 

Im  zweiten  Falle  muss  man  das  Spiegelbild  L'  des  Leucht- 
punktes  L  selbst  als  einen  fast  eben  so  kräftigen  Leachtpunkt 
wie  L  betrachten  und  jetzt  tritt  der  Umstand  ein,  dass  sonst 
dunkle  Räume,  in  welche  nun  Stralen  von  der  Lichtquelle  D 
dringen,  beleuchtet  werden. 

Ist  die  Spiegelebene  E*  begrenzt,  und  trefien  alle  von  i' 
kommenden  Stralen  eine  dunkle  Ebene  n,  so  entsteht  auf  u  ein 
Lichtbild,  dessen  Contouren  eine  centrale  Projection  des  Um- 
risses der  Spiegelebene  aus  L^  sind. 

1504.  Wirft  ein  Punkt  a,  von  der  Lichtquelle  L  beleuchtet, 
einen  Schlagschatten  a^  auf  die  beleuchtete  Spiegelfläche  E%  so 
müssen  im  Lichtbilde  von  E^  auf  einer  dunklen  Ebene  u  (1503) 
zwei  durch  den  Punkt  a  veranlasste  Schlagschatten  entstehen. 
Der  eine  ist  direct  der  Schlagschatten,  welchen  der  Punkt  a, 
vom  Leuchtpunkt  L^  beleuchtet,  in  das  Lichtbild  des  Spiegels 
wirft,  der  zweite  Schatten  im  Lichtbilde  entsteht  vom  Schlag- 
schatten a^  des  Punktes  a  auf  der  Spiegelebene  E\  Man  kann 
sich  hievon  bequem  mit  einem  ebenen  Spiegel  überzeugen,  wel- 
cher ein  von  der  Sonne  oder  einem  anderen  Lichte  erzeugtes 
Lichtbild  etwa  auf  die  Decke  eines  Zimmers  wirft,  wenn  man 
beispielsweise  einen  Finger  so  vor  den  Spiegel  hält,  auf  dass 
von  ihm  ein  Schlagschatten  auf  die  Spiegelebene  föllt. 

1505.  Wenn  ein  durch  einen  Leuchtpunkt  L  beleuchteter 
Körper  K  mit  seinem  Schlagschatten  nur  einen  Teil  der  spiegeln- 
den Ebene  verdeckt,  so  ist  von  dem  übrig  bleibenden  Teile  zu 
untersuchen,  ob  der  von  ihm  erzeugte  Lichtraum  (ein  Analogon 
des  Schkttenraumes)  auch  den  Körper  K  trifft.  Der  getroffene 
Teil  ist  als  das  Lichtbild  der  Spiegelfläche  auf  dem  Körper  K 
zu  bezeichnen. 

Befindet  sich  ein  Teil  der  Fläche  des  Körpers  K  im  Lichte 
von  L  oder  von  L'^  hingegen  aber  im  Selbstschatten  von  L^  oder 
L,  so  sagt  man,  jener  Flächen  teil  befinde  sich  im  Halbschatten. 

Eis  bleibe  dem  Studierenden  überlassen,  über  die  angedeu- 
teten Erscheinungen  sich  Beispiele  zu  wählen. 
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Siebenter  Abschnitt, 

Lieber   geometrische    Orte. 

Begriff  geometrischer  Orte. 

§.  76. 

1506.  Bei  manchen  Anwendungen  der  Lehren  der  darstellen- 
den Geometrie  zu  wissenschaftlichen  oder  praktischen  Zwecken 
kommt  man  in  die  Lage^  die  Orte  geometrischer  Elemente  (Pankt^ 
Gerade,  Ebene)  nach  vorgeschriebenen  Bedingungen  aufzusuchen. 
Wenn  nun  ein  solches  Element  mehrere  Lagen  einnehmen  kann 
und  in  jeder  derselben  die  gegebenen  Bedingungen  erfüllt,  dann 
nennt  man  die  Gesammtheit  dieser  Lagen  den  geometrischen 
Ort  d^s  Elementes  für  diese  Bedingungen. 

1507.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  ist  entweder  eine 
gewisse  Änzal  einzelner  Linien  oder  Flächen,  oder  ein  körper- 
licher Raum,  oft  aber  auch  nur  ein  System  einzelner  getrennt 
liegender  Punkte. 

1508.  Der  geometrische  Ort  einer  Geraden  wird  entweder 
durch  eine  Curve  oder  durch  eine  Fläche  bestinmit,  an  welche 
diese  Gerade  stets  Tangente  ist;  oder  es  ist  der  geometrische  Ort 
ein  von  einer  Regelfläche  umschlossener  Raum,  oder  endlich 
eine  Anzal  einzelner  Geraden,  welche  in  ihrer  Gesammtheit  keine 
sogenannte  Umhüllung scurve  oder  Enveloppe  erzeugen. 

1509.  Der  geometrische  Ort  einer  Ebene  ist  entweder  durch 
eine  unebene  Curve  gegeben,  indem  die  in  jedem  Curvenpunkte 
zusammentreffenden  zwei  Tangenten  eine  Ebene  (die  Osculations- 
ebene)  fixieren ;  oder  der  Ort  der  Ebenen  ist  durch  eine  Fläche 
bestimmt,  welche  von  diesen  Ebenen  berührt  wird.  Auch  kann 
eine  Anzal  einzelner  Ebenen  den  geometrischen  Ort  fQr  die 
gegebenen  Bedingungen  bilden. 
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1510.  Um  einen  geometrischen  Ort  eines  Elemen- 
tes für  mehrere  Bedingungen  zu  construieren,  ermittelt 
man  den  geometrischen  Ort  desselben  für  jede  einzelne  Bedin- 
gung; die  Gesammtheit  der  Lagen,  welche  allen  diesen  einzel- 
nen geometrischen  Orten  gemeinsam  sind;  ist  sodann  der  geome- 
trische Ort  des  Elementes  fär  alle  Bedingungen. 

1511.  Die  Methode,  wie  man  einen  geometrischen  Ort  eines 
Elementes  für  eine  Bedingung  ermittelt,  ist  je  nach  der  vorlie- 
genden Bedingung  eine  verschiedene  und  hängt  sehr  oft  von  der 
Uebung  und  dem  Scharfsinne  des  Construierenden  ab.  Im  Nach- 
stehenden werden  einige  Beispiele  durchgeführt  und  zwar  erstens 
geometrische  Orte  ermittelt,  bei  deren  Construction  alle  Gebilde 
in  einer  Ebene  liegen,  zweitens  bei  welchen  räumliche  Con- 
structionen  vorzunehmen  sind. 

Constroetion  geometrischer  Orte  tn  einer  Ebene. 

§.  77. 

1512.  Aufgabe.  Man  soll  in  einer  Ebene  alle  Punkte 
auffinden,  welche  von  zwei  beliebigen  Geradenp  und 
q  dieser  Ebene  gleiche  Abstände  haben. 

Auflosung.  Die  Grösse  der  Abstände  ist  nicht  angegeben  ; 
man  wird  daher  in  irgend  einem  Abstände  d  von  der  Geraden  p 
zu  p  eine  Gerade  p' ,  und  in  demselben  Abstände  d  auch  zu  q 
eine  Gerade  q'  parallel  ziehen;  jede  dieser  Geraden  ist  ein  geo- 
metrischer Ort  für  eine  einzelne  Bedingung,  mithin  der 
Schnittpunkt  M  ein  Ort  für  beide  Bedingungen,  nämlich  dafür, 
dass  Af  von  p  und  q  den  Abstand  d  besitzt. 

Bei  jeder  der  Geraden  p  und  q  kann  man  eine  positive  und 
eine  negative  Halbebene  unterscheiden,  folglich  wird  der  Punkt 
M  für  denselben  absoluten  Wert  von  d  vier  Orte  erhalten ,  von 
welchen  jeder  in  einem  anderen  der  vier  einfachen  Winkel  liegt, 
welche  von  p  und  q  gebildet  werden,  je  nachdem  p^  und  q'  ent- 
weder gleichzeitig  in  den  positiven  oder  negativen,  oder  gleich- 
zeitig in  entgegengesetzt  bezeichneten  Halbcbenen  liegen.  Auch 
ist  leicht  nachzuweisen,  dass  die  in  den  Scheitelwinkeln  liegen- 
den zwei  Punkte  mit  dem  Durchschnittspunkte  von  p  mit  q  in 
einer  Geraden  sich  befinden,  welche  den  spitzen  oder  den  stum- 
pfen Winkel  pq  halbiert. 
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Da  man  femer  die  Orösae  von  d  beliebig  vexfindeni  kuiD, 
so  findet  man  nnzBüg  viele  Groppen  von  vier  Punkten  and  es 
ergibt  sich  wegen  der  erwähnten  Winkel  halbierenden  Eigen- 
schaft, dass  der  geometrische  Ort  aller  der  Aufgabe  entsprechen- 
den Punkte  zwei  gerade  saeinander  senkrechte  Linien 
sind,  deren  jede  einen  der  von  p  mit  q  gebildeten  vollständigen 
Winkel  halbierL  Sind  p  nnd  q  parallel,  so  liegt  ein  geometrischer 
Ort  in  der  inneren  Mitte  zwischen  p  und  q,  der  andere  Ort  io 
der  ftosseren  Mitte,  d.  i  im  Unendlichen. 
Fig.  193. 
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1513.  Aufgabe.  Es'ist  der  geometrische  Ort  eines 
pDoktes  J/ einer  Ebene  zaconatruieren,  wenn  in  der 
Ebene  zwei  beliebige  Gerade  p  and  q  liegen,  und  der 
Abstand  M  von  p  znm  Abstände  M  von  jsich  wieeine 
gegebene  Strecke  a  zu  einer  anderen  gegebenen 
Strecke  b  verhalten  soll. 

Auflösung.  Man  ziehe  in  der  Distanz  d  beiderseits  von 
j>  zu  p  eine  parallele  Gerade  p',  löse  mittels  eines  Proportional- 
Dreieckes  (228)  die  Proportion  d:d'  =  a:h  auf,  woraus  man  d' 
findet,  and  ziehe  in  dem  Abstände  d'  beiderseits  von  q  eine  Pa- 
rallele g'  zu  q,  dann  geben  die  beiden  Geraden  p'  mit  den  beiden 
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Geraden  q'  vier  der  Aufgabe  entsprechende  Schnittpunkte,  von 
welchen  je  zwei  in  den  Scheitelwinkeln  befindlichen  mit  dem 
Scheitelpunkte  des  Winkels  pq  in  einer  Geraden  liegen. 

Aendert  man  die  Distanz  d  und,  der  Proportion  di  d'  =  aih 
entsprechend,  auch  d\  und  beachtet  nur  jene  Lagen  von  p*  und 
q'y  deren  gegenseitige  Schnittpunkte  in  denselben  Scheitelwinkeln 
yon  p  q  liegen ,  so  erkennt  man ;  dass  der  geometrische  Ort  von 
M  durch  die  Schnitte  der  verwandten  Stralen  zweier  geome- 
trisch-proportionalen Parallel-Stralenbüschel  gebildet  wird. 
Weil  sich  aber  beweisen  lässt  (wie  ?) ,  dass  diese  Schnittpunkte 
immer  in  einer  Geraden  liegen,  so  folgt,  dass  der  geometrische 
Ort  von  M  zwei  gerade  Linien  sind,  welche  durch  den  Scheitel- 
punkt von  pq  gehen  und  die  Fläche  eines  jeden  Scheitelwinkels 
im  Verhältnisse  von  a  :  b  teilen. 

1514.  Sind  die  beiden  Geraden  p  und  q  parallel,  so  sind 
auch  die  geometrischen  Orte  zu  p  und  q  parallel 

Ist  das  Verhältnis  von  a  :  &  =  1 :  1,  so  rückt  die  eine  Ge- 
rade des  geometrischen  Ortes  in's  Unendliche ;  also  ist  (1512)  ein 
specieller  Fall  von  (1513). 

1515.  Aufgabe.  In  einer  Ebene  ist  eine  Gerade/ 
und  ausserhalb  derselben  ein  Punkt  jP  gegeben.  Man 
soll  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  M  dieser 
Ebene  unter  der  Bedingung  bestimmen^  dasssichdie 
Entfernung  3/jP  zu  dem  jeweiligen  senkrechten  Ab- 
stände von/,  wie  eine  gegebene  Länge  a  zu  einer  an- 
deren gegebenen  Länge  h  verhalte. 

Auflösung.  Man  ziehe  von  i^  eine  Gerade  p  senkrecht  auf 
/,  bezeichne  den  Schnitt  mit  /  durch   C  und  teile  die  Strecke 
FC  durch  einen  Punkt  A  derart,  auf  dass  sich  AF:  AC  =^  aib 
verhält,  so  ist  A  ein  Punkt  des  geometrischen  Ortes.  In  der  Ge- 
raden p  gibt  es    aber  ausserhalb  FC  noch    einen  Punkt  B   des 
geometrischen  Ortes ,  fbr  welchen  bezüglich  C  und  F  der  abso- 
lute Punktwert  BF:  B  C  ^=  a:  b  ist.  Bezüglich  der  Lage  von  B 
können   aber    drei  Fälle    eintreten,   je    nachdem:     a)  a:b<il 
ß)  a  :  b  =  1,    y)  a  :  b>  l  i%t    Im  ersten  Falle  liegen  B  und  A 
auf  einerlei  Seite  von/,  im  zweiten  Falle  liegt  B  im  Unend- 
lichen, und  im  dritten  Falle  liegen  B  und  A  auf  verschiedenen 
Seiten  von  /.  In  jedem  dieser  Fälle  ziehe  man  durch  F  eine  be- 
liebige Gerade  q^  trage  a  nach  FD  und  b  von  D  beiderseits  nach 
DD'  und  DD**  auf,  verbinde  einmal  D'  mit  C,   das  anderemal 
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jD"  mit  C  und  ziehe  jedesmal  durch  D  eine  Parallele  zu  diesen 
Geradon,  wodurch  man  die  Punkte  A  und  B  erhält  (In  Fig.  193 
ist  der  erste  Fall  a :  6  <  1  dargestellt) 

um  jetzt  einen  allgemeinen  Punkt  M  zu  erhalten,  ziehe  man 
in  einer  beliebigen  Entfernung  d*  parallel  zu  /  eine  Gerade  p* 
und  bestimme  nach  (230)  aus  der  Proportion  c2  :  d'  =  a  :  6  die 
Länge  d,  mit  welcher  man  aus  dem  Centrum  F  die  Gerade  p' 
durchschneidet;  hiedurch  ergeben  sich  zwei  Punkte  MM'y  welche 
dem  gesuchten  geometrischen  Orte  angehören ,  denn  wenn  man 
aus  M  eine  Senkrechte  Mm  und  aus  M'  eine  Senkrechte  M' m' 
auf/ feilt,  ist  MF:  Mm  =  d\d'  =  a:h  und  M'F:  M'm'  =  a  :  6. 
Ermittelt  man  auf  diese  Art  hinreichend  viele  Punkte ,  so  gibt 
deren  entsprechende  Verbindung  den  gesuchten  geometrischen  Ort. 

1516.  Sehr  häufig  sind  die  geometrischen  Orte  von  Punkten 
Linien  II.  Ordnung.  Um  in  einem  gegebenen  Falle,  wie  z.  B.  in 
dem  vorliegenden,  untersuchen  zu  können,  ob  der  Ort  eine  Linie 
der  II.  Ordnung  ist^  ohne  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie 
die  Gleichung  des  Ortes  aufzustellen ,  wird  man  danach  forschen, 
ob  dieser  Ort  durch  die  Durchschnitte  der  verwandten 
Stralen  zweier  projectivischen  Stralenbüschel  (287) 
entstehen  kann  oder  nicht  Im  ersten  Falle  ist  der  Ort  eine 
Linie  II.  Ordnung,  im  zweiten  Falle  nicht 

Will  man  dieses  projectivische  üntersuchungs -Princip  auf 
die  in  (1515)  construierte  Figur  anwenden,  so  wird  man  die  Punkte 
A  und  B  als  Scheitel  zweier  Stralenbüschel  ansehen ,  je  zwei 
Stralen,  welche  durch  einen  Punkt  M  des  geometrischen  Ortes 
gehen,  einander  als  verwandt  zuordnen  und  der  Projectivität  der 
Büschel  A  und  B  nachspüren,  welche  durch  die  verschiedenen 
Lagen  der  Stralen  AM  und  BM  entstehen. 

Die  Mittel  zur  Untersuchung  der  Projectivität  dieser  Büschel 
muss  man  aus  den  vorliegenden  Bedingungen  schöpfen;  diese  sind: 
MFiMm  =  a\  i,  AFiAC=  a:b,  BF:BC  =  a:b. 

Berücksichtigt  man  zuerst  den  Punkt  A,  so  erhält  man: 
MF:  Mm  =  AFiAC  oder  Mm:AC=MF:  AF. 

Verbindet  man  M  mit  A  und  verlängert  MA  bis  zum  Schnitte 
&  in  /,  so  erhält  man  aus  der  Figur : 

Mm:AC=MG:AG, 
woraus  nun  die  Gleichung  folgt: 

MF:AF=MG:AQ....  1). 
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Wenn  man  sich  nun  an  jene  Lehrsätze  dor  Planimetrie  er- 
innert^ welche  bei  der  Halbierung  eines  inneren  und  eines  äusseren 
Dreieckswinkels  entstehen,  so  bemerkt  man  augenblicklich ,  dass 
die  Gerade  F  Q  den  Winkel  halbieren  muss,  welchen  die  Seiten 
FA  und  FM  des  Dreieckes  FAM  nach  Aussen  einschliessen. 
Ist  also  FM  ein  Stral,  derjyon  F  nach  irgend  einem  Punkt  Jlf  des 
geometrischen  Ortes  von  M  geht  und  man  halbiert  den  äusseren 
von  FM  und  FA  gebildeten  Winkel  des  Dreieckes  FAM,  so 
schneiden  sich  drei  Gerade ,  nämlich  diese  halbierende  Gerade, 
ferner  MA  und/  in  einem  Punkte  G. 

Werden  nun  die  verschiedenen  Lagen  von  M  ermittelt  und 
wird  jedesmal  der  jetzt  besprochene  Winkel  halbiert ,  so  folgt, 
dass  die  beiden  Stralenbüschel  F  und  A,  in  welchen  FG  und 
AM  verwandte  Stralen  sind,  perspectivisch  liegen,  weil  je  zwei 
verwandte  Stralen  sich  in  der  Geraden  /  schneiden.  Also  sind 
auch  diese  beiden  Büschel  F  ((?....)  und  A  (Jf. ...)  pro- 
jectivisch. 

Berücksichtigt  man  den  Punkt  B,  so  findet  man: 

Mm  :  MF=  BC:  BF,  oder  Mm  :  B C  =^  MF:  BF. 

Bezeichnet  man  den  Schnitt  von  MB  mit  /  durch  Q^,  so 
erhält  man: 

Mm:BC  =  MG':BG', 
folglich  ergibt  sich: 

MG'  .BG'^MFiBF 2). 

Aus  2)  erkennt  man  nun  wieder,  dass  die  Gerade  FG*  den 
äusseren  Winkel  F  des  Dreieckes  MFB  halbiert,  dass  sonach 
diese  halbierende  Gerade  FCH  und  MB  sich  in  /  schneiden.  Es 
ist  mithin  wieder  der  Stralenbüschel  F  {G* .  .  .  .)  dem  Büschel  B 
(if. ...)  perspectivisch,  folglich  auch  projectivisch. 

Weil  aber  zwei  Gerade  FG,  FG\  welche  Nebenwinkel  hal- 
bieren, auf  einander  senkrecht  stehen,  so  sind  die  beiden  Stralen- 
büschel ,  welche  von  den  verschiedenen  einander  -  zugehörigen 
Lagen  wie  FG  und  FG'  gebildet  werden,  zwei  congruente, 
also  auch  zwei  projectivische  Stralenbüschel,  nämlich: 
F  (G..,.)7\F(G*... .).  niittin  ist  auch  A{M....)7\B  {M. . .), 
wodurch  nun  erwiesen  ist,  dass  die  beiden  Stralenbüschel,  welche 
aus  den  Punkten  A  und  B  die  Periferiepunkte  M  des  in  Betrach- 
tung stehenden  geometrischen  Ortes  projiciereu,  einander  projec- 
tivisch proportional  sind.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  voni/ be- 
schriebene Ort  eine  Linie  II.  Ordnung  ist  (436). 
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D"  mit  C  und  ziehe  \f^'  ^  ,^-  ^^ungen  lassen  nun 

Geradon,  wodur/»'  g^'^^  feriferiepunkte   M  an, 

ist  der  erste  ^  ^///^^^^yectivischer  Stralenbüschel 

Um  i  ifi^j^.  'I^f^*^  ^^  "^^  ^  gefunden  sind, 

in  einer  ,♦  '^^  W.'^^^ßO  «'relit  einen  rechten  Win- 

und  bes'  Ä^f/^I^'S'/'^'*'^*'  ""  ^'  .^««ti'""*  J^d«»- 

6  ^'    .^i»  „„r<j*'      c»K„,-t* tt  „„«,-..-  Stralen 

Perife- 


durcb  flf  ^o'*'-  pwj"  per  Schnitt  funkt  zweier 

^^^^^/>*^      ^-ß  in  p  liegenden  Punkte  ^  und  B  sich  auf 


rißP 


01^  ^*^     /befinden,   kann   niemals   AQ  mit  Bö'    pa- 

'  efi^^  ^^^^  sJso  ^^^  ^^^^   ^®^^   einziger  Periferiepunkt  in's 

^^lel  ^^rJjleD.  Man  kann   demnach  sagen:    ist  MF :  Mm  = 

[/jjeu^^'       Igt  der  geometrische  Ort  von  M  eine  Ellipse. 

a'^       trermöge  der  Construction  dem  Strale  BA  des  Büschels 

^       \  die  zu  p  senkrechte  Gerade  r  im  Büschel  A  (M. .    .) 

^     heoao  dem  Strale  u4  B  des  Büschels  -4  (A/ )  eine  durch 

ßhende  zu  p  senkrechte  Gerade  im  Büschel  B  {M, . . .)  ont- 

'cht  so  ^olg^;  ^^^^  ^^^^  (440)  diese  zwei  senkrechten  Geraden 

f?j^0Bten   an    die  Linien    II.   Ordnung   sind.     Weil  femer  der 

(n^l^jjttpunkt    beider  Tangenten   im   Unendlichen   liegt,    ist  AB 

ein  Durchmesser,  und  wie  leicht  einzusehen,  eine  Axe  der  Linie 

II.  Ordnung. 

1519.  Wird  a  =  i,  also  MF=Mm,  dann  ftUt  B  sammt 
der  Tangente  durch  B  ins  Unendliche,  also  wird  für  a  :  (  =  I 
der  geometrische  Ort  von  M  eine  Parabel  (403). 

1520.  Fallen  aber  die  Punkte  A  und  B  auf  verschiedene 
Seiten  von  /,  dann  gibt  es  ^zwei  Paare  paralleler  verwandter 
Stralen  in  beiden  Stralenbüscheln  A  und  ß  (?),  mithin  wird  der 
geometrische  Ort  von  M  eine  Hyperbel. 

1521.  Lassen  sich  aus  dieser  Entstehungsweise  der 
Linien  II.  Ordnung  einige  Eigenschaften  derselben 
ableiten  ? 

Es  folgt  aus  der  Construction  (Fig.  193)  zunächst,  dass  die 
Gerade  p  alle  zu  ihr  senkrechten  Sehnen  halbiert,  daher  eine 
Axe  der  Curve  ist.  Teilt  man  demnach  in  0  die  Strecke  AB 
in  zwei  gleiche  Teile  und  errichtet  eine  Parallele  8  zu  fy  so  ist 
9  die  zweite  Axe  der  Ellipse. 
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Weil  aber  8  auch  alle  zu  p  parallelen  Sehnen  halbiert,  so 
ist  die  ElUipse  zu  8  simmetrisch ,  woraus  folgt,  dass  es  auch 
auf  der  zweiten  Seite  von  8  simmetrisch  zu  F  und  /|  einen 
Punkt  f\  und  eine  Gerade  f^  geben  müsse ,  bezüglich  welcher 
sich  alle  Punkte  der  Curve  genau  so  verhalten,  wie  bezüglich  F 
und  /.  Wird  nun  der  Schnitt  von  Mm  mit  /i  durch  m^  bezeich- 
net, so  ergibt  sich  MI\  :  Mm^  =  a :  &,  und  wenn  man  jetzt  aus 
MF/,  Mm  =£  a  :  &  und  der  eben  aufgestellten  zweiten  Proportion  die 
Längen  MF,  MF^  berechnet,  dann  gibt  die  Addition  IT/' +  MF^  = 

^  {Mm  +  -SffUi).  Da  aber  Mm  +  Mm^  der  unveränderliche  Ab- 
stand der  beiden  parallelen  Geraden/ und /|  ist,  so  ist  die  Summe 
MF'\'MF^  fiär  alle  Punkte  der  Ellipse  dieselbe,  und  weil 
AF-^-  AFj^  =FyB+  AF^  =  AB  ist,  so  ergibt  sich  f&r  die 
Ellipse  der  merkwürdige  Satz: 

In  einer  Axe  einer  Ellipse  gibt  es  zwei  Punkte 
F  und  Fj  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der 
Entfernungen  irgend  eines  Periferiepunktes  M  von 
diesen  zwei  Punkten  gleich  der  Länge  dieser  Axe 
ist,  in  welcher  sie  liegen.  (Wie  später  erwähnt  wird,  sind 
F  und  jP|  Brennpunkte.) 

1522.  Sind  A^  B^  die  Endpunkte  des  zn  A  B  senkrechten 
Durchmessers,  so  ist  A'F  +  A'F^  =  A  By  und  weil  A'F=  A'F^, 
so  folgt  A'F~  \  AB  und  ebenso  B'F  —  \  AB.  ^%i[A'F=^AB 
die  Hypothenuse  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  FOA*  ist, 
so  schliesst  man  F  A*  >  0  A*  oder  AO>OA*  oder  auch 
AB>A*B*\  mithin  liegen  die  erwähnten  zwei  Punkte 
F  und  F^  in  der  grossen  Axe  der  Ellipse. 

1523.  Für  die  Hyperbel  beweiset  man  auf  eine  analoge  Art 
den  Satz:  Bei  jedem  Periferiepunkte  ist  die  Differenz 
seiner  Entfernungen  von  zwei  gewissen  Punkten 
einer  Axe  gleich  der  Länge  dieser  Axe. 

1624.  Aufgabe.  Man  soll  in  einer  Ebene  den  geo- 
metrischen Ort  eines  Punktes  if  construieren ,  bei 
welchem  a)  die  Summe,  /))  die  Differenz  der  Entfer- 
nungen von  zwei  fixen  Punkten  FF^  der  Ebene  einer 
Constanten  Länge  2a  gleich  ist. 

Auflösung,  a)  Weil  in  jedem  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiten  grösser  ist  als  die  dritte  Seite,  so  muss  auch 
MF  +  MF^  >  FF^  sein.    Soll  demnach  die  Aufgabe  möglich 
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werden,  so  muss,  weil  MF-\-  MF^  r=z  2a  ist,  2a>FFif  oder 
a>  ^  FF^  sein.  Trägt  man  nun  die  halbe  Länge  von  2 a  von  der 
Mitte  0  der  Strecke  FF^  beiderseits  nach  A  und  B  auf  (Fig.  193),  so 
sind  A  und  B  zwei  Punkte  des  geometrischen  Ortes,  denn  es  ist 
AF  +  AF^  =  -P,  B  +  ÄF^  =  AB  =  2a,  und  ebenso  BF  + 
BF^  =  BF  +  FA  =  BA  =  2o;  dabei  liegen  A  und  B  ausser- 
halb  FF,. 

Um  einen  allgemeinen  Punkt  des  geometrischen  Ortes  zu 
erhalten,  schneide  man  auf  AB  von  A  aus  irgend  eine  Strecke 
An  <i  AB  Bb,  beschreibe  mit  ^n  als  Radius  aus  F  und  F,  Kreis- 
bogen, welche  mit  dem  Reste  nB  aus  F,  und  F  durchschnit- 
ten werden,  dann  sind  die  vier  Schnitte  Punkte  des  geometri- 
schen Ortes,  weil  MF  -{-  MF^  =  An  +  nB  =  2  a  ist.  Nach 
(1521)  ist  die  derart  erzeugte  Curve  eine  Ellipse. 

/))  In  jedem  Dreiecke  ist  die  Differenz  zweier  Seiten  kleiner 
als  die  dritte  Seite,  mithin  ist  MF -^  MF,  <  FF,.  Ist  nun 
MF — MF^  =z  2a  die  gegebene  Differenz,  so  folgt  2a  <  FF^ 
oder  a  kZ^FF,;  mithin  muss  die  halbe  gegebene  Differenz 
kleiner  als  die  Hälfte  von  Ff  ^  sein,  wenn  die  Aufgabe  möglich 
werden  soll.  Trägt  man  dann  a  von  der  Mitte  0  der  Strecke 
FF,  beiderseits  nach  A  und  B  auf,  so  sind  zwei  Punkte  des  geo- 
metrischen Ortes  vermittelt,  und  liegen  A  und  jB  innerhalb  FF,. 

Wird  An>  AB  auf  der  Geraden  AB  von  A  über  B  hinaus 
angenommen,  damit  aus  F  und  F^  Kreise  beschrieben  und  diese 
mit  Bn  aus  F^  und  F  durchschnitten,  so  sind  die  vier  Durch- 
schnitte Punkte  des  geometrischen  Ortes,  welcher  nach  (1523) 
eine  Hyperbel  ist. 

1525.  Aufgabe.  Es  ist  der  geometrische  Ort  eines 
Punktes  Jf  so  zu  construieren,  auf  dass  die  Entfernun- 
gen Äf^  und  MB  von  zwei  festen  Punkten  ^  und  £  der 
Ebene   in    einem   gegebenen    Verhältnisse  a:b  stehen. 

Auflosung.  Teilt  man  die  Strecke  AB  innerhalb  und 
ausserhalb  in  den  Punkten  C  und  D  nach  dem  Verhältnisse  a:b 
(295),  so  sind  C  und  D  zwei  Punkte  des  geometrischen  Ortes.  Ist  M 
ein  allgemeiner  Punkt  dieses  Ortes,  so  soll  MA:  MB  =^  a:b 
sein;  weil  aber  auch  CA  :  CB  =  a:b  und  DA :  DB  =:  a :6,  so 
folgt,  dass  die  Geraden  CM  und  Z>^  die  beiden  Nebenwinkel 
beiil/im  Dreiecke  AMB  halbieren  und  sonach  aufeinander  senk- 
recht stehen  (303).  Die  beidenStrahlenbüschel  C7  undZ7,  in  welchen 
je  zwei  verwandte  Stralen  aufeinander  senkrecht  stehen,  erzeugen 
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einen  Kreis  mit  dem  Durchmesser  CD^  mithin  ist  der  geo 
metrische  Ort  des  Punktes  ilf  der  über  CD  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis. 

^  1526.  Folgerung.  Da  die  vier  Punkte  A  CBD  harmonisch 
liegen,  so  geht  die  Polare  des  Punktes  Ä  durch  B  senkrecht 
auf  A  B  und  es  sind  A  und  B  bezüglich  des  Kreises  conjugierte 
Pmikte  (377).  Man  kann  demnach  sagen:  In  jedem  Kreise 
ist  das  Yerhältniss  der  Entfernungen  der  Periferie- 
punkte  von  denselben  zwei  beliebigen  conjugierten 
Punkten  eine  ^constante  Grosse. 

Ueber  geometrische  Orte  im  ebenen  Polarsysteme.  Bestlmmong 
des  Mittelpanktes,  der  Axen,  der  Brennpankte  and  der  Ordnungs- 
carve  eines  Polarsystemes.  Beziebangen  zu  den  Linien  II.  Ordnang. 

§.  78. 

1527.  Erklärung.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  reciproke 
Systeme  (454)  eine  solche  Lage  einnehmen,  dass  jedem  Punkte 
der  Ebene  dieselbe  Gerade  entspricht ,  ob  der  Punkt  dem  ersten 
oder  dem  zweiten  Systeme  angehört,  dann  sagt  man,  die  beiden 
ebenen  Systeme  liegen  involutorisch ,  oder  auch  polar; 
jeder  Punkt  mit  seiner  verwandten  Geraden  wird  als  Pol  und 
Polare,  der  Inbegriff  beider  Systeme  als  ein  Polarsystem 
bezeichnet.  Aus  dieser  Erklärung  folgt,  dass  eine  jede  Punkt- 
reihe mit  ihrem  verwandten  Stralenbüschel  involuto- 
risch  liegen  müsse  (315).  Denn  entspricht  einem  Punkte  A  die 
Gerade  a  nach  der  gegebenen  Erklärung  in  doppelter  Weise,  und 
ist  b  irgend  ein  durch  A  gehender  Stral,  so  muss  der  Punkt  B  ver- 
möge (462)  in  der  Geraden  a  liegen^  und  vermöge  der  gestellten 
Forderung  auch  der  Geraden  b  in  doppelter  Welse  entsprechen. 

Setzt  man  dies  voraus ,  so  entspricht  auch  der  Verbindungs- 
geraden AB^=b'  der  Durchschnittspunkt  ab=B*  doppelt.  Ist 
femer  c  ein  anderer  durch  A  gehender  Stral,  und  C  der  zu  e 
doppelt  verwandte  Punkt,  so  liegt  ebenfiBdls  C  in  a  und  es  muss 
wieder  die  Gerade  AC=&  dem  Durchschnittspunkte  ac=  O  dop- 
pelt entsprechen.  Betrachtet  man  jetzt  die  vier  Geraden  bb^c& 
als  Gerade  des  einen  oder  des  anderen  Systemes,  so  entspricht 
ihnen  immer  die  Punktreihe  BB^CO;  da  ferner  in  reciproken 
Gebilden  jeder  Stralenbüschel  seiner  Punktreihe  projectivisch  ist 
(462),  so  muss  bb'cc'  7\  BB'CC,  also  auch  der  Schnitt  des  Bü- 
schels bb' co'  mit  a  der  Reihe  £  J3' C (?  projectivisch  sein;  mithin 
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haben  wir  B'BOC  T\  BB'CC'y  woraus  wir  nach  (318)  sehen, 
dass  die  beiden  Ponktreiben,  demnach  auch  der  Stralenbüschel 
mit  seiner  verwandten  Punktreihe  involutorisch  liegen. 

Der  unendlich  fernen  Geraden  o  eines  Polarsystems'ent- 
spricht  im  Allgemeinen  ein  endlich  gelegener  Punkt  0,  welcher 
der  Mittelpunkt  des  Polarsjstemes  genannt  wird. 

Zwei  Gerade,  deren  jede  durch  den  Pol  der  andern  geht, 
oder  zwei  Punkte,    deren  jeder  in  der  Polare  des  andern  liegt, 

Fig.  194. 


£ 


heissen  conjugierte  Gerade  oder  conjugierte  Punkte  des 
Polars ystemie-6.  Jede  Gerade ;  die  durch  einen  Pol  geht,  ist 
daher  zur  Polare  dieses  Poles  conjugiert. (Wichtiger  Satz.) 

1528.  Wenn  in  einer  Ebene  drei  Punkte  ^iSC  nicht  in 
einer  Geraden  und  auch  nicht  einander  conjugiert  an- 
genommen,  und  denselben  drei  Gerade  abc^  die  sich  nicht  in 
einem  Punkte  schneiden,  als  doppelt  verwandt  zugewiesen 
werden ,  dann  ist  ein  Polarsystem  durch  diese  Stücke  vollständig 
gegeben,  und  es  entsteht  die 

Aufgabe:  Man  soll  den  geometrischen  Ort  aller 
Geraden  bestimmen,  deren  verwandte  Punkte  im  Un- 
endlichen liegen. 
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Auflösune.  Durch  jeden  dieser  drei  Punkte  geht  ein  Stra- 
lenbüschel;  welcher  mit  seiner  Punktreihe  involutorisch  liegt.  Denn 
zieht  man  z.  B.  durch  A  die  Geraden  AB^=d  und  AC=e,  so 
entsprechen  ihnen  doppelt  verwandt  die  Punkte  ah^^D  und  a  c==r£;^ 
mithin  sind  durch  A  zwei  Stralen  d  und  e,  sowie  ihre  doppelt 
verwandten  Punkte  D  und  E  in  der  Geraden  a  gegeben ,  welche 
mit  den  Schnitten  D*  und  E'  dieser  Stralen  mit  a^  eine  involu- 
torisohe  Reihe  nach  (1527)  bestimmen.  Ebenso  ist  auch  durch  B 
und  b  ein  involutorisches  Polargebilde  gegeben. 

Wählt  man  jetzt  in  der  Ebene  eine  beliebige  Gerade  m ,  so 
lässt  sich  ihr  doppelt  verwandter  Punkt  M  leicht  ermitteln;  denn 
dem  Schnittpunkte  ma  =  ^ entspricht  ein  durch  A  gehender  in- 
volutorischer  Stral  n,  welcher  durch  den  involutorischen  Büschel  A 
vollständig  bestimmt  ist  (489)  und  dem  Schnittpunkte  mh  =  R  ent- 
spricht abermals  ein  durch^jB  gebender  involutorisch  gelegener  Stral, 
mithin  ist  der  Schnittpunkt  von  n  mit  r  der  gesuchte  Punkt  M. 

Wählt  man  die  Gerade  o  im  Unendlichen,  so  liegen  ihre 
Schnitte  mit  a  und  h,  d.  i.  ao  =  6r  und  bo  ^^  H  gleichfalls  im 
Unendlichen,  also  gehen  die  diesen  Punkten  verwandten  Stralen 
AO  =  g  und  BO  =  h  der  Büschel  A  und  B  durch  die  Mittel- 
punkte der  involutorischen' Reihen,  welche  die  Büscheln  und  J3 
auf  den  Polaren  a  und  b  erzeugen.  Construiert  man  diese  Mittel- 
punkte nach  dem  Verfahren  in  (320),  so  sind  auch  die  Stralen  g  und 
h  bestimmt,  deren  Pole  G  und  ^im  Unendlichen  liegen  und  deren 
gegenseitiger  Schnitt  0   der  Mittelpunkt  des  Polarsystemes  ist. 

Bezeichnet  man  den  Mittelpunkt  der  involutorischen  Reihe 
auf  a  mit  6r',  jenen  auf  b  mit  H%  so  ist  zu  00^^=  g  die  Gerade 
g*  conjugiert,  welche  durch  0  und  den  Pol  (?,  also  durch  Ö  pa- 
rallel zu  a  geht;  ebenso  ist  zu  OH*  •=^  h  jene  Gerade  h*  conju- 
giert ,  welche  durch  0  und  den  Pol  H ,  also  durch  0  parallel 
zu  b  geht.  Hieraus  ergibt  sich  nun,  dass  von  dem  involutorischen 
Stralenbuschel  0  zwei  Paare  conjugierter  Stralen  gg'^  hh'  gege- 
ben sind,  durch  welche  der  Büschel  0  vollständig  bestimAnt  ist 
(319),  der  mit  der  unendlich  fernen  Punktreihe  o  involutorisch  liegt. 

1529.  Wenn  man  nach  (491)  jene  zwei  conjugierten  Stralen 
des  involutorischen  Büschels  0  bestimmt,  welche  aufeinander 
senkrecht  stehen,  so  sind  die  Axen  des  Polarsystemes  ge- 
funden. Stünden  je  zwei  conjugierte  Stralen  von  0  aufeinander 
senkrecht,  dann  wären  je  zwei  solche  Gerade  Axen  des  Polar- 
systemes. Im  Allgemeinen  besitzt  demnach  ein  Polarsystem  nur 
zwei  Axen. 
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1530.  Aufgabe.  Von  einem  Polarsysteme  seien  die 
zu  einander  senkrechten  Axen  a  und  6,  sowie  noch  ein 
Pol  P  nebst  Polare  p  gegeben.  Man  soll  die  Scheitel- 
punkte aller  jener  inyolntorischen  Stralenbüschel  er- 
mitteln,  deren  conjugierte  Stralen  aufeinander  senk- 
recht stehen  (492). 

Auflösung.  (Fig.  194.)  Die  Axen  a  und  b  sind  conju- 
gierte Stralen  9  mithin  liegt  der  Pol  A  von  a  in  (  im  Unendlichen 
und  der  Pol  B  von  6  in  a  im  Unendlichen.  Stellen  wir  uns  P 
und  p  als  den  Repräsentanten  aller  entsprechenden  Punkte  und 
Geraden  eines  Polarsystems  yor,  wobei  P  weder  in  a  noch  in  b 
liegen  soll,  so  kann  auch  p  weder  durch  A  noch  durch  B  gehen, 
d.  h.  p  muss  sowol  a  als  auch  b  schneiden.  Man  untersuche  nun,  ob 
P  der  Scheitel  eines  rechtwinkeligen  inyolntorischen  Büschels 
werden  kann  oder  nicht;  findet  man,  da^s  durch  Pein  Paar  nicht 
aufeinander  senkrechter  conjugierter  Stralen  geht,  dann 
kann  P  der  Aufgabe  nicht  entsprechen  (491). 

Ist  E  der  Schnitt  yon  p  mit  a,  so  geht  die  yer wandte  Ge- 
rade e  durch  P  und  Ay  also  durch  P  zu  6  parallel;  und  zieht 
man  PEr=e'  (fehlt  in  der  Figur),  so  liegt  E*  im  Schnitte  yon  p 
mit  €f  mithin  sind  die  Oeraden  e  und  e'  conjugierte  Gerade,  indem 
jede  durch  den  Pol  der  anderen  geht.  Da  e  zu  6  parallel,  also 
auf  a  senkrecht  ist,  die  Gerade  e'  :=  PE  aber  a  schneidet,  so 
folgt,  dass  6  und  &  nicht  aufeinander  senkrecht  stehen,  woraus 
nun  weiter  folgt:  Ausserhalb  der  Axen  a  und  (  kann  es 
keinen  Punkt  P  geben,  welcher  der  Scheitel  eines 
rechtwinklig  inyolntorischen  Stralenbüschels  ist 

Um  nun  in  den  Axen  a  und  6  jene  Punkte  F  ausfindig  zu 
machen,  welche  der  Aufgabe  entsprechen,  bedenke  man  yor  Allem, 
dass  a  zu  jeder  auf  ihr  senkrechten  Geraden,  und  ebenso  auch 
h  zu  jeder  auf  ihr  senkrechten  Geraden  conjugiert  ist  Findet 
man  dann  in  a  oder  in  b  einen  Punkt  F  yon  der  Beschaffenheit, 
dass  zwei  aufeinander  senkrechte  Gerade,  deren  keine  zu  a  oder 
b  parallel  ist,  einander  conjugieät  sind,  so  gehen  durch  F  zwei 
Paare  rechtwinklig  conjugierter  Stralen,  und  nun  müssen  nach 
(491)  alle  anderen  Paare  conjugierter  Stralen  aufeinander  senk- 
recht stehen,  folglich  wird  F  ein  der  Au%abe  entsprechender 
Punkt  sein. 

Um  diesen  Punkt  zu  ermitteln,   yerschiebe  man  eine  belie- 
bige Gerade  des  Polarsystemes,    etwa  p  parallel  zu  sich  weiter. 
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und  fälle  aus  dem  jedesmaligen  Pole  P  eine  Senkrechte  c  auf  p, 
dann  muss  immer  der  Pol  von  c  in  p  liegen,  also  werden  c  und 
p  vermöge  des  Satzes  am  Schlüsse  von  (1527)  stets  zwei  recht- 
winklig conjugierte  Gerade  sein.  Die  Durchschnittspunkte, 
welche  aus  allen  zusammengehörigen  Paaren  p  und  c  entstehen, 
werden,  wie  alsbald  nachgewiesen  wird,  eine  Linie  II.  Ordnung 
bilden ,  und  jene  Punkte  F,  in  welchen  o  und  h  von  dieser  Curve 
geschnitten  werden,    entsprechen  der  Aufgabe. 

Die  erwähnte  Linie  11.  Ordnung  ist  der  geometrische  Ort 
der  gegenseitigen  Durchschnittspunkte  aller  jener  Paare  aufein- 
ander senkrechter  conjugierter  Geraden,  von  welchen  eine  zu  p 
parallel  ist.  Gibt  es  in  einer  der  Axen  a  oder  b  einen  Punkt  Fj 
welcher  der  Scheitel  eines  rechtwinkligen  involutorischen  Stralen- 
büschels  ist,  so  geht  durch  F  auch  ein  conjugiertes  Stralenpaar, 
von  welchem  ein  Stral  mit  p  parallel  ist,  es  mag  p  was  immer 
für  eine  Richtung  haben ,  also  muss  F  im  geometrischen  Ort  einer 
jeden  der  in  Rede  stehenden  Linien  IL  Ordnung  liegen;  mithin  ist 
es  einerlei,  welche  Polare  p  und  ihr  Pol  P  zur  Auf&ndung  von 
F  benützt  wird. 

Diese  Schnittpunkte  der  Curve  mit  a  und  b  lassen  sich  con- 
struieren,  ohne  die  erwähnte  Curve  zu  zeichnen,  wie  folgende 
Betrachtung  lehrt:  Alle  Lagen  der  parallelen  Geraden  p  gehen 
durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  Ny  also  liegen  die  Pole  der 
verschiedenen  Geraden  p  in  der  dem  Punkte  N  entsprechenden 
Polaren  n.  Da  N  durch  den  Schnitt  von  p  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  o  entsteht,  so  ist  n  die  Verbindungsgerade  von  0  mit  P 
(in  der  Figur  nicht  gezogen) ;  also  ist  die  Gerade  n  gefunden,  welche 
alle  Pole  der  verschiedenen  parallelen  Lagen  von  p  enthält.  Da 
die  von  den  Polen  gebildete  gerade  Punktreihe  n  dem  verwandten 
Stralenb(ischel  ^  projectivisch  ist  (462),  so  ist  auch  der  Parallel- 
Stralenbüschel,  welcher  durch  die  Senkrechten  gebildet  wird,  die 
man  aus  den  Punkten  von  n  auf  die  Geraden  p  f&llt,  dem  von  p 
gebildeten  Stralenbüschel  N  projectivisch ,  wesshalb  die  Schnitt- 
punkte von  je  zwei  conjugierten  zu  einander  senkrechten  Geraden 
c  und  p  eine  Linie  IL  Ordnung  bilden,  wie  vorhin  erwähnt  wurde. 

Betrachtet  man  die  projectivischen  Punktereihen,  welche 
diese  zwei  Parallel büschel  auf  a  erzeugen^  so  findet  man  leicht 
heraus,  dass  dem  Punkte  0  immer  der  unendlich  ferne  Punkt 
in  a  eptspricht,  ob  0  der  ersten  oder  der  zweiten  der  beiden 
projectivischen  Punktereihen  angehört;  da  demnach  diese  beiden 
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Punkte  ein  inTolntorisches  Pnnktepaar  .bilden ,  so  liegen  die  Bei- 
hen  selbst  involatorisch  (318),  O  ist  der  Involntionsmittel- 
pnnkt  nnd  die  Ordnnngspnnkte  der  involntorischen  Reihe 
(323)  sind  die  Schnittpunkte  J^  der  anconstmierten  Linie 
II.  Ordnung  mit  der  Axe  o. 

In  ganz  fibereinstinunender  Weise  findet  man  auch,  dass  die 
beiden  aufeinander  senkrechten  Parallel-Stralenbuschel  e  und  p 
auf  b  eine  involutorische  Reihe  mit  dem  LiTolutionsmittelpunkte 
0  erzeugen y  und  daraus  folgt,  dass  wieder  die  Ordnungspunkte 
dieser  inTolutorischen  Reihe  der  Au%abe  genügen. 

Da  nun,  wie  Figur  194  erkennen  lässt,  die  Schnitte  Yon  p 
und  der  aus  ihrem  Pole  P  auf  p  ge&Uten  Senkrechten  e  mit  der 
einen  Axe  a  oder  b  auf  einerlei,  mit  der  ander^i  aber  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  O  liegen  mOssen,  so  folgt,  dass  nur  jene 
Axe  Ordnungspunkte  dieser  Reihe  besitzen  kann,  bei  welcher 
die  beiden  Schnittpunkte  mit  p  und  e  auf  einerleiSeite 
▼om  Involutionsmittelpunkte  O  liegen  (32ö). 

Bezeichnet  man  die  Schnitte  von  p  mit  a  und  b  beziehungs- 
weise durch  E  und  (r,  jene  von  e  mit  E'  und  6',  so  ist  nach 
(321)  fiir  die  auf  a  liegende  involutorische  Reihe  das  Product 
OE.OE\  fiir  die  andere  Reihe  OG.OG*  eine  constante  Grösse. 
Aus  der  Aehnlicbkeit  von  Dreiecken  folgt  OE.  OE' =OG.O  G\  d.h. 
die  constante  Grösse  ist  für  beide  involutorischen  Reihen  dieselbe. 

Beschreibt  man  jetzt  über  den  durch  O  getrennt  liegenden 
Punkten  G  und  Ch  als  Durchmesser  einen  Kxeis,  welcher  die 
andere  Axe  in  F  und  F^  schneidet,  so  ist  OF^  =  0/\*  = 
OG.  OG'^OE.OE',  also  sind  F  und  F^  nach  (324)  die  Ord- 
nungspunkte  der  involutorischen  Reihe,  mithin  die  Scheitel- 
punkte jener  involutorischen  Stralenbüschel,  deren 
conjugierte  Stralen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

1531.  Da  im  Nachstehenden  sich  noch  ergibt,  dass  das  vor- 
stehend entwickelte  Polarsystem  mit  jenem  identisch  wird,  wel- 
ches in  (480)  bestimmt  ist,  so  ist  nun  auch  die  in  (498)  ange- 
gebene Construction  der  Brennpunkte  in  (1530)  gerechtfertigt 
und  biedurch  gezeigt,  dass  man  die  Brennpunkte  eines  Polar- 
systemes  construieren  kann,  ohne  dass  man  die  Linie  11.  Ord- 
nung kennt,  durch  welche  dasselbe  Polarsystem  nach  (480)  be- 
stimmt ist. 

1532.  Aufgabe.  Es  sind  die  Axen  a,  b  eines  Polar« 
systemes,   und   ein   Punkt  P  mit  seiner  Polare  p  gege- 
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ben;  man  boU  die  Polaren  /  und  /^  der  Brennpunkte  /' 
und  t\  construieren^  wenn  letztere  in  der  Axe  a  liegen. 

Auflösung.  Die  Polare  oder  Directrix  /  muss  durch  den 
Pol  Ä  gehen^  weil  der  Pol  ^  in  a  liegt;  bezeichnet  man  den 
Schnitt  von  /  mit  a  durch  F'y  so  sind  F  und  F*  zwei  conjugierte 
Punkte  des  Polarsystemes  (1527)  ^  also  zwei  conjugierte  Punkte 
einer  involutorischen  Reihe,  fiir  welche  0  der  Involutionsmittel- 
punkt ist  Um  nun  P  zu  finden,  muss  man  vorher  noch  ein  Paar 
conjugierte  Punkte  des  Polarsystemes  in  a  construieren, 
und  dies  geschieht  ^  wenn  man  zum  Schnittpunkte  E  von  p  mit  a 
den  conjugierten  Punkt  E^  sucht,  indem  man  die  Polare  e^  welche 
natürlich  durch  P  und  A  (also  durch  P  parallel  zu  b)  geht,  mit 
a  schneidet.  Nun  ist  OE.OE^  =  OF.Or  die  Eigenschaft  eines 
Involutions-Mittelpunktes,  also  erhält  man  mittels  eines  Propor- 
tional-Dreieckes  durch  Construction  OF:  0E=  OE^  :  OP  die 
QröBse  OF"  und  biedurch  die  Directrix  /. 

1533.  Aufgabe.  Es  sind  die  Axen  a  und  b  eines  Po- 
larsystemes, ein  Brennpunkt  Fund  seine  Polare  /  ge- 
geben. Man  soll  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte 
finden,  welche  in  ihren  eigenen  Polaren  liegen. 

Der  Brennpunkt  F  liege  in  der  Axe  a  und  jP  sei  der 
Schnitt  der  Directrix  /  mit  a,  dann  sind  F  und  F  conjugierte 
Punkte  im  Polarsysteme.  Liegen  F  und  F^  auf  einerlei  Seite  von 
0,  so  besitzt  die  auf  a  liegende  Reihe  conjugierter  Punkte  zwei 
Ordnungspunkte  C  und  i>,  welche  aus  OC  =  OD  =  y'0T70F' 
gefunden  werden ,  und  es  sind  die  durch  C  und  D  z\x  a  senk- 
rechten Geraden  c  und  d  die  Polaren  zu  C  und  i>,  mithin  ge- 
hören C  imd  D  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  an. 

Nun  ziehe  man  durch  C  eine  beliebige  Gerade  q  und  er- 
mittle ihren  Pol  Q  dadurch,  dass  man  zu  zwei  in  q  liegenden 
Punkten  ihre  Polaren  sucht ,  welche  sich  im  Punkte  Q  schneiden 
müssen  (462).  Der  eine  Punkt  ist  (7,  dessen  Polare  c  soeben  ge- 
funden wurde,  und  der  andere  Punkt  ist  der  Schnittpunkt  ^  von 
q  mit  /.  Um  die  Polare  h,  die  durch  Fgeht,  zu  finden,  bemerke 
man,  dass  der  Brennpunkt  der  Scheitel  eines  rechtwinklig  invo- 
lutorischen Stralenbüschels  ist,  woraus  folgt,  dass  der  mit  h  con- 
jugierte Stral  auf  h  senkrecht  steht.  Da  aber  dieser  conjugierte 
Stral  durch  den  Pol  H  geht,  so  ergibt  sich,  dass  h  durch  jPau^ 
FE  senkrecht  zu  zu  ziehen  ist;  also  muss  der  Schnitt  von  h  mit 
c  der  gesuchte  Pol  Q  sein* 
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Nun  liegt  aber  in  einem  Polarsysteme  jeder  Stralenbüschel 
Q  mit  seiner  geraden  Punktreihe  q  involutoriscb,  und  weil  die 
Gerade  c^  die  ein  Stral  von  Q  ist^  durch  ihren  eigenen  Pol  C 
geht,  so  ist  c  ein  Ordnungsstral  im  involutorischen  Stralenbüschel, 
und  C  ein  Ordnungspunkt  der  involutorischen  Reihe,  welche 
dieser  Büschel  auf  q  erzeugt.  Der  Mittelpunkt  0'  der  Involution 
auf  q  ist  der  dem  unendlich  fernen  Punkte  in  q  conjugierte  Punkt, 
und  da  jener  Punkt  durch  den  Schnitt  von  q  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  o  entsteht,  so  muss  0'  durch  den  Schnitt  der  Ver- 
bindungsgeraden von  0  mit  Q  entstehen.  Wird  nun  die  Strecke 
0' C  nach  O'R  auf  der  Geraden  q  aufgetragen,  so  ist  22  der 
zweite  Ordnungspunkt  der  involutorischen  Reihe  q^  also  QU  ein 
Stral  r,  der  durch  seinen  eigenen  Pol  R  geht.  Demnach  bt  JR 
ein  allgemeiner  Punkt  des  gesuchten  geometrischen  Ortes.  Hin- 
reichend viele  Punkte  wie  E  bestimmt,  geben  den  vollständigen 
geometrischen  Ort  der  Aufgabe. 

1534.  Um  zu  untersuchen,  ob  dieser  Ort  eine  Linie  11.  Ord* 
nung  ist,  betrachte  man  alle  Constructionslinien  genau  und  sehe 
nach,  ob  es  zwei  projectivische  Büschel  gibt,  welche  zur  Entste- 
hung des  geometrischen  Ortes  dienen  können.  Wenn  man  den 
Punkt  B  und  den.  Punkt  Q  ins  Auge  fasst,  so  erkennt  man  aus 
dem  Umstände,  nach  welchem  die  Geraden  J^JB  und  FQ  aufein- 
ander senkrecht  stehen,  dass  auch  der  Stralenbüschel  den  FH 
beschreibt,  mit  jenem  den  FQ  beschreibt,  congruent  sein  muss, 
und  dass  demnach  die  Punktreihe  H,  welche  der  Stral  FH  auf  / 
beschreibt,  auch  mit  der  Punktreihe  Q  auf  c  projectivisch  sein 
müsse.  Nun  wird  inmier  B  aus  C  und  Q  aus  0  projiciert,  um 
den  Punkt  0'  zu  geben,  folglich  entsteht  der  geometrische  Ort 
von  0'  als  der  Durchschnitt  zweier  projectivischen  Stralenbüschel, 
d.  h.  der  Ort  von   0*  ist  eine  Linie  U.  Ordnung. 

Da  endlich  O  die  Mitte  von  CR,  so  ist  CR  =  2.00,  d.  h. 
der  von  R  beschriebene  geometrische  Ort  liegt  zu  jenem  von  & 
beschriebenen  perspectivisch  ähnlich  (211),  also  ist  auch 
der  geometrische  Ort  aller  der  in  der  Aufgabe  (1533)  erwähnten 
Punkte  eine  Linie  IL  Ordnung.  Diese  wird  die  Ordnungs- 
curve  des  Polarsystemes  genannt 

Man  erkennt  schliesslich  auch  noch,  dass  der  Mittelpunkt 
und  die  Axen  des  Polarsystemes ,  auch  Mittelpunkt  und  Axen  der 
Ordnungscurve  sind. 
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153Ö.  Wie  kann  man  beweisen,  dass  die  Polare  QR, 
welche  in  (1536)  construiert  wurde,  in  ihrem  Pole  B 
die  Ordnungscurve  berührt? 

Die  Gerade  QR  besitzt  mit  der  Ordnungscurve  nur  einen 
gemeinsamen  Punkt  Weil  aber  jede  Gerade,  welche  eine  Linie 
II.  Ordnung  wirklich  schneidet,  mit  dieser  zwei  Punkte  gemein 
haben  muss,  so  folgt,  dass  die  Gerade  PE  keine  schneidende, 
sondern  nur  eine  tangierende  Gerade  sein  kann. 

Werden  die  Tangenten  der  Ordnungscurve  Ordnungsstra* 
len  genannt,  dann  kann  man  sagen:  In  einem  jeden  ebenen 
Polarsysteme  wird  die  Ordnungscurve  von  den  Ord- 
nungsstralen   in   d.en  Polen  dieser  letzteren  berührt. 

Man  sieht  sonach  ein,  dass  das  Polarsystem,  welches  in 
(1527)  als  der  Inbegriff  zweier  reciproken  ebenen  Systeme  in  in- 
volutorischer  Lage  aufgestellt  wurde^  mit  jenem  ebenen  Systeme 
identisch  ist,  welches  nach  (480)  erhalten  wird,  und  erkennt, 
dass  eine  jede  Linie  II.  Ordnung  im  Allgemeinen  zwei 
Brennpunkte  besitzen  müsse,  welche  in  einer  Axe  (dess- 
halb  Hauptaxe  genannt)  dieser  Linie  liegen  (498). 

In  Fig.  194  ist  die  Ordnungscurve  eine  Hyperbel  mit  den 
Brennpunkten  F  und  /^i. 

1536.  Wenn  die  Construction  der  Polare  /  des  Brennpunktes 
F  (1532)  ergeben  sollte,  dass  F  und/  auf  verschiedenen  Seiten 
von  0  liegen,  dann  findet  man  keine  Ordnungscurve  des  Polar- 
systemes.   Es  gibt  also  auch  Polarsysteme  ohne  Ordnungscurven. 

1537.  Wenn  bei  der  Construction  des  Mittelpunktes  0  eines 
ebenen  Polarsystemes  (1528)  alle  Geraden,  die  sich  in  0  schnei- 
den, parallel  ausfallen,  dann  liegt  der  Mittelpunkt  des  Polar- 
systemes im  unendlichen,  und  die  Richtung  der  durch  0  gehen- 
den Geraden  wird  die  Axenrichtung  de»  Polarsystemes 
genannt  Die  Ordnungscurve  ist  in  diesem  Falle  eine 
Parabel,  bei  welcher  nur  stets  ein  Brennpunkt  im  Endlichen, 
der  andere  im  Unendlichen  liegt 

1538.  Aufgabe.  Von  einem  Polarsysteme  mit  einer 
Ordnungs-Parabel  sei  die  Axenrichtung  durch  eine 
Gerade  Z,  und  seien  zwei  Pole  P,  Q  und  ihre  Polarea 
P>  9  gegeben;  man  soll  den  Brennpunkt  des  Systemes 
construieren. 

Auflösung.  Diese  erfolgt  nach  den  in  (1530)  entwickelten 
Ansichten.    Zuerst  sei  bemerkt:   In  jedem  Polarsystem  mit  einer 
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Ordnungs-Parabel  liegt  jeder  Parallel- Stralenbuschel  mit  seiner 
Polreihe  zwar  involutorisch ,  beide  sind  aber  geometrisch  pro- 
portionaly  weil  der  Mittelpunkt  der  Involution  im  Unendlichen 
liegt  (mit  dem  Mittelpunkt  O  des  Polarsystemes   zusammenfällt). 

Wird  nun  eine  Gerade  ,p  als  Stral  eines  Parallel-Stralen- 
buschels  angesehen^  und  werden  von  allen  Polen  P  Senkrechte  c 
auf  p  ge&llt,  so  werden  auch  die  Parallel*Stralenbuschel  p  und  c 
geometrisch  proportional,  folglich  liegen  die  Schnittpunkte  aller 
verwandten  Geraden  dieser  zwei  Büschel  in  einer  Geraden. 
Diese  Gerade  ist  der  geometrische  Ort  der  Dnrchschnittspunkte 
aller  aufeinander  senkrechten  conjugierten  Geraden^  von  welchen 
immer  eine  zu  p  parallel  ist;  und  da  durch  den  Brennpunkt  F 
auch  ein  Paar  solcher  conjugierten  Stralen  geht,  so  folgt,  dass 
der  eben  erwähnte  geometrische  Ort  auch  durch  F  gehen  muss. 

Zieht  man  durch  P  eine  Parallele  r  zu  l,  so  ist  r  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Punktes  12,  durch  welchen  alle  Parallel- 
Stralen  p  gehen,  mithin  ist  der  Schnittpunkt  F^  von  p  mit  r  der 
zu  P  conjugierte  Punkt  des  Polarsystemes.  Wird  nun  durch  P 
eine  Parallele  p'  zu  p  gezogen ,  so  sind  pp*  zwei  conjugierte  Ge- 
rade, und  fällt  man  von  P  und  1'  Senkrechte  auf  pp',  so  ent- 
stehen zwei  Durchschnittspunkte  (ausser  P  und  P),  welche  mit 
einander  verbunden  eine  jener  Geraden  geben,  die  durch  F  geht. 

Wenn  endlich  durch  Q  eine  Parallele  s  zu  l  gezogen,  ihr 
Schnitt  mit  q  durch  Q'  bezeichnet,  durch  Q  eine  Parallele  q'  zu 
q  gezogen  wird,  und  von  QQ^  Senkrechte  auf  gq'  gezogen  wer- 
den, so  ergeben  sich  (ausser  QQ^)  zwei  Durchschnittspunkte, 
welche  abermals  eine  durch  F  gehende  Gerade  bestimmen.  Der 
Dnrchscbnittspunkt  dieser  mit  der  vorhin  construierten  Geraden 
gibt  den  gesuchten  Brennpunkt  F  der  Parabel,  oder  des 
Polarsystemes. 

Wird  durch  F  eine  Gerade  a  parallel  zu  /  gezogen,  so  ist  die 
einzige  Axe  der  Parabel  oder  des  Polarsystemes  gefanden. 

Es  möge  dem  Lernenden  überlassen  bleiben,  die  Directrix 
und  den  Scheitel  der  Parabel  (Schnitt  der  Axe  mit  der  Parabel) 
zu  constniieren. 

1539.  In  weicher  Beziehung  stehen  die  Tangenten 
einer  Linie  II.  Ordnung  zu  deren  Brennpunkten? 

In  (1630)  haben  wir  gesehen,  dass  die  Brennpunkte  die 
Ordnungspunkte  einer  involutorischen  Reihe  sind ,  die  auf  einer 
Axe  des  Systemes  durch  eine  beliebige  Reihe  paralleler  Geraden 
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und  durch  die  auB  ihren  Polen  auf  sie  gefällten  Senkrechten  er- 
zeugt wird.  Zieht  man  desshalb  im  Berührungspunkte  M  einer 
Geraden  m  mit  einer  Linie  II.  Ordnung  eine  Normale  n,  so  ent- 
stehen auf  der  Axe  der  Brennpunkte  (Hauptaxe)  zwei  Punkte 
M'N\  welche  conjugierte  Punkte  einer  Reihe  mit  den  Ordnungs- 
punkten FF^  sind,  sonach  bilden  die  Punkte  M'N*  mit  FF^  zwei 
Paare  einer  harmonischen  Reihe  (326),  und  der  Stralenbüschel, 
welcher  von  Jf  aus  durch  diese  vier  Punkte  geht,  ist  harmonisch. 
Weil  aber  m  und  n  zu  einander  senkrecht  sind,  so  halbieren  sie 
die  von  üfjPund  MF'  gebildeten  Winkel  (304),  mithin  kann  man 
behaupten : 

Bei  jeder  Linie  IL  Ordnung  werden  die  Winkel 
der  durch  irgend  einen  Periferiepunkt  M  gehenden 
Brennstralen  if jP,  MF^  von  der  Tangente  und  der  Nor- 
male jenes  Periferiepunktes  Jf  halbiert. 

Stellt  bei  der  Ellipse  F  einen  Wärme  ausstralenden  Punkt, 
die  Ellipse  eine  spiegelnde  Linie  vor,  so  werden  in  Folge  dieser 
Eigenschaft,  die  von  /"ausgehenden  die  Ellipse  treffenden  Wärme- 
stralen  in  F^  concentriert  und  wird  in  /\  wieder  die'  Wftrme  ver- 
einigt, weshalb  diese  Punkte  Brennpunkte  genannt  wurden. 

Mit  Hilfe  der  Brennpunkte  FF^  kann  man  nun  einfach  in 
jedem  Punkte  einer  Linie  II.  Ordnung  eine  Tangente  und  eine 
Normale  construieren. 

Geometrische  Orte  als  Feblercorven.  Tangenten,  Normalen,  Bertth- 
rangspankte  and  Krammangsniittelpunkte  za  ronstraiereD. 

Potenzcorven. 

§.  79. 

1540.  Bei  manchen  Aufgaben  kommt  es  vor,  zur  Ausmitte- 
lung eines  Punktes  geometrische  Orte  construieren  zu  müssen, 
deren  Bedingungen  nicht  durch  die  Aufgabe  unmittelbar  gegeben 
sind.  Orte,  deren  Punkte  entweder  gar  nicht,  z.  B.  in  (1542)  oder 
nur  mit  Ausnahme  einzelner,  den  gegebenen  Bedingungen  der 
vorliegenden  Aufgabe  entsprechen.  Solche  Linien  pflegt  man  ge- 
wöhnlich alsFehlercurven  zu  bezeichnen.  Ihre  Enstehung  und 
ihr  Qebrauch  wird  aus  einigen  Beispielen  klar  werden. 

1541,  Aufgabe.  An  eine  genau  gezeichnete  ebene 
Curve  wurde  eine  Tangente  t  gezogen.  Das  Gesetz 
der  Curve  ist  unbekannt;  man  soll  möglichst  genau 
die  Berührungsstelle  7  ermitteln. 
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1.  Auflösung.  Man  betrachte  die  Tangente  i  als  einen 
Stral  eines  StralenbQschels  ilf,  dessen  Straten  sämmtlich  die 
Curve  k  schneiden.  Halbiert  man  alle  messbaren  Sehnen,  so 
geben  die  Teilputikte  den  geometrischen  Ort  k^  der  Halbierungs- 
punkte aller  Sehnen ,  also  muss  in  diesem  Orte  auch  der  Hal- 
bierungspunkt der  unendlich  kurzen  Sehne  liegen,  welche  die 
Tangente  t  mit  der  gegebenen  Curve  gemein  besitzt,  folglich 
schneidet  die  Fehlercurve  k^  die  Curve  k  in  einem  Punkte  T, 
den  man  offenbar  als  Berührungspunkt  von  t  mit  k  ansehen  kann. 
Der  Punkt  M  kann  in  der  Geraden  t  beliebig  gewählt  werden. 

2.  Auflösung.  Ist  die  Curve  k  in  der  Nähe  des  Berüh- 
rungspunktes T  schwach  gekrümmt,  dann  denke  man  sich  von 
einem  auf  der  concaven  Seite  der  Curve  gelegenen  Punkte  M 
einen  Stralenbüschel  gezogen,  welcher  t  und  k  schneidet  Die 
Abschnitte  zwischen  t  und  k  trage  man  auf  den  Stralen,  auf  denen 
sie  liegen,  von  t  aus  nfSeich  (z.  B.  3 mal)  genau,  und  zwar  vor 
dem  unbekannten  Berührungspunkte  TgegenJf,  hinter  diesem 
Punkte  7- von  ilfabge-w endet  auf.  Die  so  erhaltenen  Punkte 
verbunden  geben  eine  Fehlcurve,  welche  die  gegebene  in  dem 
gesuchten  Punkte  T  berührt. 

1542.  Aufgabe.  Man  sjoll  durch  einen  gegebenen 
Berührungspunkt  T  einer  ebenen  Curve  k  eine  Tan- 
gente t  und  eine  Normale  n  construieren. 

Auflosung.  Man  ziehe  mehrere  Tangenten  <,  <a  £,  . . .,  von 
welchen  einige  die  Curve  k  vor  7,  die  anderen  in  Punkten  hinter 
T  berühren,  und  bestimme  nach  (1541)  die  Berührungspunkte 
T,  T^T^,. .  Alsdann  trage .  man  eine  beliebig  lange  Strecke  l 
auf  jeder  Tangente  in  demselben  Sinne  vom  Berührungspunkte 
aus  auf,  wodurch  sich  Punkte  V^T'2'P^  .. . .  ergeben,  und  ver- 
binde dieselben  zu  einer  Fehlercurve  A;'.  Wird  nun  mit  der 
Länge  l  aus  dem  Punkte  T  die  Fehlercurve  entsprechend  durch- 
schnitten, wodurch  sich  in  ihr  ein  Punkt  T*  ergibt,  dann  ist 
TV  die  gesuchte  Tangente  t  und  die  durch  T  zn  t  senkrecht 
gezogene  Gerade  die  Normale  n. 

Anmerkung.  Der  geübte  Zeichner  ersetzt  diese  Con- 
structionen  durch  sein  Augenmass. 

1543.  Aufgabe.  Es  ist  für  einen  gegebenen  Cur- 
venpunkt  T  der  Krümmungsmittelpunkt  0  zu  con- 
struieren (1139). 
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Auflosang.  Man  construiere  im  Punkte  7*  und  in  einem 
entfernter  liegenden  Curvenpunkte  T,  die  Normalen  n  und 
«1 ,  welche  einen  Schnittpunkt  0^  geben.  Wären  T  und  T^  un- 
endlich nahe  Curvenpunkte,  so  wäre  0,  zugleich  der  gesuchte 
Punkt  0.  Da  aus  leicht  erkennbaren  Gründen  0  auf  diese  Art, 
wenn  7  und  T^i  unendlich  nahe  sind,  nicht  construiert  werden 
kann,  so  nehme  man  zu  den  harmonischen  Eigenschaften  eines 
vollständigen  Viereckes  seine  Zuflucht  (307),  womach  je  zwei  Dia- 
gonalpunkte mit  den  übrigen  zwei  Seiten  harmonisch  liegen.  Zu 
diesem  Behufe  ziehe  man  in  einiger  Entfernung  von  der  Curve 
auf  deren  concaver  Seite  eine  die  Normale  71  scharf  schneidende 
Gerade  Xy  wodurch  auf  n  ein  Punkt  A^,  auf  n,  ein  Punkt  N^ 
entsteht  Verbindet  man  T  mit  iV,,  T,  mit  A^  und  bezeichnet 
den  Schnittpunkt  heider  Geraden  mit  0\  so  liegen  0,  und  0', 
zu  den  Seiten  TT^  und  j-  harmonisch,  und  befände  sich  7,  un- 
endlich nahe  an  7,  so  müsste  0\  in  der  Geraden  n  liegen,  welche 
Lage  mit  0^  bezeichnet  werden  soll,  und  es  müsste  TO'  NO 
eine  harmonische  Punktreihe  sein.  Wählt  man  desshalb  noch 
mehrere  näher  an  T  und  auf  verschiedenen  Seiten  von  T  gele- 
gene Curvenpunkte  T^Tq...,  und  bestimmt  in  gleicher  Weise 
wie  0*j  auch  andere  Punkte  O'a^s***?  dann  geben  diese  ver- 
bunden einen  geometrischen  Ort,  eine  Fehlercurve  hf y  welche  n 
in  dem  Punkte  0'  schneidet.  Construiert  man  nun  die  harmo- 
nische Reihe  TO'NO^  so  ist  0  der  gesuchte  Krümmungsmittel- 
punkt für  den  Punkt  T, 

1544.  Aufgabe.  Man  soll  den  Erummungsmittel- 
punkt  0  für  irgend  einen  Punkt  T  einer  Linie  IL  Ord- 
nung construieren. 

Auflösung.  Obwol  die  in  (1543)  angegebene  Methode 
auch  hier  angewendet  werden  kann,  lässt  die  Natur  dieser  Linien 
eine  beiweitem  einfachere  Constructionsweise  wie  folgt  zu: 

Man  errichte  in  dem  Punkte  iV,  in  welchem  die  Normale 
n  des  Punktes  T  die  flauptaxe  (d.  i.  jene  Axe,  welche  die 
Brennpunkte  enthält)  der  Linie  IL  Ordnung  schneidet,  eine  Senk- 
rechte auf  n,  bis  der  Stral  TFj  welcher  zu  einem  der  beiden 
Brennpunkte  geht,  getroffen  wird.  Wenn  nun  in  diesem  Schnitte 
auf  TF  eine  Senkrechte  errichtet  wird ,  so  geht  diese  durch  den 
gesuchten  in  n  liegenden  Erümmungsmittelpunkt  0, 

Der  Beweis  dieser  einfachen  Construction  wird  in  der  zweiten 
Auflage  der  darstellenden  Geometrie  des  Herrn  Prof.  Gugler 
mittels  projectivischer  Principien  gefUhrt 
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1545.  Potenzcurven.  Auch  bei  manchen  grafischen  Rech- 
nungsoperationen leisten  Fehlercurven  wesentliche  Dienste.  Neh- 
men wir  an  die 

Aufgabe:  Es  sei  aus  einer  gegebenen  Länge  l  die 
dritte  Wurzel  zu  ziehen,  wenn  eine  andere  Länge  X^ 
die  Einheit  vorstellt,  und  l  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Auflösung.  Man  ziehe  eine  Gerade  x  (etwa  horizontal), 
auf  welcher  man  die  Einheit  OA=sX  =  l  auftragt  und  in  A  eine 
Senkrechte  y  errichtet.  Durchschneidet  man  mit  irgend  einer 
Länge  V  aus  0  die  y  in  einem  Punkte  B^,  so  kann  man  seit- 
wärts einen  Proportional winkel  zeichnen ,  in  welchem  die  Einheit 
X  der  Radius  und  l^  die  Sehne  ist.  Beschreibt  man  in  diesem 
Winkel  mit  dem  Radius  f  einen  Bogen,  dessen  Sehne  mit  l'^  be- 
zeichnet werden  soll,  seist  offenbar  Z' :  Z"  =  1 :  Z',  also  ist  Z"  =  (/')•; 
und  wird  mit  l"  als  Radius  ein  Bogen  beschrieben,  so  besteht  für 
dessen  Sehne  Z'"  die  Relation :  Z"  :  l'*'  =1:1'  und  es  wird  l'"  = 
l".l'  =  (l')K  Auf  diese  Art  kann  man  jede  Länge  Z', 
welche  grösser  als  1  aber  kleiner  als  2  ist,  sehr  schnell 
potenzieren,  wenn  die  Exponenten  positive  ganze 
Zahlen  sind. 

Trägt  man  die  Länge  l'^'  von  0  über  B^  hin  nach  Oß^  au^ 

so  müsste  0^3  =  Zs6in,  wenn  l''=yl  wäre.  Allein  dieser 
Zufall  wird  nicht  vorhanden  sein.  Desshalb  gebe  man  dem  l' 
verschiedene  Längen ,  construiere  jedesmal  einen  Punkt  C^ 
7^3 , . . .  auf  dieselbe  Art  wie  B^  gefunden  wurde,  und  verbinde 
alle  diese  dritten  Potenzpunkte  A  B:^  C^  D^  . . ,  zu  einer 
stetigen  Linie,  welche  die  dritte  Potenzcurve  genannt 
und  mit  III  bezeichnet  werden  soll.  Wird  jetzt  mit  der  Länge 
Z  aus  0  die  Curve  in  einem  Punkte  M^  durchschnitten,  OM^ 
gezogen   und   der  Schnitt   mit  y   durch  Jlf,    bezeichnet,   so    ist 

(0  M^y^  OM^y   folglich   OJfj  =  V"OiÖ,=l/Z  das  gesuchte 
Resultat. 

1546.  Wenn  man  mit  dem  in  (1545)  angegebenen  Propor- 
tionalwinkel statt  {ty  etwa  {l'Y  ermittelt  und  durch  Auftragen 
auf  OB^  den  Potenzpunkt  £5,  sowie  auch  noch  andere  fünfte 
Potenzpunkte  bestimmt,  und  sie  zu  einer  stetigen  Curve  entspre- 
chend verbindet,  dann  erhält  man  die  Potenzcurve  F,  welche  dazu 
geeignet  ist,  fbnfte  Wurzeln  aus  gegebenen  Längen  Z  zu  ziebeoi 
wenn  Z  grösser  als  die  Einheit  ist. 
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1547.  Tangenten- Construction  an  Potenzcurven« 
Um  in  einem  gegebenen  Punkte  Tn  der  n*^°  Potenzciu've  eine  Tan- 
gente t  zu  ziehen^  lehrt  eine  mittels  Rechnung  gefundene  Methode 
(siehe  Zeitschrift  des  österr.  Ing.  und  Archit.  Vereines ,  1866)  fol- 
gendes Verfahren :     Man    beschreibe   über  OA   als  Durchmesser 

einen  Halbkreis  1  auf  Seite  der  Potenzcurve,  trage  in  der  Verlän- 

OÄ 
gerung  von  04  die  Strecke  AD  ^  "n^l  ^^^^^^^  verbinde  Tn  mit 

0,  wodurch  mit  dem  Halbkreise  1  ein  Punkt  T  entsteht.  Auf  der 
Geraden  D  T  steht  nun  die  Tangente  des  Punktes  Tn  senkrecht« 

1548.  Reciproker  Wert  von  l.  Bezeichnet  man  den 
Schnitt  von  OBi  =  l  mit  dem  Kreise  1  (1547)  mit  8%  so  er- 
kennt man  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OAB  und  OAB\ 

dass  OB^  .  0B'  =  (Xy  =  1 ,  also  OB'  =  j  ist.  Soll  demnach  aus 

einer  Länge  Z'  ^  1  die  n^  Wurzel  gezogen  werden  ^  so  wird  man 
vorher  mit  l'  aus  0  den  Kreis  1  in  einem  Punkte  B*  schneiden. 
OB'  bis  an  j/  verlängern,  wodurch  der  reciproke  Wert  1  =  OB^  von 

Offensteht.  Construiert  man  jetzt  yi  (1545),  und  sucht  von  dem 
Resultate  wieder  den  reciproken  Wert,  so  ist  schliesslich  die  Auf- 
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gäbe     yl'  zu  ziehen,  gelöst,  wenn  V'^X  ist. 

1549.  Construction  von  Wurzelgrössen  ohne 
Curven. 

Diese  gründet  sich  auf  die  einfache  Darstellung   der  Tan- 
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genten  an  eine  Potenzcurve.  Es  sei  Z  ]>  1  und  z  =  y^  ^^  suchen, 
wenn  A=  1  gegeben.  Man  ermittle  j9  nach  (1547),  wobei  AD'= 
{  Oyt  ist  und  ziehe  den  Halbkreis  1  (1548).  Durch  0  lege  man 
eine  Gerade  s,  welche  1  in  J3',  ^  in  B^  schneidet,  erhebe  OB^ 
zur  fünften  Potenz  (1545)  und  trage  auf  s  das  Resultat  nach  OB^ 
auf.  Wird  in  B^  eine  Senkrechte  t  auf  B'D  gezogen;  so  ist  t 
die  Tangente  in  B^  an  die  Potenzcurve  V.  Nun  wird  OB^  nicht 
gleich  l  sein;  also  schneide  man  mit  l  aus  0  die  Tangente  t  in 
einem  Punkte  ilf ,  welcher  mit  0  verbunden  in  dem  Kreise  1 
einen  Punkt  C'y  auf  y  einen  Punkt  C^  erzeugt.  Abermals  wird 
00|  zur  fünften  Potenz  erhoben  und  das  Resultat  auf  Oilf  nach 
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OC^  aufgetragen.  Fände  man  OC^^^l^  so  wäre  OCt=\/L  Ist 
aber  OC^  ^  Z ,  so  wird  wieder  in  C^  die  Tangente  t^  construiert. 
und  das  Verfahren  so  oft  wiederholt,    bis   man  z.  B.  OX^^^l 
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findet.  Alsdann  ist  OX^  ^=\/L  Bei  einiger  Uebung  ist  man  mit 
zwei  solchen  Operationen  schon  am  Ziele, 
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RftoDiliche  geometrische  Orte. 

§.  80. 

1550.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  Ebenen  u  und  v  gege- 
ben. Es  ist  der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte 
zu  bestimmen,  deren  senkrechte  Entfernung  von  u 
sich  zur  senkrechten  Entfernung  von  v  wie  a :  & 
verhält. 

Auflösung.  Man  lege  eine  Ebene  w  senkrecht  auf  die 
Durchschnittsgerade  von  u  mit  v  und  bestimme  die  wahre  Grösse 
des  Winkels,  den  die  Spuren  7»  v„  miteinander  einschliessen  (§.  30). 
Werden  nach  (1513)  jene  zwei  Geraden  gezeichnet,  welche  den 
geometrischen  Ort  jener  Punkte  bestimmen,  deren  senkrechte 
Entfernung  von  z?«  sich  zum  senkrechten  Abstände  von  r«  wie 
a  :  b  verhalten,  und  durch  jede  dieser  Geraden  eine  Ebene  ge- 
legt, welche  die  Schnittgerade  von  u  mit  v  enthält,  so  sind  diese 
zwei  Ebenen  die  gesuchten  geometrischen  Orte. 

1551.  Es  wird  dem  Lernenden  nicht  schwer  fallen,  unter 
Berücksichtigung  von  (1515)  an  die  Ausarbeitung  zu  gehen,  von 
folgender 

Aufgabe.  Es  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punk- 
tes Jf  zu  construieren,  bei  welchem  die  Entfernung 
MF  von  einem  festen  Punkte  F  zur  Entfernung  Mm 
von  einer  Ebene  /  in  einem  gegebenen  Verhältnisse 
a  :  b  steht. 

Die  Resultate  können  Rotations- Ellipsoide,  Paraboloide  oder 
zweimantelige  Rotations-Hyperboloide  sein  (§.  64),  wobei  immer  die 
durch  F  zur  Ebene  /  senkrecht  gezogene  Gerade  p  die  Rotations- 
axe  ist 

Der  Lernende  versuche  es ,  einige  Eigenschaften  der  Linien 
II.  Ordnung  auf  diese  Rotationsflächen  der  II.  Ordnung  zu  fiber- 
tragen. 

1552.  Aufgabe.  Es  ist  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte  des  Raumes  zu  construieren,  bei  welchen  das 
Verhältnis  der  Entfernungen  MP :  MP*  von  zwei  fixen 
Punkten  P  und  P'  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  a:b 
steht. 

Vermöge  (1525)  ist  dieser  Ort  eine  Kugel,  welche  durch 
Rotation  des  dort  construierten  Kreises  um  einen  Durchmesser 
entsteht 
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1653.  Aufgabe.  Es  ist  der  geometrische  Ort  einer 
Ebene  M  zn  constrnieren,  welche  1.  von  einem  gege- 
benen Punktei^^einen  bestimmten  Abstand  r  besitzen, 
und  2.  mit  einer  gegebenen  Richtung  p  einen  vorlie- 
genden Winkel  a  einschliessen  soll. 

Auflösung.  Der  geometrische  Ort  von  M  für  die  erste 
Bedingung  ist  eine  Kugel  (als  Umhiillungsäache  von  Ebenen,  1509); 
deren  Centrum  F  und  Radius  r  ist.  Der  geometrische  Ort  von 
Jf  für  die  zweite  Bedingung  ist  eine  senkrechte  Kreiskegelfläche, 
deren  Axe  eine  zu  p  parallele  Gerade  p'  ist,  und  deren  Stralen 
mit  p'  den  Winkel  a  einschliessen  (1076,  3).  Wie  leicht  einzu- 
sehen, muss  p'  durch  den  Mittelpunkt  F der  Kugel  gehen,  und 
muss  die  Kegelfläche  die  Kugel  umhüllen.  Legt  man  also  durch 
F  eine  Gerade  p^  zu  p  parallel,  durch  p'  eine  Ebene  u,  zeichnet  in 
u  aus  /"als  Centrum  mit  dem  Radius  r  einen  Kreis  und  construiert 
an  den  Kreis  zwei  parallele  Tangenten,  deren  jede  mit  p'  den 
Winkel  a  einschliesst,  so  sind  ihre  Schnittpunkte  S  und  S'  mit  p' 
die  Scheitelpunkte  der  Kreiskegelflächen,  welche  die  Kugel  be- 
rühren. Jede  Ebene,  welche  eine  der  beiden  Kegelflächen  be- 
rührt, erfallt  beide  Bedingungen  der  Aufgabe,  mithin  sind  diese 
zwei  Kegelflächen  als  Umhüllungsflächen  von  Ebenen  die  ge- 
suchten geometrischen  Orte  der  Aufgabe.^ 

1554.  Aufgabe.  Es  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes 
ilf  zu  construieren,  weicherfolgende  Bedingungen  erfüllt:  I.Soll 
seine  Entfernung  von  einem  Punkte  F^=l  sein;  2.  die 
senkrechte  Entfernung  von  einer  nicht  durchzugehen- 
den Ebene  E  sei  =  l'  und  3.  der  senkrechte  Abstand 
von  einer  gegebenen,  weder  durch  /"gehenden,  noch 
in  E  liegenden  Geraden  p  sei  =  l'\ 

Auflösung.  Der  geometrische  Ort  für  die  erste  Bedin- 
gung ist  eine  Kugel  K,  deren  Centrum  F  und  Radius  =  l  ist 
Der  geometrische  Ort  von  M  fQr  die  zweite  Bedingung  sind  zwei 
Ebenen  u  u\  die  im  Abstände  ^  von  E  zu  E  parallel  gefuhrt 
werden.  Der  geometrische  Ort  von  M  für  beide  Bedingungen 
zugleich  sind  die  Kreise  k  k\  in  welchen  die  Kugel  K  von  den 
Ebenen  n  und  u'  geschnitten  wird.  Der  geometrische  Ort  für 
die  dritte  Bedingung  ist  eine  senkrechte  Kreiscylinderfläche,  deren 
Axe  p  und  deren  Radius  ftlr  die  Kreisbasis  =  V^  ist.  Schneidet 
man  mit  den  Ebenen  u  und  u'  den  Cylinder,  so  entstehen  im 
Allgemeinen  zwei  Ellipsen  6  und  e'  als  Schnittcurven.    Da  ein 
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Kreis  k  und  eine  Ellipse  e,  welche  in  einer  £bene  1  legen ,  vier 
Dorchschnittspunkte  haben  können,  so  folgte  dass  der  geome- 
trische Ort  von  M  f&r  alle  drei  Bedingungen  durch  acht  ein- 
zelne  Punkte  gegeben  ist.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  je  nach 
den  Grössen  IV  V*  nicht  immer  acht  einzelne  Punkte  gefunden 
werden  können ;  man  sagt  dann^  die  unangebbaren  Punkte,  deren 
Bestimmungsstüoke  jedoch  gegeben  sind,  seien  imaginär.  So  sind 
z.  B.  die  Kugel  K  und  die  Ebene  u  Bestimmungsstücke  eines 
Kreises  k.  Schneidet  u  die  Kugel  nicht,  so  ist  der  Kreis  ima- 
ginär, also  sind  auch  vier  der  gesuchten  Punkte  imaginär.  Schneidet 
u  die  Kugel  in  k^  den  Cylinder  in  e  und  haben  k  und  e  nur  zwei 
Durchschnittspunkte,  so  sind  k  und  e  auch  die  Bestimmungsstücke 
der  beiden  imaginären  Durchschnittspunkte  u.  s.  w. 

1555.  Aufgabe.  Es  ist  der  geometrische  Ort  eines 
Punktes  M  zu  construieren,  welcher  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  F  und  einer  gegebenen  Geraden  p 
gleiche  Abstände  besitzt. 

Auflösung.  Wählt  man  eine  Kugel  K  mit  irgend  einem 
Radius  l  und  mit  F  als  Centrum,  femer  einen  senkrechten  Kreis- 
cylinder  C  mit  p  als  Axe  und  mit  l  als  Radius  der  Kreisbasis, 
so  ist  die  Durchdringungslinie  beider  Flächen  eine  Linie  des 
geometrischen  Ortes.  Lässt  man  l  stetig  sich  verändern  und  con- 
struiert  hinreichend  viele  Durchdringungslinien  entsprechender 
Kugeln  und  Cylinder,  so  bestimmt  deren  Gesammtheit  eine  Fläche 
als  geometrischen  Ort  von  M. 

Diese  Aufgabe  lässt  noch  eine  einfachere  Auflösung  zu, 
wie  folgt:  Es  sei  A^  ein  beliebiger  Punkt  in  p,  femer  sei  B^  der 
Halbierungspunkt  der  Strecke  FA^y  und  E^  eine  durch  jB,  senk- 
recht auf  FA ,  geführte  Ebene,  dann  ist  jeder  Punkt  in  E^  von 
F  ebenso  weit  entfernt,  wie  von  A^,  Wird  eine  Ebene  u^  durch 
A^  senkrecht  auf  p  geführt,  und  die  Durchschnittsgerade  ^i  der 
Ebenen  £,  und  ti,  gesucht,  so  muss  jeder  Punkt  ilf  von  j, 
beiden  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen ;  denn  es  ist  1. 
MF=MA^  und  weil  2.  die  Ebene  u,  senkrecht  auf  p  steht^ 
ist  auch  MA  ^  ,_L  p. 

Legt  man  durch  Fund  p  eine  Ebene  jB,  so  müssen  ?i  92  ?3  *  •  • 
auf  £  senkrecht  stehen,    weil  jede  die  Schnittlinie  zweier   zu  E 
senkrechten  Ebenen  ist.  Werden  die  Schnitte  von  9i  92  fa-  •  •  mit 
E  durch  C^  C^  C^.. .  bezeichnet,  so  ist  jeder  dieser  Punkte  von 
F  ebenso  weit  entfernt,  wie  von  p,  also  ist  der  Ort  der  Punkte 


4t8 

C  nach  (1519)  eine  Parabel^  mithin  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte  der  Aufgabe  ein  zur  Ebene  E  senkrechter  para- 
bolischer Cylinder. 

Dieses  Beispiel  lehrt  deutlich,  dass  nicht  alle  Constructionen 
eines  und  desselben  geometrischen  Ortes  zu  einfachen  Anschauun- 
gen über  die  Natur  des  Ortes  führen. 

1556.  In  welcher  Weise  wird  man  die  Aufgabe  lösen:  den 
geometrischen  Ort  eines  Punktes  zu  finden ,  welcher  von  einer 
gegebenen  Geraden  /  und  einer  gegebenen  Ebene  P  gleiche  Ent- 
fernungen besitzt  ? 

1557.  Aufgabe.  Ein  Stralenbüschel  8  liege  mit 
einer  ihm  projectivischen  geraden  Punktreihe  «  nicht 
in  einer  Ebene.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  aller 
Ebenen^  von  denen  jede  durch  einen  Stral  von  8  und 
den  verwandten  Punkt  in  8  geht? 

Auflösung.  Denken  wir  uns  durch  die  Gerade  8  irgend 
eine  Ebene  u  gelegt,  so  wird  diese  von  dem  Stralenbüschel  8  in 
einer  geraden  Punktreihe  S'  geschnitten,  welche  mit  8  projecti- 
viscb  proportional  sein  muss.  Wenn  nun  je  zwei  verwandte  Punkte 
dieser  beiden  Reihen  8'  und  8  mit  M*  und  m  bezeichnet  werden, 
dann  ist  die  Gerade  M'm  der  Repräsentant  aller  Schnitte,  welche 
die  durch  einen  Stral  von  8  und  durch  den  verwandten  Punkt 
in  8  gelegten  Ebenen,  mit  der  Ebene  u  erzeugen;  und  da  diese 
Gerade  M'm  immer  durch  die  verwandten  Punkte  zweier  projec- 
tivisch  proportionalen  geraden  Punktreihen  geht,  so  folgt  nach 
§.  23,  dass  sie  alle  eine  Linie  IL  Ordnung  umhQllen,  wenn  die 
Punktreihen  8^  und  8  schief  liegen,  folglich  ist  in  diesem  Falle 
der  geometrische  Ort  aller  der  in  der  Aufgabe  besprochenen 
Ebenen  ein  Ebenenbüschel  II.  Ordnung,  weicher  also  eine 
Kegelfläche  IL  Ordnung  umhüllt. 

Wenn  aber  die  Gerade  8  ihren  verwandten  Stral  im  Büschel 
8  schneidet,  dann  ist  der  geometrische  Ort  der  Ebenen  ein  ge- 
wöhnlicher Ebenenbüschel  I.  Ordnung  (§.  41). 

1558.  Aufgabe.  Man  soll  den  geometrischen  Ort 
jener  Punkte  ilf  bestimmen,  welche  durch  die  Schnitte 
aller  Geraden  entstehen,  die  man  von  einem  Punkte 
A  auf  sämmtliche  durch  einen  anderen  Punkt  B  ge- 
legte Ebenen  senkrecht  fällt 

Auflösung.  Verbindet  man  einen  dieser  Punkte  üf  mit  Ay 
80  ist  AHB  ein  rechter  Winkel   und   man   erkennt,   dass   der 
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geometrische  Ort  von  M  eine  Kugel  sein  muss ,  von  welcher  die 
Gerade  AB  ein  Durchmesser  ist 

Der  Lernende  wolle  nachweisen :  Schneidet  man  alle  die  er- 
wähnten Ebenen  und  die  zu  ihnen  senkrechten  Qeraden  durch 
irgend  eine  zvl  AB  senkrechte  Ebene  ti,  so  entsteht  in  u  ein 
Polarsystem^  dessen  Mittelpunkt  der  Schnitt  von  AB  mit  u  ist« 

Wenn  u  die  Kugel  schneidet,  so  ist  der  Schnittkreis  die 
Ordnungscurve  des  Polarsystems;  schneidet  aber  u  die  Kugel 
nicht|  so  enthält  auch  das  Polarsystem  keine  Ordnungscurve  (1535). 

1559.  Aufgabe.  Ausserhalb  der  Ebene  eines  Kreises  K 
liegen  zwei  Punkte  A  und  B.  Wenn  man  jede  Ebene,  welche 
durch  eine  beliebige  Gerade  p  der  Kreisebene  und  durch  den 
Punkt  A  geht,  mit  jener  Geraden  schneidet,  die  man  durch  den 
Pol  P  der  Geraden  j)  (bezüglich  des  Kreises  K)  und  durch  den 
Punkt  B  zieht,  welche  Eigenschaften  besitzt  der  geometrische 
Ort  dieser  Durchschnittspunkte? 

Als  speciellen  Fall  nehme  man  an ,  die  Punkte  A  und  B 
seien  die  Endpunkte  eines  Kugeldurchmessers.  Auf  der  Kugel 
liege  der  Kreis  K  und  AB  sei  auf  der  Kreisebene  K  senkrecht. 

1560.  Die  Menge  der  Aufgaben  über  geometrische  Orte  ist 
zahllos.  Die  durchgeführten  Beispiele  mögen  genügen,  die  Bestim- 
mungsweise dieser  Orte  erläutert  zu  haben.  Es  bleibe  nicht  un- 
bemerkt, dasB  viele  der  in  den  früheren  Abschnitten  gelösten  Auf- 
gaben in  das  Gebiet  der  geometrischen  Orte  gezählt  werden  kön- 
nen, insofern  man  die  dort  auftretenden  Gebilde  nicht  als  Ganzes, 
sondern  als  Zusammensetzungen  aus  geometrischen  Elementen  be- 
trachtet^ welche  sämmtlich  einerlei  Bedingungefl  genügen. 
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Nr.       1  Zeile  2,  lese  abbilden  statt:  absnbitden 

„        4t  „  IG,     „      im  Baume    „      in  der  Luft 

17  „  1,      „      uubeg^nite  statt:  congraente 

17  y,  ^      -t      KusammenfsUen  müssen  statt:  xasammeniallen 

17  „  9,  nach  swei  setie  man  begrensEte 

„      55  ,,  1,  lese  gleichseitig  statt:  gieiseitig 

71  „  2,      ,y      gleichwinklig    ,,    gleichseitig 

93  ,,  10,     ft      Linien  statt:  Linie 

93  I,  12,      M       x'x'  statt:  x'a* 

99  „  if     „      anderen  statt:  an  deren 

99  ,,  4,     „      senkrecht    „     senhrecht 

154  I,  2,      ,y      die  BerÜhrongskreisebene  statt:  der Beröhrungskreis 

186  ,,  4,     j,      Linien  statt:  G(eraden 

„    228  „  3,      ,,      (226)  statt:  (225) 

„    286  „  4,      „      ist          „        st 

„     359  fehlen  in  Fig.  35  die  Geraden  MA  and  MB 

„    374  ,f  4,  lese  Tangenten  statt:  Sehnen 

Seite     90  Zeile  4  von  oben,  lese:  nnd  die  Ellipsenaxen  sind,    statt:  so  sind 

die  Ellipsenaxen. 

Nr.  417  Zeile  ],  lese  Sehnen  statt:  Sehne 

421  „  2,  nach  einer  setze  man  projectivitichen 

432  „  13,  lese  dann  statt:  so 

433  „  9,     „      dann       „      so 
457  „  3,     i,      Vieraeit  statt:  Viereck 
462  „  2,      „       ihm  statt:  ihn 
473-     „  b',      „      proportional  statt :  propertional 
497  „  1»     n      Jenen  statt:  Jener 
517  „  2,     „      (516)  statt:  (517) 
519  „  2,      ,,      des  statt:  es 
564  „  19,      „      (ffj)       „      («,) 
568  „  4,  ist   noch    hinsasafügen  :   und   ist   der  Projectton   an 

LXnge  gleich. 

587  „  10,  nach  diese  setse  man  in  der 

587  „  13,  lese  über  6,   statt:  über  6 

588  „  12,     „      c'  statt:  c 

631  „  7,  man  durchstreiche  das  erste  Bild  p^  parallel  an  ü, 

634  „  17,  lese  (592)  statt:  (574) 

645  ,,  6,     „       re  statt:  r^c^ 

680  „  5,      „      M        .,      « 

705  „  5,     „      Spar  parallelen  statt:  Sparpirallelen 

707  „  4,      „      (568)  statt:  (581) 

712  „  10,      „      Parallele  statt:  Paralle 

765  „  3,     „      so,  auf  dass  statt:  so  auf,  dass 

785  „  5,  nach  Umfiuigsseiten  ist  eincaschalten  mit  den  Ebenen 

„     797  „  U,  12,  lese  (ti,  v)  statt:  (k,  i;) 

Seite  212  lese  §.  41  statt:  §.  35 

„    235  Zeile  12  von  oben  lese  (6^)  statt:  (5,). 

„      „  „  7  von  unten,  man  setie  vor  orthogonales  ein  ( 

Nr.  906  „  11,  lese  o.,  statt:  a, 

o  e 

„    943  „  5,     „      ü,  parallel  statt:  7,  parallel 

„    949  „  2,     „      ^s     statt  u^ 

„    959  „  3»      ,      Projectionen  statt:  rojectionen 
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